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EXPERIENCIAS COMPUTACIONALES CON PROCEDIMIENTOS
DE IDENTIFICACION DE RESTRICCIONES PARA

ALGUNOS T1rP0OS DE PROGRAMAS ENTEROS
JAIME BARCELO
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE CATALUNYA

Desde los primeros trabajos de Padberg, Grétschel y otros, los procedimientos de identifica-—
cidn de restricciones han demostrado su utilidad en la resolucidn de clases especiales de —-
problemas enteros de estructura combinatorta, tales como el del viajante de comercio, los de
apareamientos en grafos, el de la mochila, ete., entre otros.

Por otra parte, muchos otros tipos de problemas enteros, incluyen en su estructura aspectos
combinatorios, como es el caso, por ejemplo, de los problemas de localizacién de plantas con
restricciones de capacidad y los de particionamiento de conjuntos.

Este trabajo tiene wna doble intemcidn, por una parte dar una breve panordmica de los proce-
dimientos de identificacién de restricciones, ¥ su utilizacidn algoritmica general, y por —
otra parte estudiar su aplicacidn a algunos problemas particulares, explotando algunos aspec
tos de su estructura combinatoria.

Los problemas de localizacién de plantas con restricciones de capacidad, admiten formulacio-
nes alternativas algunas de las cuales incluyen restricciones de tipo knapsack, especialmente
st se afiaden las aparentemente redundantes restriceiones knapsack surrogadas sobre las capa—
cidades de las plantas. Este trabajo analiza computacionalmente el impacto que tales formula-
ciones y las restricciones complementarias generadas por un procedimiento de identificacidn
de restricciones, tienen en la resolucidn de dichos problemas.

Los problemas de particidn de conjunto pueden ser resueltos mediante algoritmos que utilicen
los cortes disyuntivos que su estructura permiten generar. Balas y Padberg proponen ademds
otras familias de cortes derivados de subproblemas planteados en el grafo de interseccidn —-
fuerte asociado. En este trabajo se estudia computacionalmente los resultados de ineorporar,
segin un procedimiento de tipo identificacidn de restricciones, planos secantes derivados de
desigualdades de clique en el grafo asociado.

Keywords: INTEGER PROGRAMMING, CONSTRAINT IDENTIFICATION.

1. PROGRAMACION LINEAL ENTERA Y PLANQOS SE-
CANTES.

Un enfoque algoritmico cldsico para la reso-
li-
neal entera, ha sido el siguiente: Dado el

lucidn de los problemas de programacién
problema lineal entero (P):
(P) MIN cx, X € S (1)

donde 5, conjunto de soluciones posibles es-
td definido por
S= {xeRn]Axsb, x20 y x entero} (2)

Se suprimen las condiciones de integridad so
bre los vectores x en (2) y se resuelve el

problema (ﬁ), relajacidén lineal, resultante.
Si la solucibn Sptima x, del problema (P) es
entera,

entonces, teniendo en cuenta las re-
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laciones entre las soluciones posibles de un
problema de programacidén matemdtica y las de
una relajacién v&lida del mismo, (Geoffrion

and Marsten, /9/), la solucidén X es una solu
Si X no es
del

cibn Sptima para el problema (P).
entera, entonces es deseable eliminar x

conjunto ixeRnIAxgb, x>0} afiadiendo una de
sigualdad adicional, o plano secante, tal co

mo

A
o

ax o (3)
de manera que:
= n

x£{xeR |Axsb,

axsao} (3a)

Yy

Dep. d'Estadistica i Investi-
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{xezn[Axsb, x20}={ern|Ax£b, axsa_ , x20}
el algoritmo de Gomory, /10/, /11/, consti-
tuye un procedimiento sencillo para generar
tales desigualdades a partir de la tabla Sp
tima del simplex, correspondiente a la solu
cién Gptima x.

Aungue se puede demostrar que el algoritmo
de Gomory converge hacia una solucién &pti-
ma del problema (P) en un nimero finito de
planos secantes (3), la experiencia préacti-
ca ha demostrado gue se trata de un algorit
mo muy insuficiente ya que, ademds de toda
una serie de problemas de estabilidad numé-~
rica, tendencia a la degeneracidén y al ci-
clado, etc., genera una gran cantidad de

inecuaciones redundantes.

Todo ello sugiere que el planteamiento de

Gomory es demasiado general y que puede ser
mucho més eficaz intentar resolver no pro-

blemas generales de programacién lineal en-
tera, sino problemas particulares para los
gque se puedan generar los planos secantes -
necesarios o los mejores, como por ejemplo,
los gque describen las caras de la envolven-
te ccnvexa del politopo de los vectores de
incidencia de las soluéiones posibles. Este
enfoque es, en principio, factible en tanto
en cuanto un problema de optimizacidn combi
natoria, y por lo tanto un problema entero,
admita una formulacifn equivalente en térmi
nos de la caracterizacidn lineal de la en-

volvente convexa de sus vectores de inciden

cia.

En efecto, si definimos un problema lineal
de optimizacidn combinatoria de la manera

siguiente (Gr&tschel, /13/):

Dado un conjunto finito E y una familia
F de subconjuntos de E denominada el -
conjunto de soluciones factibles, sea
c: E+R una funcidn objetiva. Encontrar

un conjunto factible I*e¥ tal que:

)} cle) =MIN { }] cle)]| Ie¥} (4)

eeI* eel

Todo problema de optimizacidn combinatoria
queda, pues, definido por la terna (E, ¥ ,c),
donde E es el conjunto base,ﬁFS;@ (E) es
el conjunto de soluciones factibles, ¢ es

una funcién lineal objetiva, vy se ha de en-

contrar una solucién factible I* tal que
L ,c(e) sea minima, y a casi todo problema
eel

de optimizacidén combinatoria (Grdtschel,/14/)
se le puede asociar un poliedro definido de
la siguiente forma: Denotemos por RE el espa
cio vectorial real de |E| dimensiones, en el
que cada vector XeRE tiene sus componentes

indexadas por los elementos de E. Para todo
subconjunto IcE definimos su vector de inci-

. I
dencia X”, como el vector de componentes

©OH O H

=0 si e ¢ I

Al conjunto ¥ de soluciones posibles le aso
ciamos la envolvente convexa de los vectores
de incidencia de los elementos de F , es de
cir, el politopo %F ERE definido por:

Py = conv {xTeRE | T ¢F 1} (

w

y el problema de optimizacidn combinatoria

(4) se puede formular como

MIN {cx | x ¢ Py} (6)

gue es un problema de programacidén lineal
dado que RF es un poliedro. Ahora bien, des
de un punto de vista algoritmico la forma de
(6) no es apta para gque el problema sea re-
suelto numericamente por ninguno de los algo
ritmos habituales, disefiados para trabajar -
con politopos representados por sistemas de
desigualdades lineales. Este inconveniente
puede resolverse, desde una perspectiva ted-
rica, gracias al teorema de Weyl, /28/, que
establece gue para todo poliedro Pz de la
forma (5) existen una matriz A, de dimensio-

nes (m,|E]), y un vector beR™ tales que:
E
Py = {xeR |Axs<b} (7)

5in embargo, desde un punto de vista practi-
CO aparece un nuevo inconveniente debido a
que el niimero de filas de la matriz A puede
ser exponencial en |E| aunque el problema -
(4) sea soluble en tiempo polinémico. Afor-
tunadamente Gr&8tschel et al. /15/, demues-—
tran que en la resolucidn de problemas linea
les de la forma (6) lo que es determinante -
no es el nimero de desigualdades, sino la es
tructura del sistema (7) de desigualdades,
por lo cual un procedimiento que permita ge-

nerar las restricciones adecuadas para la re
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solucién del problema combinatorio, a medida
gque se necesitan, permite resolver el proble
ma (6) sin necesidad de identificar explici-
tamente todas las desigualdades que define

(7) .

Este planteamiento general adquiere, en el
caso de los problemas enteros, la siguiente
forma: una formulacién tipica de un proble-

ma entero en forma de variables, 0-1 es:

MIN cx, X € D (8)

(P) D = {xeR"|Axzb, xje{o,l}, Vie{l,...,n}}

para el cual la familia :F"puede definirse
como:

I

F={1 ¢ {1,....,n} | x € D}

con lo cual el politopo EF es:
BF = conv (D) (9)
La relajacidén lineal del problema (8) con-

sistente en la supresién de las condiciones

de‘integridad, define el poliedro

PL=ixeR"|Axsb, 0sx;<l, ¥jell,...,n}}  (10)
tal que:
Fr & Pp
'
MIN {cxlxd% }2MIN {ox|xePp} (11)

pudiéndose demostrar, Gr&tschel, /14/, que

todo punto extremo de B~ es un punto extre
mo de PR pero no al contrario, sin embargo,
si el segundo problema de optimizacidén de

(11) tiene un vector solucidn cero-uno, en-
tonces queda resuelto el problema (8).

Dado que, como hemos comentado antes, aunque
Se conozca una descripcién de P como sistema
de desigualdades, no puede usarse en la préc
tica dado el gran nlmero de ellas, no puede
pensarse en una utilizacidn directa de la re
lacién (11). Sin embargo, si es posible re-
solver el problema de separacidén para Pg -
(Gr&tschel et al. /15/, Gr&tschel, /13/):

Problema de separacién para EF

Dado un vector yeRn, el problema de se-

paracién para P consiste en demostrar
n

que yeP,F , O encontrar un vector deR

tal que

Vxegy i dx<dy

entonces a partir del vector d puede cons

truirse una desigualdad vdlida

para el politopo BF de la que, eventualmen
te puede derivarse una faceta, es decir, una

desigqgualdad tal que: (Pulleyblank, /23/).

n
1) EF c{xeR ldxsdo}

2) dim (P

> n{xeR"|ax = a4} = dim B -1

se trata, por lo tanto, de un hiperplano de
soporte de RF generado por puntos extremos

de Py

La adicidn de tal desiqualdad al sistema de
desigualdades que define (8) permite una --
nueva relajacién (10) que se aproxime mejor
a las condiciones de (11). La situacidn me-
jora si en lugar de plantearnos el problema
de separacién para un punto yeRn cualquie
ra, nos lo planteamos, inspiré&ndonos en el
procedimiento de Gomory, para el punto x --
proporcionado por la solucién del programa
lineal asociado a la relajacién (10) de ma-
nera que se verifiquen las condicicones (3a),
se trata pues de buscar una desigualdad v&i-
lida que genere una faceta de P que elimine
la solucidn de la relajacidén continua, sin
eliminar ninguna solucibén factible entera.
Esta reformulacién del problema de separa-
cidén se conoce como problema de identifica-
cidén de facetas (Grétscnel, Padoerg, /16/, -
Padberg, Rao, /21/):

Problema de identificacién de facetas:

Dado un punto QERn, Y un politopo BF

encontrar una desigqualdad lineal
dx < 4
o

vdlida para By que defina una faceta de
EF tal que sea violadf por x,‘es decir,
tal que se verifique dx>d, o demostrar

que no existe tal desigualdad, es decir,

que se verifica §53F .
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Utilizando este procedimiento se pueden cenerar de-
sigualdades que definan caras a medida que
sean necesarias, para eliminar los dptimos
fraccionales que proporciona la relajacidn
lineal del problema entero, tal como indica
el esquema algoritmico siguiente: (Grdtschel
and Padberg, /16/):

METODO DE IDENTIFICACION DE RESTRICCIONES
PARA PROBLEMAS ENTEROS.

1., INICIALIZACION

Sea (LPo una relajacidn lineal valida
del problema de programacién lineal en-
tera que se pretende resolver.

Hacer k=0, e ir a 2.

2. RESOLUCION DEL PROBLEMA LINEAL LPk'
Resolver (LPk). Sea xk una solucidn Spti
ma de (LPk). Si xk es entera, STOP, en
caso contrario.

Ir a 3.

3. IDENTIFICACION DE FACKETAS.

Resolver el problema de identificacién

de facetas para xk y el politopo PF

3.1 8i se encuentran una o mds desigual-
dades lineales definidoras de facetas
para Pc viocladas por xk, definir
(LPk+l)’ afladiendo a (LPk) las desi-
gualdades obtenidas.

Hacer K = K+1, e ir a 2.

3.2 5i no existe ninguna desiqgualdad li-
neal definidora de facetas violaaas
por xk, STOP.

Suponiendo que en el paso 2 se utilice un
método finito para resolver el programa li-
neal, el procedimiento propuesto es finito
va que el nlmero de desigualdades que defi-

nen caras de un politopo EF es finito.

En los restantes apartados de este trabajo
se describen adaptaciones particulares de
este procedimiento general a los problemas
de localizacidn de plantas con restricciones
de capacidad, y a los problemas de particio-

namiento de conjuntos.

2. CONSIDERACIONES SOBRE LA FORMULACION DE
LOS PROBLEMAS DE LOCALIZACION CON RESTRIC-
CIONES DE CAPACIDAD.

Este estudio computacional es el resultado
de una combinacién de hechos tedricos y em=-
piricos sobre los problemas de localizacién
de restricciones de capacidad. Entre los he-
chos empiricos debemos mencionar la potencia
de las formulaciones desagregadas de los pro
blemas de localizacién de plantas, como por
ejemplo, las gque incluyen restricciones de-
sagregadas de la forma

< b.v., Vi e I, Vi e J (12)

donde las y. son las variables de decisién
0-1 asociadas con las plantas, J={1,...,m},
es el conjunto de los emplazamientos poten-
ciales para las plantas, y xij son las va-
riables asociadas con los suministros al --
centro i desde la planta j, siendo -~-----
I = {1,2,...,m} , el conjunto de los cen-
tros cuyas demandas di han de ser satisfe-
chas, y bj, jeJd, las capacidades de las
plantas. En un trabajo pionero, Spielberg,
/26/, planteé la importancia de tales res-
tricciones y posteriormente,Schrage, /24/,
experimentd ampliamente los efectos computa
cionales de la adicidén de las restricciones
(12) . Geoffrion y McBride, /8/, han explica
do teSricamente porque estas restricciones
son computacionalmente eficientes, al demos
trar que son caras de la envolvente convexa
del problema de localizacién de plantas --

con restricciones de capacidad.

Sin embargo, desde la perspectiva de la pro-
gramacifén lineal resolver problemas de loca-
lizacidn de plantas con restricciones de ca-
pacidad, incluyendo restricciones (12) en la
formulacién del problema como problema de --
programacidn lineal, tiene un elevado coste
tanto por lo que al esfuerzo de formulacién
se refiere como al computacional dado el in-
cremento de las dimensiones del problema, --
esfuerzo que puede anular las otras ventajas
en caso de no disponer de un cédigo de pro-
gramacién lineal modificado, capaz de tratar
implicitamente este tipo de restricciones,
como un caso especial de acotacidn superior
generalizada, (Schrage,'/24/, /25/) .

Otro hecho empfirico a tener en cuenta es la
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experiencia positiva de incluir ademds res-

tricciones agregadas del tipo:

) bj y; 2 d
jed
donde d = 2 di es la demanda agregada, -
iel

en la formulacidén del problema de localiza
cibn de plantas con restricciones de capaci
dad, como problema de programacidn entera
mixta. kxperiencia computacional sobre este
necho reportan Guignard y Spielberg, /17/,
y Van Roy /27/, en un contexto algoritmico
diferente, demostrando que las restriccio-
nes (13) ayudan a calcular planos de Ben-
ders mas potentes en el procedimiento de

"cross-decomposition".

En el trabajo referenciado, Guignard y Spi-
elberg también recomiendan la adicidn de
restricciones "l&6gicas", o cortes, de la ~--
forma:

Eysz, S

n
[

(14)
jeS

pero no resuelven el problema de como cons-
truir sistematicamente las mejores de tales
restricciones l8gicas, es decir, como iden-
tificar el mejor subconjunto S y calcular

la correspondiente cota inferior L.

Teniendo en cuenta todas estas consideracio
nes, intentaﬁos estudiar el comportamiento

computacional de los problemas de localiza-
cidn de plantas con restricciones de capaci
dad, formuladas como problemas de programa-
cidn entera mixta, cuando no se incluye res
tricciones desagregadas (12) dado que sélo

se dispone de un c6digo normal de programa-
cidn lineal (el XMP de Roy Marsten en nues-
tro caso), pero basidndonos en la teoria ge-
neral desarrollada en el apartado 1., pode-
mos disefiar un procedimiento automitico pa-

ra generar restricciones (14).

3. GENERACION AUTOMATICA DE RESTRICCIONES
PARA_PROBLEMAS DE_LOCALIZACION DE _PLANTAS
CON _RESTRICCIONES DE CAPACIDAD.

Cuando en la formulacidn de problemas de lo
calizacidn con restricciones de capacidad
como problemas de programacifn entera mixta,

se incluye el problema de Knapsack surrogado

3 bj ' > 4, yje{O,l} , Vied (15)
JjeJ

y el politopo de knapsack asociado

K=conv{yeRm] ¥ bj y; =z d, yje{o,l ¢ Yied}
Jed (16)

si P es el politopo asociado con el problema
de localizacidn con restricciones de capaci-
dad, entonces Padberg, Van Roy y Wolsey,/22/,
demuestran que se verifica la siguiente pro-

posicidn:
Proposicién 3.1

Toda desigualdad valida para K es una de-
sigualdad v&lida para P.

(Que eventualmente si se verifican algu-
nas condiciones adicionales, tal como se
especifican en la referencia anterior,

puede ser una cara de P).

Es bien sabido que el ccncepto de desigual-
dad de recubrimiento para los problemas de
knapsack, (Balas, /1/), proporciona un pro
cedimiento para calcular desigualdades v&li
das, y caras, para el politopo de knapsack
K. Asi pues, cuando en la formulacién de un
problema de localizacidén de plantas con res
tricciones de capacidad se incluye una res-
triccidn surrogada de tipo knapsack como
(15), el procedimiento para calcular desi-
gualdades vdlidas a partir de los recubri-
mientos minimales proporciona un método sis-
temdtico para generar restricciones légicas
de la forma

. .ozom (17
.ES Ty ¥y F T )
je

que incluyen la familia de restricciones --
(14) como un caso particular, dado que en -
ciertas situaciones se pueden generar res-
tricciones (17) con coeficientes ﬂj > 1 que,
consecuentemente, son mds potentes que las
restricciones (14).

Este método da respuesta a la primera de las
preguntas planteadas al final del apartado 2.
La’ segunda, la de identificar la mejor de ta
les desigualdades, fue resuelta por Padberg

al demostrar que la mejor de las desigualda-
des de recubrimiento minimales era la mas --

violada por la solucién y de la relajacidn
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lineal del problema.

Sea y la solucién de la relajacién lineal -
de la restriccién surrogada de tipo knapsack
(15), entonces, Growder, Johnson y Padberg,

/17/, demuestran la siguiente proposicidn:
Proposicidn 3.2

Sea (z,s) una solucidn Sptima del proble

ma de knapsack

z=MIN {§ vy, 54 Y b, s, >

Y b. -4,
ied jed i

jed J

sje{O,l}, Yied}

donde S ¢ J es el soporte de s. Entonces:

Si z<1l 1la desigualdad valida
Yoy. 21 (18)
jeS J

para K (y por lo tanto para P) es viola~
da por ;.

Sin embargo, en caso de que exista una desi
gualdad del tipo (18), serd una faceta del

politopo K® definido por

K° = Kn{yeRm]yj = 0,VY3 e s} (19)
faceta que puede potenciarse, es decir proyec
tarse en el espacio de m dimensiones, para
Obtener una faceta de K, mediante el denomina
do procedimiento de "lifting", /7/, basado

en los teoremas de lifting, /19/, demostra-
dos en Padberg, /20/, y Balas y Zemel, /5/,

Cuyo esquema algoritmico es el siguiente:

Procedimiento secuencial de Lifting:

Hacer n, =1, VjeS

Je = (5] -1
o]

Paso iterativo
Para k € I\S
Calcular:

z, = MAX § s_7.
k .
jeS

} b.s.< ¥ b.-d-b , s.c{0,1},Vjes
jeS 33 jed J k ]
Definir

Tk = fo T %

S = su{k}

Repetir hasta que J\S=g

Entonces definir:

T, = 2 m., = fo
jeg
la desigualdad
Vom.y. om (20)
jed j73] o

es la faceta de K mds violada por la solucidén
en curso y de la relajacién lineal, y como

es una desigualdad vilida para P (que even-
tualmente puede ser una faceta de P), elinina

dicha solucién.

La experiencia computacional que este traba-
jo presenta, estd basada en el enfoque algo-
ritmico descrito en el apartado 1., cuyo dia
grama de flujo gqueda representado en la Fig.
1, que esencialmente consiste en, dada wuna
formulacién del problema de localizacidn de
plantas con restricciones de capacidad, co-
mo problema de programacidn entera mixta,
incluyendo restricciones surrogadas de tipo
knapsack como (15), se calculan, a partir

de las soluciones a las relajaciones linea-
les, tantas restricciones (20) como sea po-
sible y se afiaden a la formulacifén del pro-
blema.

Cuando ya no sea posible afiadir m&s restric-—
ciones (20) y no se haya llegado a una solu-
cidn entera, se continua mediante un proce-—
dimiento de branch and bound. En nuestras -
experiencias, como utilizdbamos el XMP, hi-
cimos uso de la heuristica de "pivot and --
complement" de Balas y Martin, /3/, para ge-

nerar una cota superior inicial.
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4. FORMULACION DEL PROBLEMA,

La formulacidén del problema empleada en las
experiencias computacionales que reportamos
en este trabajo, ha sido la siguiente:

z = MIN § z cijxij + 2 f.yv.

ieI jeJd jeJ 373
sz Xiy = Lo Vier (21)
jZJ Yy = K
jZJ byy > d, d= iZJ 4, (23)
jbp di%ag T Py¥ye wyed o 20)

0 = x,.51,

i ieX, Yjed (25

v4el0, 11, Vieg (26)
donde, como de costumbre, ¢;; son los costes
de transporte desde la planta j hasta el cen
tro i, y f. son los costes fijos de la deci-
$ién de abrir una planta en la ubicacidén po-
tencial j. El conjunto de restricciones (21)
asegura que la demanda de todos los centros
serd satisfecha, la restriccidn (22) limita
el nimero de plantas a -abrir a un maximo de
K, y la restriccién (23) es del tipo de res-
tricciones de knapsack surrogadas que hemos
discutido antes. El conjunto de restriccio-
nes (24) evita el intento de aprovisionar un
centro desde una planta gue no ha sido abier
ta (yj=0 = xij=0, VieI), vy no permite que el
aprovisionamiento desde una planta supere la
capacidad de la misma cuando &sta esta abier
ta. Estas restricciones pueden interpretarse
COomo una agregacidn de restricciones de tipo
(12), que conduce a una relajacidn lineal --
mds débil pero que requiere un menor esfuer-
z0 computacional, como hemos comentado en el
apartado 2., cuando no se dispone de un c6di

go para programacidén lineal modificado.

Las restricciones (26) se sustituyen por

Vi ed (27)
para obtener la relajacién lineal ordinaria,
en cuyo caso las restricciones (25) y (27)
pueden ser tratadas como restricciones ordi-

narias de acotacidn superior de variables.

Después de cada solucién de la relajacién 1i

neal, la restriccidn (23) genera una restric

cién de la forma

seglin el procedimiento descrito en el apar-
tado 3.

Una alternativa que también se puede estu-
diar con esta formulacién es la de los pro-
blemas enteros puros de localizacién de --
plantas con restricciones de capacidad, que
corresponde al caso en gue cada centro ha
de ser aprovisionado solo desde una planta.
Este problema se obtiene sustituyendo las

restricciones (25) por
x; €10, 14, VieI, Vjed (28)

En este caso las restricciones (24) son tam
bién restricciones de tipo knapsack y pue-
den generar restricciones adicionales de la
forma

Y omooxL s bl oy, , jed (29)
ier + I 2 )

. * . )
siendo J el conjunto de plantas abiertas,
de la misma forma que se generan las restric

ciones (20) a partir de (23).

5. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL.

Se han resuelto seis series de problemas de
dimensiones y caracteristicas diferentes, y
los resultados se exponen en las tablas 1 a
6. Todos ellos fueron generados utilizando
un generador de problemas test de las si-
guientes caracteristicas. Dados los parame-
tros DMIN, valor minimo de la demanda, DPROM,
valor medio aproximado de las demandas, CMIN,
minimo coste de transporte, CPROM, valor me-
dio aproximado de los costes de transporte,
y DCOEF, relacidn media entre las capacida-
des de las K plantas y la demanda total d,
los datos del problema se generan de la ma-
nera siguiente: el nlmero limite de plantas
a abrir, K, se genera en el intervalo ----
[0.1n, n] , siendo n el nfmero de centros de
finidos por el usuario; las demandas di se
generan suponiéndolas uniformemente distri-
buidas en un intervalo centrado en DPROM --
que tiene DMIN comoc limite inferior; una vez
se han generado las deﬁandas, se calcula --
BPROM, capacidad media de las plantas, como
(DEMANDA TOTAL) / (DCOEF *K), y entonces se -
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generan las capacidades bj suponiendo que
estdn uniformemente distribuidas en el in-
tervalo [BMIN, 2" BPROM-BMINJ, fijando BMIN
al valor de DMIN. Los costes de transporte
se generan suponiendo que responden a la

estructura definida por

cij = aij + rij di

con dos componentes, a componente f£ijo

ij
que depende de la planta, determinada alea-
toriamente, y una segunda componente rij di

proporcional a la demanda. Los costes fijos
fj se pueden calcular de dos maneras, bien
como directamente proporcionales a las ca-
pacidades o como proporcionales a las capa-
cidades mas una componente aleatoria, pero
en cualquier caso, suponiendo una cierta

relacidn de proporcionalidad con los costes

de transporte.

Los resultados computacionales de cada se-
rie de experiencias se recogen en la tabla
correspondiente, y son los siguientes: la
primera columna de cada tabla identifica -
el problema y la sequnda el estado final --
del problema. El estado a significa que pa-
ra dicho problema la técnica de identifica-
cibn de restricciones ha obtenido un resul-
tado satisfactorio y ha reducido significa-
tivamente el esfuerzo de cilculo requerido
para resolver el problema, mientras que el
estado b lo fepresenta la situacién contra-
ria, para esta clase de problemas la t&cni-
ca de identificacidén de restricciones no
s6lo no ha tenido éxito, sino que de hecho
ha incrementado la cantidad de cilculos ne-
cesarios para resolver el problema. Algunos
problemas no tienen definido el estado, son
problemas a los que no se puede aplicar es-
ta técnica porque no es posible calcular --
planos secantes para los mismos. La tercera
y cuarta columnas dan informacidn sobre 1la
estructura del problema, contienen respecti
vamente, los ratiocs entre la demanda total,
la capacidad total .2 bi ofrecida por las
plantas y entre losjzgstes fijos f. y los
costes totales de transporte iEIcij
cada planta. Las columnas cinc; y seis in-

para

forman sobre el esfuerzo computacional re-

querido para resolver el problema utilizan-
do un c6digo branch and bound estandar, sin
utilizar planos secantes. La columna cinco

indica el nfmero de nodos explorados y la

columna seis el niimero total de transforma-
ciones pivotales del simplex. La columna sie
te proporciona mds informacibén sobre las ca-
racteristicas del problema, los valores de

esta columna representan el salto de discon-
tinuidad (gap):

(valor 6ptimo entero-valor 6ptimo continuo)x
x 100/valor 6ptimo continuo

Tal como dijimos anteriormente, la estrate-
gia seguida ha sido la de calcular el mayor
nimero de planos secantes posibles antes de
proceder al branch and bound. La columna --
ocho proporciona el nimero de planos secan-
tes calculados para cada problema. Las colum
nas nueve y diez informan sobre el esfuerzo
computacional requerido para resolver el pro
blema por el procedimiento estandar de
branch and bound, después de afiadir los pla-
nos secantes. La columna nueve da el nidmero
total de transformaciones pivotales del sim-
plex, incluyendo las requeridas para resta-
blecer la posibilidad primal después de 1la
adicidén de los planos secantes. La Gltima -
columna contiene una estimacidn del porcen-
taje de la reduccidén del salto de disconti-
nuidad como consecuencia de los planos se-

cantes afiadidos.

Los problemas de las tablas 1, 2 y 3 son
de dimensidn 20x10, es decir 20 centros vy
10 plantas. La tabla 1 contiene 15 proble-
mas generados con la hipbdtesis de que los
costes fijos fj eran proporcionales a las
capacidades b., mientras que los problemas
de las tablas 2 y 3 suponen que los costes
fj, son proporcionales a las capacidades bj
mds una componente aleatoria, todos ellos
fueron generados utilizando la misma simien
te para el generador de nimeros aleatorios
que la usada en los problemas 1.3 a 1.13 de
la tabla 1. En la tabla 3 se supuso ademis

que las relaciones entre f, y 2 c
iel

.. eran
1]
variables.

La tabla 4 incluye 18 problemas de dimensio-
nes 30x15, los problemas 4.1 a 4.9 fueron ge
nerados con las mismas hipdtesis que los de
la tabla 1, y los 4.10 a 4.18 con los crite
rios de las tablas 2 y 3, que a su vez fue-
ron los utilizados en los 14 problemas de
dimensiones 40x20 de la tabla 5 y en los 12
problemas de dimensiones 40x30 de la tabla

6, que incluye ademds, un problema comple-
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mentario de dimensiones 50x25.

Todas las experiencias fueron realizadas en
un VAX 785 utilizando el cddigo XMP de Roy
Marsten, con la heuristica de "pivot and

complement” para obtener soluciones posibles

iniciales.

6, CONCLUS IONES.

Como hemos indicado anteriormente, los pro-

blemas sefialados con una a son aquellos

de
restricciones tuvo éxito. Comparando las co

para los que la técnica de generacidn

lumnas cinco y nueve, y seis y siete, pode-
mos apreciar la reduccidn en el coste compu
tacional. Por ejemplo, para el problema 1.1
fué necesario explorar 48 nodos y realizar
1130 transformaciones pivotales de la ta-
bla del simplex para resolverlo directamen-
te que, tras la adicidén de uno de los pla-
nos secantes propuestos quedaran reducidos

a 16 nodos y 199 transformaciones pivotales.
El problema 5.7 representa uno de 1los casos
mis espectaculares ya que, en el intento de
resolverlo directamente, no se obtuvo ningu
na solucidn posible después de explorar 362
nodos y realizar mids de 10.000 transforma-
ciones pivotales, y tras afiadir cuatro pla-
nos secantes se obtuvo la solucidn Sptima
explorando 117 nodos y realizando 3329 trans

formaciones pivotales.

Dentro de las clases a y b existen dos sub-
clases, identificadas respectivamente por a%
y b. en las tablas. Los problemas cuyo esta
do final es a* son aguellos para los cuales

a pesar de haber sido fructifera la aplica-

cidn de la técnica de generacién de restric
ciones, los resultados hubiesen sido mejores
Si en lugar de generar directamente el ma-
yor nlimero de planos secantes posible, se -
hubiese parado antes el proceso de genera-

cidn. Por ejemplo, el problema 2.7 necesitd
66 nodos y 1188 pivots para ser resuelto di
rectamente y 43 nodos y 362 pivots para ser
resuelto después de afiadir 5 planos secan-

tes,

pero si el proceso de generacidén de pla

nos se hubiese detenido después de afiadir

el tercero, entonces la resolucidn del pro-

blema hubiese requerido Gnicamente la explo-
racidén de 19 nodos y la realizacidn de 263
pivots, es decir un resultado todavia mejor

que el primero.

La subclase b. tiene un comportamiento ané&-
logo. El problema 6.9, por ejemplo, que es

el que presenta los pecres resultados, ne-

cesitd 241 nodos y 7341 pivots para ser re-
suelto directamente, nimeros que se incre-

mentaron a 357 nodos y 10049 pivots después
de afiadir 8 planos, sin embargo si se hubie
sen afiadido los planos uno a uno, hubi&semos
visto que tras la adicidn del primer plano
secante se hubieran necesitado solo 160 no-
dos y 5140 pivots, y que el segundo y ter-

cer plano proporcionaban resultados simila-
res, mientras que a partir del tercer plano
de

los resultados que terminaba después del oc

se iniciaba un proceso de empeoramiento

tavo plano secante con los resultados refe-

ridos.

La tabla siguiente resume los resultados de
los 80 problemas presentados en las tablas
1l a 6:

Tabla Numero total de
EIEEE‘-\\ 1 2 3 4 5 6 problemas en la clase
a 5 5 712 41
b. 3 1 12
b 2 4 14
sin planos

secantes 6 0 1 6 0 0 13
15 10 10 18 14 12 80
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A primera vista resulta que la té&cnica de
generacién de restricciones, ha proporciona

do buenos resultados en aproximadamemte el

cincuenta por ciento de los casos (41 de 80),

pero es obvio gue este nilimero se puede incre
mentar si se dispone de una regla de deci-
sidn para parar el proceso de generacién --
cuando empieza el empeoramiento, y si se --
puede identificar a priori cuando un proble
ma pertenece a la clase b, para no aplicar

la té&cnica.

En un intento de obtener tal regla de deci-
sidn se han resuelto nuevamente los proble-
mas de las clases a* y b. afiadiendo los --
planos uno a uno en vez de afiadirlos todos
de una vez. El comportamiento mostrado en
todos los casos analizados fué el siguiente:
los primeros planos secantes, los dJue pro-
porcionan una mejora real, suelen producir
una gran disminucidn del salto de disconti-
nuidad, mientras que los siguientes propor-
cionaban una reduccidén significativamente -
menor. Consecuentemente, comparando las re-
ducciones del salto de discontinuidad que -
se producen cada vez que se afiade un nuevo
plano, con las reducciones anteriores se —-
puede decidir si continuar o no afiadiendo
planos y, por lo tanto, evitando las situa-
ciones b. y ax.

En un intento de responder a la pregunta de
si era posible o no, identificar a priori
los problemas pertenecientes a la clase b,
hemos realizado un anédlisis de las agrupa-
ciones (cluster analysis) en el espacio de
las componentes principales. El andlisis se
ha realizado utilizando para cada problema
la informacidn a priori representada por los
valores de las cinco variables siguientes:
ratio R1 = § di/.z bj (valores de la co-
je

iel

lumna 3 en las tablas 1 a 6), ratio medio

R2 = £./ Y ¢
T iex

las tablas 1 a 6), RSIZ= Nimero de centros

Nimero de plantas, IND=(ZHEU—ZLP).100/ZLP,

donde ZHEU es el valor de la funcidn obje-

i3 (valores de la columna 4 de

tivo para la heuristica de "pivot and comple
ment", y 2L P es el valor Sptimo de la rela
jacidn lineal. IND puede interpretarse como
la estimacidn de una cota superior del salto
de discontinuidad dual (duality gap). La dl-
tima variable utilizada en el andlisis fué
GR=(CUT-ZLP) .100/ZLP, donde ZCUT es el va-
lor 6ptimo de la relajacién lineal después

del primer plano secante.

La figura 2 representa gr&ficamente los re-
sultados del andlisis en el plano determina
do por las dos primeras componentes princi-
pales, que explicaban un 65.66% de la va-
riancia total. Aparecen en ella cuatro cla-
ses significativas. La clase 1 reune los
problemas que pueden considerarse como "out-
layers", mientras que la clase 2 incluye --
con toda evidencia los problemas con altos
valores dg R2 e IND, es decir, problemas --

con valores grandes del ratio fj/ 2 c y

ieI
que, al mismo tiempo tienen un gran salto

ij’

de discontinuidad. La clase 4 estd determi-
nada por los valores del parametro R1, rela
cibn entre la demanda total y la capacidad
total, y la clase 3 est& definida fundamen-
talmente por el ratio Nimero de centros/Ni-
mero de plantas. Sin embargo los problemas
de tipo b aparecen en todas las clases y la
Gnica conclusién parcial que se puede ex-
traer, dada la reducida dimensién de 1la
muestra, es que los problemas de tipo b apa
recen con mayor frecuencia en la clase (¢,
por lo cual aquellos problemas con ratios
Rl mayores que la media y ratios R2 menores
que la media y un salto de discontinuidad
pequefio, tienden a comportarse como los de

tipo b con mas frecuencia que los otros.

Como consecuencia podemos decir gque se re-
quiere mds experiencia computacional para
extraer conclusiones definitivas, pero en
cualquier caso es evidente que la té&cnica
de generacién de restricciones proporciona
buenos resultados en un significativo nime-
ro de casos: 53 sobre 67 (dado que para los
13 restantes la técnica no fue aplicable al
no poderse calcular planos secantes para -
ellos), teniendo en cuenta, como hemos co-
mo hemos comentado antes, que los problemas
b, se comportan como problemas a si se inclu
ve en el procedimiento la regla de decisién
descrita. La experiencia computacional adi-
cional deberfa incluir también formulacio-
nes alternativas que conduzcan a otras fa-
milias de desigualdades v&lidas y caras, co
mo las derivadas de las configuraciones --
(1-k) .
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Puntos multiples: punto representado / punto oculto

4.8
1.15
4.7
4.13
4.4
5.3
4.6
3.7
2.1
4.12
1.6
6.1

L. EXPERIENCIAS CON PROBLEMAS DE PARTICIO-
NAMIENTO.

Las experiencias computacionales de los qgue
damos cuenta de este trabajo, tienen como

punto de partida los resultados tedricos es
tablecidos por Balas, /2/ y Balas y Padberg

/4/, que resumimos a continuacién.

El problema de particionamiento se puede --
plantear de la forma siguiente:

MIN{cx|Ax=e, Vjen} (30)

xje{o,l},
donde las filas de la matriz A estin asocia-
das a los elementos del conjunto finito —---

M={l,...,m},‘y cada columna aj de A con un

subconjunto Mng, de una familia Fec@ (M) de

subconjuntos de M, indexada por N={1,...,n},
de manera que aij=l si el i-&simo elemento

de M pertenece al subconjunto M, y a.j=0 en

caso contrario, vy e es un vector de compo

nentes unidad.El problema (30) es pues el -

de encontrar una particidén de M de peso mi-

nimo, siendo cj el peso asociado al subcon-

junto Mj'

Esta formulacidn corresponde a una gran va-
riedad de problemas de scheduling que res-

ponden al planteamiento siguiente:

Dados: (1) un conjunto finito M.
(2) un conjunto de restricciones que
define una familia F de subcon-
juntos de M.
(3) un coste asociado a cada mienbro
de F.

..
WL WH R
-

(< Nl VLR S RV RV NV, |

.

Encontrar una coleccidn de miembros de F,
de coste minimo, que constituya una particién
de M.

Al problema (30) de particionamiento se le
asocia el politopo de particionamiento defi
nido por:

P=conv{xeRnle=e xje{O,l}, VieN} (31)

cuyo conjunto de vertices viene dado por:
n
vert P = Pn{0,1} (32)

La relajacidén lineal del problema de parti-

cionamiento (30) es

LP ={xeRn|Ax = e, X 2 0} (33)
Un problema estrechamente relacionado con
el problema de particionamiento es el de
set packing (Padberg, /18/, /19/), formula-

do como:

MAX{cx|Ax<e, Vien} (34)

x.e{0,1},
J

correspondiente, en el planteamiento ante-
rior, al caso en que en vez de una parti-
cidén de peso minimo, lo que nos interesa es
una coleccién de subconjuntos de M, de peso
miximo, tal que todo elemento de M estéd con
tenido como miximo en un subconjunto Mj de
la coleccidn.

El politopo de set packing correspondiente
estd definido por: )

§=conv{xeRn[Axse, xje{O,l}, Vien} (35)
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A la matriz A de incidencia de los proble-
mas de particionamiento y de set packing, -

se le puede asociar un grafo G denominado

A,
grafo de interseccidn de A, de la manera si
suiente: se trata de un grafo que tiene un
nodo j por cada columna a. de A v una aris-

ta (i,j) por cada par de nodos a, ., aj, ta-
les que a; . aj = 0.

Un primer resultado tedrico es el estable-
cido por Padberg en /18/, donde demuestra

que una desigualdad de la forma

X, <1 (36)
J

jev
es una desigualdad vdlida para el politopo

de set packing definido por A, es decir, es
satisfecha por todo vector xeP, si y solo

si, V es el conjunto de nodos de un subgra-
fo completo de GA' Yy es una cara de P, si Yy
s6lo si V es el conjunto de nodos de un cli

que (subgrafo completo maximal) de GA'

A partir de la matriz A podemos definir los
siguientes subconjuntos de filas (subconjun
tos de M) y de columnas de A (subconjuntos
de N):

Mk={ieM|aik=l (filas en las que la columna

k tiene un 1) VYkeN (37)

b71k=M\Mk (filas en las que la columna k
tiene un 0)

Ni={keN[aik=l}(columnas en las que la fila i

tiene un 1) VieM (38)

Ni=N\Ni (columnas en las que la fila i

tiene un 0)
an{jeNi|aj.ak=0} , ieMk, keN (39)

conjunto de indices de las columnas a. orto-
gonales a ay tales que fij = 1. Puesto que
aj, = 0, dado que i ¢ Mk’ X, = 1 implica
que al menos una de las variables Xj’ jeNi

k
debe ser igual a 1.

Dos clases de desigualdades no homogéneas -
gue conducen a interesantes interpretaciones
tedricas en los grafos asociados, son las

definidas en la proposicidn siguiente:

Proposicién 7.1:

Para alglin keN e ieM sea Q<_-‘Ni

k' k*
Entonces xeLP satisface cualquiera de
las desigualdades siguientes, si y solo

si, las satisface todas:

X - 7 x.<0 (40)
k . ]
JjeQ
X, + xjsl (41)
jeNi\Q

Y X. + )} x.21, heM
jeNNTk}  jeg T k

(la demostracién se puede encontrar en la -
referencia, Balas /2/). Se puede demostrar
que la proposicidn continua siendo cierta si
la condicidn "xeLP" se sustituye por la "x
tal que Ax=e", y que la desigualdad (41) ti-
po set packing y la (42) de recubrimiento --
son equivalentes a (40) Gnicamente con res-
pecto a los puntos xeR" tales que Ax = e, -
sin embargo, las desigualdades (41) de set
packing no son, en general, vilidas para el
politopo de set packing P asociado al poli-
topo de particionamiento P, tal como estable

ce la proposicién:

Proposicibén 7.2:
La desigualdad

X + 1

X.=<
k jeNQ J

es violada por alglin xeP\P si y solo si
Q # Nik

Desde el punto de vista prictico de los algo
ritmos enumerativos, toda solucidén del pro-

blema de set packing proporciona una solucién
parcial del problema de particionamiento aso-
ciado, por lo cual el resultado que establece
la proposicién anterior tiene interés en lo

que respecta a la eliminacién de soluciones
parciales.

Diremos que un conjunto QENik es minimal si
no se puede suprimir ningfin elemento de Q sin

invalidar la correspondiente desigualdad v&-
lida (40).

Corolario 7.1: Sea keN si los conjuntos
QiENik’ ieﬁk son minimales, entonces la
desigualdad (41) elimina todas las solu-
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ciones parciales de la forma xk=xn=l, con

ak. a, = 0

factible.

que no tienen una completacidn

lo cual sugiere gue las desigualdades (41) -
pueden utilizarse como refuerzo de los tests
de ortogonalidad en la enumeracién implicita
(Barceld, /6/). Las desigualdades (41) tienen
una interesante interpretacién en términos -

del grafo de interseccidén de la matriz A.

Todas las desigualdades (41) para las que
{k}v{N\Q} es el conjunto de nodos de un cli-
que de GA, son satisfechas por todo xeP vy
por la proposicidn 7.2 son precisamente ague
llas para las que Q=Nik‘ Las restantes desi-
gualdades de este tipo, para las que Q#Nik,
no tienen interpretacidn en G,, lo cual su-
giere su interpretacién en un supergrafo de
Gpr el denominado grafo de interseccién fuer-
te de la matriz A, denotado por G(A), defini-

do como un grafo que tiene un nodo j por ca-
da columna aj de A, jeN y una arista por
cada par i, JeN y una arista por cada par
i, JeN tal que no existe un vector Xe{O,l}n
que satisfaga Ax=e, con X =%, = 1. Obviamen-
te GA es un subgrafo de G(a).

Las desigualdades (40), (41) pueden interpre-

tarse en el grafo de interseccidn fuerte

,G(A) de la manera siguiente:

Proposicién 7. 3:

(1) La desigualdad

Y ox.<1 (43)
jeVvV J

es satisfecha por todo xeP si y solo

si V es el conjunto de nodos de un
subgrafo completo de G(A).

(2) Supongamos que para cada jeV existe
un XeP tal que xj=l, y que (43) es
satisfecha por todo x€P. Entonces la
desigualdad (43) es maximal si y so-
lo si V es el conjunto de nodos de

un clique de G(a).

(La demostracién de esta proporcidn se en-
Cuentra, como las anteriores, en la referen
cia: Balas, /2/).

A partir del conjunto de proposiciones ted-

ricas que acabamos de resumir, nuestro tra-

bajo se centrd en el estudio de la posibili
dad de utilizarlas computacionalmente, posi
bilidad acrecentada por el hecho de gue, se
gln las estructuras de datos gue se utili-
cen para almacenar en forma compacta los
elementos de la matriz A, (Greenberg, /12/)
napitualmente de poca densidad para los pro
nlemas reales de particionamiento, se puede
daisponer directamente de los conjuntos Mk’
Mk’ Ni Y Ni' sin ninglin esfuerzo computacio
nal extra y, de una forma directa se pueden

obtener los conjuntos Ni cuando se necesi-

tan. Consecuentemente nuzstro esfuerzo se
dirigid, seglin las ideas expuestas al prin-
cipio del articulo, en la direccidén de, da-
da una solucién x de la relajacidén lineal
(33) del problema de particionamiento (31),
encontrar una desigualdad vilida para P de
la forma (30) o (31) violada por ;, para
de acuerdo con el método de identificacién
de restricciones, afiadirse a la formulacidn
de (30) y reoptimizar. £s importante resal-
tar que las restricciones de la forma (31)
mantienen la estructura del problema y pue-
den ser utilizadas también en combinacién

con algoritmos enumerativos.

El procedimiento desarrollado es el si-
guiente:

a) Sea SlcN el conjunto de variables no en
teras de la solucién x a la relajacién
lineal (33), y 52 el de las variables

cuyo valor es 1, es decir:

Dada MIN{cx|Ax = e, x20}

jeR

.
131 3

la tabla 6ptima del simplex, entonces

Sl={ieN|O<yio<l} (44)
y
SZ={ieN[yio=l} (45)

b) Elegir una variable X, keS|,

criterio: xk=MAX{yio} (46)
lESl

en caso de empate elegir aquella con
mayor |Mk|‘

¢) Definir ﬂk=M\Mk (filas en las que la co

lumna k tiene elementos nulos).
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d) Elegir un elemento ieM, (fila).

k

dl) Si Sz=¢ entonces elegir ieM, tal que

k
IN; | sea maximo.

d2) Si SZ=¢ sea stz, entonces xk+x2>l.

Elegir i tal que

i M, nM 47

ieMy nM, (47)

e) Definir N, = {jeN{aij=l} , columnas en
las que la fila i tiene elementos no nu-

los.

f) Definir Nik={]eNi|aj.ak=0} , columnas de

N ortogonales a k.

g) Elegir QgNi
Si 5,70

k

gl) N, =p==0=g

Afadir la restriccidn X, + y ox.<1
jeNi

92) Ny A8, Ny =) [N L el 1aj|ﬁn, #s,

hacer Q={j} JAS,

afiadir x + Y x.<1
jeNi%Q

g3) Nik#ﬂ,]Nik|> 1

hacer Q=Nik

afiadir x,  + ¥ xjsl

JeNNQ

Si SZ:¢ hacer Q=Nik Yy proceder como en -~
(g3), si la restriccidn no es violada por

%X elegir otra i u otra k.

El procedimiento propuesto establece una --
heuristica que genera de una manera sistemd
tica desigualdades vélidas para P, violadas
por la solucidn continua en curso %, que

eventualmente son caras de P.

La justificacién del procedimiento se puede

establecer de la forma siguiente:

En general el conjunto SlcN de variables no
enteras de la solucibn x a la relajacidn 1i
neal (33) permite determinar al menos un --
subgrafo completo de G(A), ya que §i x.eSl

1

y xj tiene un 1 en la fila i, de a X =1

se deduce que JkeN: X €S, que también tie-
ne un 1 en la fila i por 1lo que aiak#O.

El criterio (46) de seleccién de la varia-

ble Xy identifica una variable X, en un
mayor le| » por lo que, si S#@, la fila i
que satisface el criterio (47) tendrd en ge
neral, el mayor nlmero de columnas no orto-
gonales a k y posiblemente, ortogonales a 1,
puesto que aj.a;=0, Viesl v Vlesz, por lo
gue pertenecerén a Sl y entonces

X+ ¥ xjsl

n
jeNi\Q

quedard violada por x, puesto que, en gene-
ral, en estas condiciones Nik serd de dimen
sién minima, al haber muchas columnas de Ni

no ortogonales a a .

8. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL.

Hasta el momento la heuristica propuesta se
ha probado en un reducido nfimero de casos,
cuyos resultados han sido lo suficientemente
prometedores como para continuar. Citamos a
continuacién, a falta de un mayor nilimero de
experiencias que permitan una completa sis-
tematizacidn de los resultados, algunos de

los ejemplos m8s relevantes.
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Problema 1
Columna 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
< 5 43 2 2 3 1 1 1 o
L 1 0 0 © 0 1 1 0 1 0
2 1 1 0 o0 0 0 0 0 0 1
Fila 3 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
4 0 1 11 0 0 1 G 0 0
5 0 0 11 1 1 0 1 1 0
La solucidn de la relajacidn lineal (33) es: x7+x3+x4+x6+x8+x9sl (48)

x4=l/3, x7=2/3, x8:1/3, x9=l/3, XlO=l

X, =X, =X =x5=x6=0

172773
Sl={4l71819}1 Sz={10}

por lo que, segln (46), k=7, la variable ele
gida es x7, luego

M,={2,5}, g=10, M, ,=(1,3,4,5} y o) o={S}
Y por lo tanto, i=5,
Ng = {3,4,5,6,8,9}
Q = N57 queda-

por (47),

y N57 = {5} y haciendo

Problema 2

desigualdad valida del tipo (41), que en es-
te caso satisface las condiciones de la pro-
(3,4,6,7,8,9)

clique de G(a), y es violada por Xx.

posicidén 7.1 y ademas forma un

Afiadiendo (48)

del problema y reoptimizando se obtiene

al conjunto de restricciones

XS=X7=X10=1

xl=x2=x3=x4=x6=x8=x9=0

que es la solucidn definitiva.

Columna 1 2 3 2. 67 8 9 30 11 12 13 14 15

< 5 43 2 2 231 2 2 1 ;4 1 0 9

1 1000 0 11 11 ¢ g o 11 o

2 11000 9090 090 1 ; 0 o0 o 1

Fila 3 01 1 0 0 1 1 1 o o 0 1 0o 9o o
4 © 1 119090 011 o 1 00 0 o0

5 00 1 1 1 0 21 0 ¢ 1 0.1 1 o. g
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cuya solucidn para la relajacibn lineal (33) Sl = {7,9,14}
es

s, = {4}
Rg=X1 15X 7% 37% 5= 1/2

Yy por tanto
=X.= = =X = 0 -
6 77797710 "14 K =17, M7={l,3,5}

es decir: L= 4, M4={l,4,5,6}, y M70M4={5} = i =5

Ny=12,3,6,9,13,14,15}
Sl={8,11,12,l3,15} N.=@ = Q =>0
57
S, =9

y la desigualdad es
de donde k=8 y Mg={2,5} y como ]N2|=5 y
]N5]=7 elegimos i=5 con N5={3,4,5,7,10,12,l3} Koyt X b Ko b Xt XX ) 3+ %) 44X, o<1
¥ N58={5’10} -Haciendo Q ={5,10} resulta violada por X, pero en este caso

(2,3,6,7,9,13,14,15) no es un clique de --

1354 G(A), el clique correspondiente estd defini
do por (2,3,6,7,9,12,13,14,15), sin embargo
afiadiéndola la reoptimizacidn da como resul
tado

XatX +X4+X +X +X

8 73 7 712

quer es violada por x, y nuevamente = ———-~-=

(8,3,4,7,12,13) es un clique de G(A).

La adicién de la restriccidén proporciona, X, = X =1

después de reoptimizar

FYTHRTHYTHGTHGTH TG TG T g TH ) 57K 37K 47K 5
X X X =1
11 712 714 que es la solucidn Sptima.
HYTHTHGTRY TR TH IR THG=AGTH 7K 37K 5= O
De forma similar se ha aplicado este proce-
gue es Sptima
Problema 3
Columna 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 132 14 15
15 20 15 8 918 5 10 16 10 8 4 10 6 10
1 11 1 1 1 1 0 0 0O 0 0 0 ] 0 0
2 i1 1 0 0 o0 12 1 1 0 0 0 o] 0 0
Fila 3 6 0 0 1 1 1 0 0 o 1 1 o] 0 0 o]
4 61 0 0 1 1 1 1 o 0 1 1 1 1 0
5 ¢ 1 1 6 0 1 0 0 1 0 0 0 1 1 1
€ 06 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1
gue proporciona para (33) la solucién dimiento a la resolucién de tres series de
10 problemas cada una, de dimensiones, ---
X =Xg=X,= 1/2, x,=1 10x30, 15x40 y 15x50 respectivamente, con
e _ B B _ -0 los resultados siguientes:
K TR TR R TR THG T TR 1 TH 2TF 37X 5

de donde
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Serie Nimero medio de Maximo nlmero de
planos afiadidos planos afiadidos

10x30 3 5

15x40 4 6

15x50 5 7

Para problemas de mayores dimensiones, este

planteamiento tropieza con los inconvenien-—

tes

para

tipicos de la degeneracién del simplex
problemas de particionamiento, la con

tinuacién de estas experiencias sera posi-

ble

cuando dispongamos de un cbdigo estandar

de programacién lineal mis evolucionado, ca

paz

de tratar algunos de los tipicos incon-

venientes numéricos que aparecen en estos

casos.
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