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NUEVAS TECNICAS DE ANALISIS ESTADISTICO DE DATOS:
TABULACION Y SINTESIS NUMERICAS (ANALISIS EXPLORATIVO

DE DATOS)
JOAN MANUEL BATISTA 1 FOGUET, MOISES VALLS I COLOM
UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA

Considerar por primera vez un conjunto de datos para analizarlos estadisticamente, requiere
adoptar una cierta actitud frente a la informacidn recogida, mds que someterla automatica—
mente a un congunto de téenicas de andlisis. Este articulo, es el primero de una serie que
se denomina genéricamente Andlisis Exploratorio de Datos, cuyo objetivo global es proporcio-
nar alternativas a la aproximacidn deseriptiva que la estadistica cldsica propone. Se esta-
blece a continuacién un marco adecuado para proceder a tabular y calcular resimenes numéri-
cos de datos. Proximamente, se afrontardn los problemas de la representacidn grdfica y de
las adecuadas transformaciones de los datos originales, <lustrando cada uno de los procedi-

mientos con aplicaciones a casos reales.
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1. _INTRODUCCION.

El gran niimero de datos que inicialmente se

consideran en un estudio o investigacidn, -

supone a menudo que éstos sean virtualmente
inGtiles, a menos que no puedan recogerse o

describirse de forma concisa.

La estadistica habitualmente sugiere, en pri
mer lugar, organizar estos datos en forma de
tabla, agrupdndolos segfin un nlmero razona-
ble de categorias. Esta disposicidén se cono-
ce como distribucidén de frecuencias. No -
obstante, la arbitrariedad al determinar la
amplitud de las clases, la pérdida de infor-
macidn gue se produce al substituir por in-
térvalos los valores originales, la rigidez
del método, y la necesidad ineludible de com
plementarlo con representaciones gréficas, -

cuestionan la eficiencia de sus aplicaciones.

En la actualidad, la mayor flexibilidad de -
la técnica de tabulacién en "tronco y hojas",
permite llevar a cabo aproximaciones mis sis
temdticas del tratamiento previo de los da-
tos, revelando con nitidez las caracteristi-
cas mas sobresalientes de una distribucién de
frecuencias.

Dado que solo la distribucién de probabili-
dad de la variable considerada contiene toda
la informacidn con respecto a &sta, la esta-
distica tradicional, recomienda en segundo
lugar, sintetizarla, mediante el valor de un
nimero limitado de estadistims gque determi=-
nen la tendencia central, la dispersidn y

en ocaciones su forma.

Hasta finales de los 70, la mayor parte de
los procedimientos estadisticos, Intimamente
vinculados con la hip6tesis de normalidad,
proporcionaban Sptimos resultados siempre
que este supuesto no fuese violado por los
datos a los que se aplicaban. La experiencia
sim embargo, demuestra que afin hoy, resulta
una prédctica inusual el excrutinio previo de
los datos para corroborar hipdtesis, y que
cuando este se lleva a cabo, solo excepcio-
nalmente la situacidén real se ajusta a la -
ideal esbozada por los presupuestos estable-

cidos.

Las técnicas recién desarrolladas en el con-
texto del andlisis exploratorio de datos, -

permiten descubrir patrones de comportamien-—
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to en los datos, sin presuponer modelo sub-
yacente alguno, y detectar las posibles ano-
malias o errores gue el conjunto inicial in-

cluye "casi seguramente".

En particular, en este articulo insistire-
mos en la utilizacidén de varios estadisticos
en lugar de unos pocos, poniendo especial -
énfasis en dotarlos de "robustez! respecto
de las desviaciones de los supuestos bé&si-
cos y de "resistencia", frente a la presen-
cia de valores andSmalos en el conjunto de -

datos original.

Por Gltimo comentaremos los dos tipos de es-
timadores robustos mas utilizados: Los L y

los M estimadores.

A pesar de las precauciones sugeridas en &ste,
en posteriores articulos, fomentaremos la ne
cesidad de transformar los datos originales
cuando la exploracidn previa asi lo aconseje
y el escepticismo frente a la mera descrip-
cidn numérica de las distribuciones en fa-

vor de descripciones de tipo grafico.

2_REPRESENTACION EN TRONCO Y HOJAS.

Si el nlmero de valores distintos de una --
cierta variable es considerable, tanto en

las distribuciones de frecuencias como en

las representaciones grificas clisicas, se

pierde cierta informacién al reagrupar los

datos en un reducido nGmero de intérvalos.

En cambio, en la representacidn en tronco y
hojas debida a J.W. Tukey /8/ puede aprove-
charse toda la informacidén contenida en la
variable considerada. En realidad, esta dis
posicidn de los datos supone un hibrido en-
tre tabulacidn y representacién grafica, --
sirviéndose de valores numéricos para con-

figurar un perfil que permitirad caracteri-~

zar la distribucidn de la variable como en

un histograma.

Un antecedente del método en su aspecto gra
fico fue el método del Lot-plot ideado por
Dorian Shainin /7/ para controlar la calidad
en la recepcibn de piezas en base a un per-
fil numérico que reproduce la distribucién

de frecuencias muestral.

La organizacidn de los datos que se propone

se pasa esencialmente en la idea de que to-

do nimero se puede dividir en dos partes, una
de ellas més significativa que la otra. La 1li
mitada capacidad humana de procesamiento de
la informacidn segln Miller, /6/, justifica
esta separacién.

Supongamos a titulo ilustrativo que nuestro
interés se centra en el desempleo del estado
espafiol contabilizado en diciembre de 1983,
/1/. Las tablas Tl y T2 proporcionan respec-
tivamente los datos relativos al nimero y al
porcentaje de parados de cada provincia. Si
consideramos en primer lugar los dos prime-
ros digitos de esta Gltima variable, la ci-
fra de las decenas (tronco) seréa evidentemen
te mds significativa que la de las unidades
(hojas) y por tanto cada observacién nos ven

drd representada por sdlo dos digitos.

Por ejemplo, el porcentaje de parados corres
pondiente a Baleares es del 16,6. Este valor
puede seguir uno de los dos procesos siguien
tes dependiendo de si preferimos aproximar o

truncar la observacidn

TRONCO HOJA
16,6 APROXIMACION 17 1 7
16,6 TRONCADO 6 1 6

El diagrama de los datos de la tabla T2 obte
nido por aproximacidn seri pues el de la fi-
gura F1.

Esta representacién puede, sin embargo, mejo
rarse notablemente al incrementar el nfimero

de lineas y disminuir, por tanto, la amplitud
de los intérvalos dividiendo cada tronco en
dos lineas o ramas: Una que incluyera las ho
jas del 0 al 4 (%) y la otra, las comprendi-

das entre 5y 9 (-), con lo cual se llegaria

a la representacién de la figura F2.

Se podria de nuevo aumentar el nfimero de ra-
mas subdividiendo cada tronco en 5, segln la

siguiente particidén (Figura F3):

NOMENCLATURA HOJAS
* 0;1
T ’
F ’
S H
. 8;

La codificacidn de las ramas proviene de la

terminologia anglosajona y corresponde a la
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inicial de los nimeros two, three, four,

five, six, seven.

Si aun esta representacién pareciese poco
ilustrativa, convendria plantearse la selec
cidn de una nueva unidad (hoja) que permitie
Se obtener un mayor nimero de troncos (Figu-
ra F4).

En ocasiones como la presente, los datos in-
cluyen valores excepcionalmente altos (A) o

pajos (B) que distorsionarian la brevedad re
querida en toda representacién. En estos ca-
sos, los datos anémalos deben figurar al mar
gen de la tabla junto a la unidad que conven

ga ildentificar con las hojas.(Figura F4) .

sl nlmero total de ramas mis adecuado depen-
derd evidentemente de la aplicacién especifi
ca, existiendo, sin embargo, criterios obje-
tivos para acotar el miximo NR-
El método mis conocido es quizds el que uti-
lizapan Dixon y Kronmal /2/ para definir el
nimero mdximo de clases en la tabulacién cla
sica:

Ng = [10 log,, NI (1)

donde N representa el nfimero total de datos

y el corchete la funcidn truncado.
En el ejemplo NR=[10 log10 501=£16,99]=16

Conociendo la amplitud total y el nimero m&-
ximo de ramas se puede determinar la ampli-

tud minima de estas Im

- AMPLITUD TOTAL
m N

R
En nuestro caso, omitiendo el valor 37,3
correspondiente a Sevilla por ser excesiva-
mente alto, se obtiene:

1= 26.6-7,9 _ ),

16

Por tanto, cada linea contendrd 2 valores
distintos y cada tronco 5 ramas seglin la re-
presentacidn F3. En resumen, el diagrama en
tronco y hojas es una té&cnica flexible que
ofrece tres posibles subdivisiones de la es-
cala decimal, de las que se derivan ramas de
distinta amplitud (2,5 & 10).

Cuando el nfimero de observaciones es reduci-

do, Velleman /9/ sugiere tomar como m&ximo
nimero de ramas

N = [2V/N] (2)
En el ejemplo N, = [2V50] = 14 y 1,=1,34

La propia experiencia nos ha demostrado que
en general, este segundo criterio proporcio
na representaciones mucho mis razonables --

gue el logaritmico.

Sin embargo, cuando el nimero de observacig
nes es muy elevado (superior a 1000 por ejem

plo), se podrian obtener valores de N_ exce-

R
sivamente altos, por 1o que recomendamos -
utilizar

Ny = [2¢/N] N < 1000
Np = [21 loglo N1] N 2 1000

La razén de multiplicar el logaritmo preci-
samente por 21 reside en conseguir una fun-
cidén NR continua en N=1000.
Este criterio equivale a utilizar préctica-
mente siempre (2) ya que cuando el ndmero
de observaciones es tan elevado suele ser
preferible reagrupar los datos y represen-

tarlos en histogramas.

Una vez representado el diagrama de tronco
y hojas se le podrian afiadir dos columnas
adicionales referentes a la frecuencia abso
luta de cada rama y a la localizacién. Mien
tras la frecuencia absoluta proporciona el
nimero de observaciones por linea, en la lo
calizacidn se van acumulando en direcciones
Opuestas las frecuencias absolutas hasta --
llegar a la linea que contiene la mediana u
Observacidén que divide a la muestra en dos
subconjuntos del mismo tamafio (ver figura
F5). Como se verd, esta columna facilita en

gran medida la obtencién de estadisticos.

Ademds de la "gran economia de tinta" que
supone, el diagrama en tronco ¥y hojas, sumi
nistra informacidn referente a la localiza-
cidén del centro de la distribucién, al gra-
do de dispersién y simetria del conjunto, a
la posible divisién de los datos en grupos,
a la existencia de regiones con gran concen

tracidén y zonas intermedias sin observacio-
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Fig.Fl: Diagrama en tronco y hojas del porcentaje de desempleo por provincias

(una rama por tronco)
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Fig.F2: Diagrama en tronco y hojas del porcentaje de desempleo por provincias

(dos ramas por tronco)
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Fig.F3: Diagrama en tronco y hojas delporcentaje por provincias

(cinco ramas por tronco)
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Fig. 4: Diagrama en tronco y hojas del porcentaje de desempleo por provincias

(Una rama por tronco y cambio de unidad) .
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Fig. F5: Diagrama de la figura F3 conteniendo las frecuencias absolutas
y la localizacién
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Fig. F3: Diagrama en tronco y hojas de las notas finales de estadfstica
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nes y a la aparicidn de observaciones exce-

sivamente alejadas del resto o anomalfas.

rn el ejemplo se observa que el centro se -
localiza aproximadamente sobre el valor del
162, gue la distribucidn parece bastante si-
métrica exceptuando la posible anomalfa co-
rrespondiente a Sevilla con un porcentaje de

parados del 37,3% muy superior al resto.

Un ejemplo muy ilustrativo de la utilidad de
la representacidn en tronco y hojas es el -

del conjunto de notas obtenidas en junio de

1984 por los alumnos de la E.T.S.E.I.B. en

la asignatura de gstadistica, después de pro
mediar los dos ex@menes parciales e incremen
tar la parte alicuota de las practicas (Fig.
F9).

La distripucién de las notas es simétrica en
gran medida si exceptuamos el agujero central
que se detecta en la rama del "4". Esto se -
debe fundamentalmente al incremento adicional
conseqguido por la realizacién de las prélcti-
cas voluntarias que al afiadirse con posterio
ridad a la nota promedio de los examenes des
virtda la forma aproximadamente normal gque

cabria esperar.

rl tronco més frecuente corresponde al que
incluye las nojas 50 y 51, lo cual corrobo-
ra la anterior interpretacién y sugiere que
"mucnos estudian lo suficiente para solo --
aprobar", de hecho entre 39 y 59 se encuen-
tran el 65% de los alumnos presentados a am-
bos exdmenes, como se desprende de la colum-

na de localizaciones.

Aunque puede estimarse cuantos erraron al
evaluar cuanto era "lo suficiente", estos no
nan ocasionado sesgo alguno en la distribu-
cidn. Seguramente, ello obedece a que la no-
ta es un promedio de dos pruebas gue ademis
estdn espaciadas en el tiempo, y por tanto
el alumno ha podido optar por retirarse, -
trabajar mds o reducir el nfimero de horas

que venia dedicando a la asignatura.

3. SINTESIS NUMERICA DE UN_CONJUNTO DE DATQS

3,1 INTRODUCCION

Es sabido que el conocimiento exacto acerca

de una variable aleatoria requiere disponer

de la funcién de distribucidn de probabili-
dad. Esta, incluye pardmetros que suelen co-
incidir con la esperanza matemitica, la va-

riancia u otros momentos de la distribucién.

Al introducir la tabulacidn en tronco y ho-
jas, hemos resaltado que la distribucidn de
frecuencias permite describir iIntegramente
el conjunto de datos muestrales. Sin embargo,
en la préctica, unos pocos estadiIsticos -
contrapartidas muestrales de aquellos para-
metros - definidos convenientemente son gquie
nes caracterizan numéricamente la posicién,
dispersién y a veces la forma de la distribu

cidn muestral.

Los estadisticos clédsicos y en general toda
la estadistica "normal" ha sido disefiada pa-
ra comportarse lo mejor posible siempre que
se cumplan ciertos supuestos. No obstante,
las situaciones en las gque nos encontramos
habitualmente difieren de la ideal que las -
asunciones establecen, por lo gue los esta-
disticos tradicionales deben substituirse -
por otros que muestren mayor insensibilidad
frente a datos anémalos (RESISTENCIA) y res-
pecto a desviaciones de la normalidad (RO-
BUSTEZ) .

i) En primer lugar, la sintesis que se efec-
ta de la distribucién, considera la lo-
calizacidén de su centro o valor tipico alre
dedor del cual se agrupan los restantes. --
Tradicionalmente ello se ha indicado median-
te valores promedio que caracterizan los da
tos. Sin embargo, esta descripcidn concisa
del conjunto padece ciertas deficiencias --
que deterioran e incluso pueden invalidar -
el papel descriptivo de estos restmenes nu-

méricos.

Por un lado, al referirnos al centro se pien
sa en el centro de simetria de la distribu-
cidn. Consecuentemente las distribuciones
asimétricas carecen de localizacidn natural

en un punto determinado.

Por otro lado, aun cuando la distribucidén -
sea simétrica, la media aritmética (x) se -
distorsiona fuertemente con la presencia de
de datos anfmalos o errores, ambos muy fre-

cuentes en estudios exploratorios.

ii) Una vez identificado el valor mas carac-

teristico alrededor del cual se agrupa
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el resto, se acostumbra a determinar la -
dispersidn de los datos evaluando numérica
mente la fluctuacidn de los mismos respec-—

to del centro.

La medida mds ampliamente utilizada por la

estadistica descriptiva clisica para carac

terizar la variabilidad es sin duda la va-
riancia muestral (52). Sin embargo, al ser

ésta bisicamente una media aritmética de
desviaciones cuadriticas con respecto al

valor central, estard aun més afectada por
los problemas anteriores gque dichos prome-
dios.

iii) Ademds de los estimadores de los para
metros de localizacidn y de dispersidn
utilizados para resumir la informacién  in-
cluida en la distribucién de frecuencias de
una variable, es posible definir otro tipo
de medidas cuyo objetivo es sintetizar 1la
forma de dicha distribucidn. El hecho de -
que hayan sido virtualmente omitidas de la
mayor parte de los estudios estadisticos es
debido al papel preponderante que en la in-
ferencia tiene la distribucidn normal. (Es
sabido que la funcién matemitica de esta -
ley de probabilidad depende solo de dos pa
rametros que precisamente caracterizan su
centro y su dispersidn, pues tanto la sime
tria como el grado de apuntamiento son co-

nocidos a priori).

3,2 INDICADORES DE LOCALIZACION,

3.2.1. Estadisticos de orden. L-estimadores

Para sintetizar la informacidn que la dis-
tribucidn de frecuencias incluye, el an&li-
sis exploratorio de datos insiste en la -~
utilizacidén de varios estadisticos ponien-
do especial énfasis en su resistencia y ro
bustez. Para ello se propone la utiliza-
cidn de estadisticos de orden insensibles

a la presencia de valores anémalos.

Supongamos a partir de ahora que la reorde
nacidn ascendente segln la magnitud de los
valores muestrales viene caracterizada por

subindices entre paréntesis:

X < X

(2)

<

(1) *(3)= e K

En estas condiciones, se define el i-&simo

estadistico de orden como el valor x,, Es

(i) ° ™=

to permite caracterizar el centro refirién
dolo al valor de la mediana M que parte a -
la muestra en dos mitades. Obviamente, su -
cdlculo es funcién de la paridad del ntmero
total de observaciones N.

N impar ———4M = X (w‘
2
=1
N paYy —m—mm—» M = 3 (X(g)‘f X(zgﬂ)

En esta linea, del mismo modo que la mediana
divide a la muestra en dos subconjuntos, las
cuartilas la dividen en cuatro a los que co-
rresponde una frecuencia del 25%, las gquin-
tilas en cinco del 20% y asi sucesivamente,
decilas, centilas, etc. En general, la divi-
sidn en un ntmero de partes cualquiera de-
termina las cuantilas.

Concretamente, definimos la cuantila Q(p) ’
correspondiente a la fraccién p, de una
muestra ordenada, como aquel valor de la va
riable X(i) que divide al conjunto de datos
en dos grupos, de forma que una fraccién p
se encuentre por debajo y la otra fraccién

(1-p) por encima.

Desafortunadamente esta definiciédn plantea
clertos prohlemas operacionales cuando tra-
tamos de calcular las cuantilas de un con-
junto de datos. Asi por ejemplo, si tenemos
20 observaciones, podemos hallar el valor -
que representa la cuantila de fraccidn --
p, = 0,1 & py, = 0,2 pero no los correspon
dientes a fracciones comprendidas entre P,
y p2 . Por ello, asignaremos el valor X(i)
a la cuantila Q(p) siempre que p sea una -
de las fracciones

i-10,5
i N

kel
[]

i=1,2,...,N (3)

pues definir p; como el cociente i/N causa

ambas
colas de la distribucién recibirin un tra-

algunos inconvenientes: Por un lado,

tamiento asimétrico y por otro lado, al va-
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lor extremo X le corresponderd una frac

(N) e
cidn p=1, lo cual no es deseable pues signi
ficard que la distribucidn de la variable -

finaliza en este valor muestral.

En cambio, mediante la expresidén (3), wuna
mitad de cada observacidn pertenece al gru-
po inferior (< xi) i la otra mitad al supe-

rior (> x(i))-

Asi, si nos interesa saber entre que valo-
res del porcentaje de paro se encontraria el
80% de las provincias, deberfamos determinar
la primera (Dl) Yy novena (Dq) decilas:
i-0,5 .

Pi = 0,10 = ———6—i— = 1i=5,5
En este caso, corresponden a las observacio-
nes situadas en el punto medio entre la quin
ta y la sexta contadas a partir de cada uno

de los extremos de la muestra ordenada:

Dy

b
9

Q(0,10) = 10%

Q(0,90) 23%

]
1]

La definicidn de cuantila (3) es susceptible
de extenderse por simple interpolacién a -
cualquier otro valor de p: Si 6 representa -
una fraccidn del recorrido entre Py Y Py, + ©n
tonces

Q(p) = l-G)VQ(pi) + 0 Q(p.. )

i+l

En el ejemplo de las notas, las decilas anterio—

res se obtendrian de la siguiente forma:
i-0,5

p; = 0,10 = 91 =1i=19,6=>8 = 0,6

o
]

1= (10,6)0(pg) + 0,6 Q(P,,) = 3,22

%

(1-0,6)Q(p,5,) + 0,6 Q( = 6,2

P173)
La generalidad de esta definicidn permite
considerar como casos particulares gran par-
te de las medidas de localizacidn menciona-
das. Entre ellas, las cuartilas son sin du-

da las que se utilizan con mayor asiduidad:

Ql’ la primera cuartila se define como el va
lor de la variable para el cual el 25%
de las observaciones se sitfian a su iz-

quierda y el 75% a su derecha.

Q2, la segunda cuartila coincide con el va-
lor de la mediana M.

Q,, la tercera cuartila se define como el va
3 a

lor por encima del cual se encuentran el

25% de las observaciones.

Como la frecuencia relativa toma sucesivos

valores discretos que se diferencian en 1/N,
las definiciones anteriores no siempre deter
minan un valor @inico, utiliz&ndose varias es

trategias para establecerlo.

J.W. Tukey /8/ propuso un método para calcu-
lar de forma expeditiva y aproximada las ob-
servaciones que dividen a la muestra en K --
partes, siendo K un miltiplo de 2. En esen-
cia el procedimiento es una extensién del
utilizado para la obtencibén de la mediana M.
Concretamente, para obtener las cuartilas Ql
y Q3, puntos medios del recorrido entre la
mediana y los respectivos extremos, procede-
mos seglin la expresidn

[L(M)] + 1

L(Ql) = ‘—'—"'2*'— con i=1 6 3

donde la funcién L nos indica la localizacidén
0 lugar que ocupa una observacién en la mues-
tra ordenada a partir del extremo m&s préxi-
mo, y el corchete, como antes, la funcién —--
truncado.

El concepto genérico de cuartila nos sugiere
definir otros estadisticos tales como el pro
medio de cuartilas (Q) o la trimedia (TRI) -
que constituyen estimadores resistentes Yy ro
bustos de la tendencia central.

O
1]
N bt

(Ql + Q3)

TRI = 2 M + ) = % (©Q

5 + 2M + Q3)

1
El hecho de utilizar otros estadfsticos distintos de la
mediana se debe a que &sta es muy sensible a
errores de truncado redondeo o agrupamiento -

de las observaciones.

Generalizando, se definen los L-estimadores
como combinaciones lineales de estadfisticos

de orden:

(4)

El lector puede identificar sin dificultad -
los coeficientes C; correspondientes a los

estadisticos introducidos anteriormente.
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Como quiera que gran parte de los promedios

considerados en este apartado responden al -

concepto de media recortada (trimmed mean)
convendria por {ltimo referirnos a este con-
cepto genérico. Las medias recortadas T(a),
representan un caso particular de (4) y con-
sisten en eliminar una proporcidn a de ob-
servaciones extremas por ambos lados y pro-

mediar las restantes.

Si g = o N es un enteroc, 2g representarid el
nlimero de valores eliminados y por tanto
N-g

T = =g i=§§+1 *

(1)

Si aN no es entero, la fédrmula anterior se

puede generalizar

N-g-1
—_ l - —
)= yrroaey () ‘X<g+1>+X(N—g)“i=2+2x<i>’
donde g = [a.N] . vy Y = a.N-g

Como casos particulares de medias recortadas
podemos citar

Media aritmética (X) T(0)
Mediana (M) T(a) con
T(0,25)

a=0,5
Midmean

Utilizando una amplia gama de distribuciones
Hoaglin /4/ compara todos los estadisticos -
de localizacidn citados, llegando a la con-
clusidn de gue el que mejores resultados pro

porciona es precisamente el Midmean.

3,2.2, INTRODUCCION A LOS M-ESTIMADORES.

Los L-estimadores son una herramienta muy
Gtil ya que son estadisticos resistentes y
robustos faciles de calcular. Sin embargo,
suelen sacrificar resistencia para dar un cier-
to peso a observaciones andmalas o bien por
el contrario, pierden eficiencia dando poco
peso a observaciones extremas pero no andma
las. Los M - estimadores en cambio, estan ba
sados en la idea de los estimadores maximo-
verosimiles.

En efecto, sea Xl’Xz""’X una muestra --

N
aleatoria de una variable aleatoria cuya fa
milia de densidades es {f(X-T)|Te @} donde
T es un parametro de la tendencia central y

f es continua. La densidad de probabilidad

conjunta de

*1
N
%2
x= . dado T seria f£(x|T)= I f(x;-t) que
. i=1
*N

considerada como funcién de T, dados

Xl’x2""XN serd la funcién de verosimilitud

N
i f(xi-T) cuyo logaritmo neperiano
=1

L(T|x)

1

serd
N N
n L(T|x)= § 2f(x.-T) = - )
i=1 * i=1

siendo P(x) = - nf(x)

La estimacién méximo-verosimil de T consiste

en maximizar 2nL(T|§) 0 equivalentemente en

minimizar
P(xi—T)

Si P(x) es diferenciable, la solucién se ob-
tendrfia haciendo

R'(T) =0 es decir,
; ; =£' (x,-T) ;
PUx=T) = L, < Y(x,-T) =0 (5)
i=1 . o1 ExCT) L) 5
donde Y(x) = P'(x) = -f'(x)
f(x)

El valor de T que cumple (5 es el estimador

maximo-verosimil de T y se nota por T

NG
N
1 vegemg = o
i=1
wix;-Ty)
Si se define w, = ————— se cumpliri
. i x,=T
i °N N
N .z WX,

_ _ i
wi(xi TN) = 0 y por tanto TN— —_—

W,
1

—

i=1

lle~12

serd una combinacién lineal de 1las Observacio

nes con pesos dependientes de la muestra.

Para obtener los pesos L hemos de escoger
una cierta funcidn Y (x) que parezca razona-
ble, para lo cual vamos en primer lugar a ob-
servar las funciones w(x) asociadas a distin-
tas leyes de probabilidad
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-Ley normal f(x|T) =

1 -1 2
= —— exXplg=g (x-T)7) -—wo<x<w
V2lio 20
N N
¥ (x)=x, 121 Vix-T )= 0 = izl(xi—TN)= 0
(Fig.F6) ? N
. h
_ T izl
Ty =*==73 -

- Ley exponencial doble f(x|T) =

= % exp (- |x-T]) —00< g <00

{ -1 x<0 g
y(x) = Yi{x,-T. ) =0
1 x>0 i=1 + N

(Fig.F7) TN = M (mediana)

Para obtener estimadores independientes de
las unidades es conveniente modificar la de

finicidén de M-estimador en el sentido

donde s es un estimador robusto y resistente

de la dispersidn.

Basandose en la idea de obtener una funcidn
Y (x) asociada a una distribucién normal en
el centro pero con distribucidn mds alarga-
da en las colas (doble exponencial), Huber

/5/ propone la funcidén (Fig. F8).

-a X<-a
p(x)' = { x |x|<a
a x>a

La determinacidn de a depende de la eficien-

cia que se desee para el caso de normalidad:

$i a=0——y 1T =M

X

w
-
1
+
8
+3
1]

N

N x.—TN

En general, la solucidn de ¢(_i§__) =0
i=1

suele hallarse iterativamente.

gvidentemente, la funcidn V(x) podria ser
diferente de las anteriormente citadas y de
hecho, numerosos autores tales como Hampel
/3/, Tukey /8/, etc. han propuesto distintas
funciones ¥(x) que proporcionaran por tanto,
distintos estimadores TN‘ Asi, por ejemplo,
se podria pensar en funciones Y(x) asociadas
a distribuciones con colas pesadas como es

el caso de la distribucidn de Cauchy:

f(x) __1—2. —n< x<w
M(1+x%)
2x

1+x2

que presenta una funcién P (x) =

3,3 INDICADORES DE_DISPERSIO

Los estadisticos cl&sicos de dispersibén ta-
les como la desviacidn tipo s o la desvia-

cidn media dN definidos por

5z, -%) 2 .
S =+ ——l—.—.—_ d = e——
N-1 N N

I %, -x|
. i
i

1

I ~122

pierden eficiencia ripidamente al pasar de
la distribucién normal a distribuciones con
colas m&s alargadas. En cambio, existen --
otros estadisticos robustos y resistentes
que sin ser tan eficientes ante distribucio
nes normales consiguen ser bastante adecua-
dos frente a una amplia gama de distribucio
nes. Destacamos entre ellos los dos siguien
tes:

AMPLITUD INTERCUARTILICA: IQR = Q3—Ql,sieg
do Ql Yy Q3 la primera y tercera -

cuartila respectivamente.

MEDIANA DE LAS DESVIACIONES ABSOLUTAS:
MAD = Mediana {|x,-M|}, donde M es
i

la mediana de las X

Ambos pueden estandarizarse dividiendo por
el valor correspondiente de la ley normal
estandarizada pasando a denominarse pseudo-
desviaciones tipo por su coincidencia con
la desviacién tipo en caso de distribucién

normal.

_ IQR
PSD1oR = 71,349

_ MAD
PSDyap = G,6745

En ocasiones es deseable disponer de alguna
medida de dispersibn relativa que mida las
fluctuaciones de la variable, independiente
mente de la escala utilizada para ello. El

denominado coeficiente de variaci®n
cv = s/x

es el estadistico mis conocido de dispersién
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relativa. Sin embargo, es un claro ejemplo
de estadistico poco robusto por lo que pro-
ponemos sustituirlo en la etapa explorato-
ria por

1/2 IQR Q3 -Q
cv, = =

1
Q -
0 Q0+ 0

obtenido al sustituir numerador y denomina-
dor de cv por estadisticos mis robustos y
resistentes.

5.4, INDICADORES DE FORMA: SIMETRIA Y APUN-
TAMIENTO.,

Tradicionalmente el grado de simetria y de apun
tamiento de una distribucidn se han obteni-
do respectivamente a partir de los estadis-

ticos

que toman el valor H = K = 0 en caso de
normalidad.

Sin embargo, la resistencia de estos coefi-
cientes es préacticamente nula, por lo que
no nos son Qtiles en el an&dlisis explorato-
rio de los datos. Para solventar la falta -
de resistencia, Yule definid el coeficiente

de simetria;

_ Ql + Q3 - 2M

2M

que toma-valores mayores O menores que cero
seglin el sesgo de la distribucidn sea a la
derecha o a la izquierda. Basdndose en cuan
tilas mis extremas (decilas), Kellgy propuso
H, =M - l(D + D.)

2 2 7g 1
Nosotros proponemos utilizar ambos estadis-—
ticos, ya que proporcionan informacidn com-
plementaria. Mientras el primero considera
la simetria en el centro de la distribuciédn,
el segundo examina las colas, lo cual permi
tirfa distinguir ambos tipos de asimetria.
Para homogenizar ambos coeficientes seria

conveniente transformar el de Kelley en

D1 + Qg - 2M

H, ==H,/M =
3 2 M

que ser&d también adimensional como H1
En cuanto al grado de apuntamiento sugeri-
mos utilizar, empleando de nuevo cuartilas

y decilas, el estadistico

1,9(0,-0,)

que en caso de normalidad toma el valor --
K2 = 1, con lo cual diremos que la distri-
bucidn es mds o menos apuntada respecto de
la normal segin K2 tome un valor superior
o inferior a 1.

3.4 APLICACION PRACTICA.

Para finalizar, hemos efectuado una sinte-
sis numérica del ejemplo de las notas, ob-

teniendo los siguientes resultados:

ESTADISTICOS DE LA TENDENCIA CENTRAL:

M = 4,8
TRI = 4,78
0 = 4,75

T(0,25)=4,76
T(0,1)= 4,76
X = 4,75

ESTADISTICOS DE DISPERSION:

IQR = 1,3 PSDIQR = 0,96

MAD = 0,7 PSDMAD = 1,04
S =1,13

cv = 0,24

ch = 0,14

ESTADISTICOS DE FORMA:

Hl = 0,01
H3 = 0,02
K2 =1,21

En resumen, los estadisticos de la tenden-
cia central son todos muy similares y proxi
mos a 4,75, los de dispersidn son _tambidn

coincidentes (desviacidn y pseudo desvia---

116



Qitestiis - V. 9, n.° 2 (juny 1985)

TABLA T1

No de parados en millares

50
11
13
38
58
23
14
70
35
26

17
18

13

21

35

301
24
10
16
28

144
17
66
42
19
43
15
26

18
207
22
55
46
36
27
23
A8
.30
50
35

La Coruifia
Lugo
Orense
Pontevedra ’
Asturias
Cantabria
Alava
Vizcaya
Guiplzcoa
Navarra
Avila
Burgos
Leon
Palencia
Salamanca
Segovia
Soria
Valladolid
Zamora
Zaragoza
Huesca
Teruel

La Rioja
Barcelona
Tarragona
Lérida
Gerona
Baleares
Valéncia
Castelldn
Alicante
Murcia
Caceres
Badajoz
Albacete
Ciudad Real
Cuenca
Guadalajara
Toledo
Madrid
Almeria
Cadiz
Cdrdoba
Granada
Huelva
Jaen
Milaga
Sevilla
Las Palmas

Sta Cruz de Tenerife

TABLA T2

Porcentaje de desempleo
(%3 de la poblacién activa)

16,39 La Coruifia
7,94 Lugo
9,91 Orense
14,64 Pontevedra
16,28 Asturias
14,56 Cantabria
15,84 Alava
16,2 Vizcaya
15,36 Guipfzcoa
19,45 Navarra
10,73 Avila
15,19 Burgos
12,11 Leon
18,3 Palencia
16,31 Salamanca
10,33 Segovia
11,58 Soria
14,63 Valladolid
13,51 Zamora
14,99 Zaragoza
11, 34 Huesca
8,30 Teruel
12,35 La Rioja
21,63 Barcelona
15,9 Tarragona
9,25 Lérida
11,8 Gerona
16,62 Baleares
17,96 Valencia
11,0 Castelldn
16,75 Alicante
15,7 Murcia
17,8 Céaceres
19,22 Badajoz
20,30 Albacete
20,22 Ciudad Real
10,29 Cuenca
16,04 Guadalajara
14,58 Toledo
15,16 Madrid
18,94 Almeria
23,13 C&diz
25,85 Cobrdoba
21,93 Granada
26,63 Huelva
16,32 Jaén
23,55 Milaga
37,25 Sevilla
20,67 Las Palmas
14,75 Sta. Cruz Tenerife
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cidn tipo préximos a 1), mientras que los

indicadores de forma muestran por un lado
una leve asimetria con sesgo a la izquier-
da, tanto en el centro como en las colas, y

por otro,un cierto apuntamiento de la dis-

tribucién.
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