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COTAS INFERIORES PARA EL PROBLEMA DE SECUENCIACION
CON RESTRICCIONES SOBRE LOS RECURSOS

R. ALVAREZ - VALDES, J. M. TAMARIT
UNIVERSIDAD DE VALENCIA

El trabajo explora dos vias de obtencién de cotas imferiores para el problema de secuencia—
eidn de actividades com restricciones sobre los recursos, a partir de una formulacidn ente—
ra del problema. Una primera cota se obtiene de la relajacidn lineal y la aplicacidn sucesi-
va de planos de corte. EL segundo método utiliza la relajacién lagrangiana. ELl problema re-
lajado se descompone en dos subproblemas para los que se proponen algoritmos de resolucidn.
Se incluyen resultados computacionales que ilustran el comportamiento de las cotas obtenidas

en ambos casos sobre una coleccidn de problemas test.
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1. INTRODUCCION.

El problema de secuenciacidn de un conjunto
de operaciones {1,2,...,n} con limitacién de
recursos consiste en la determinacién de un
conjunto de tiempos {tl’t2""’tn} de inicio
de dichas operaciones de forma gue se satis-
fagan las posibles relaciones de precedencia
entre ellas y las restricciones sobre los re-

cursos disponibles para su ejecucidn.

Este problema puede formularse de la forma

siguiente:

Min tn » (¢5)
sujetoa 3 7Y Ed dij v(i,j)eH (2)

Z T, <b t=1,2,..,T

st Tk k=1,2,..,K 3

donde: H es el conjunto de relaciones de
precedencia.

dij el tiempo mfnimo que ha de separar el

inicio de i y j.

5{t) el conjunto de operaciones en proceso
en tiempo t.

Tik la cantidad de recurso k requerida por
la operacidn i.

- Ramdn Alvarez-Valdds Olaguibel
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bk la cantidad total del recurso k disponible.
El problema definido por (1) y (2) es el pro-
blema simple de secuenciacidén de actividades
en un proyecto, resuelto eficientemente, in-
cluso con miles de actividades, por las téc-
nicas PERT y CPM. Las restricciones (3)intro-
ducen en el modelo la limitacién de recursos
precisos para realizar las operaciones. Con
ellas el problema aumenta extraordinariamente
en complejidad y requiere técnicas mis sofis-
ticadas de resolucidén. Antes de entrar en el
contenido de nuestro trabajo daremos un breve
resumen de los diferentes métodos propuestos
en los fltimos afios, comentando sus €xitos y

limitaciones.

Pritskers, Waters y Wolfe /12/ en 1969 propo-

nen una formulacidn entera con tres tipos de
variables 0-1, suficientemente flexible para
admitir distintos tipos de funcién objetivo y
restricciones especiales. Sin embargo, el n-
mero de variables crece muy r&pidamente con

el tamafio del problema y su algoritmo de pro-
gramacidén lineal entera s&lo puede ser usado

en problemas muy pequefios.
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Davis y Heidorn /6/ proponen un algoritmo de
branch & bound basado en un procedimiento de
resolucidén del problema de la linea de monta-
je ideado por Gutjahr y Nemhauser /10/. Su
algoritmo produce una familia de "conjuntos
posibles", conjuntos de operaciones que pue-
den haber sido completadas en un tiempo t.
El nGmero de tales conjuntos crece muy rapi-
damente y el algoritmo s6lo puede aplicarse
a problemas con un nfmero reducido de opera-

ciones.

Patterson y Roth /11/ presentan una formula-
cién entera en la que no tratan de reducir

el nlmero de variables, sino de dotar al pro-
blema de una estructura que permita un empleo
eficiente de un algoritmo de enumeracibn im-
plicita. Asi se logra una reduccidn en las ne
cesidades de memoria y en los tiempos de reso

lucidn.

En 1978, Talbot y Patterson /15/ usan la for-
mulacidn anterior introduciendo la idea de
los "network cuts", mecanismos que identifi-
can en las etapas iniciales del proceso de
enumeracifn aquellas secuencias parciales que
no pueden conducir a una solucibn Sptima. Con
ello los tiempos de resolucibn se reducen sig

nificativamente.

También en 1978, Stinson, Davis y Khumawala

/14/ crean un algoritmo de branch & bound con
cotas basadas en las relaciones de preceden-

cia y en las restricciones de recursos, y un
conjunto muy elaborado de reglas de ramifica-
cién que permiten grandes reducciones en el
arbol de bfisqueda y buenos tiempos de resolu-

cidn.

El finico intento de aplicar las técnicas de

la relajacidén lagrangiana a este problema se
debe a Fisher /7/, /8/, en 1976. En su formu-
lacibn las operaciones se agrupan en proyec-
tos sin otra relacién entre si que el uso de
los mismos recursos. Al relajar las restric-
ciones sobre los recursos, utilizando multi-
plicadores de Lagrange, los problemas resul-
tantes son sencillos de resolver, pero no lo
es el de determinar multiplicadores que pro-
duzcan buenas cotas. Fischer propone un mé-
todo basado en la generacién de columnas que

produce buenos resultados, pero no presenta

una experiencia computacional completa que
permita una comparacidn con los trabajos an-
teriormente citados.

Un enfoque completamente diferente es el pro
puesto por Balas/3/, basado en el concepto

de "grafo disjunto", para el problema del

"job shop". En este problema hay una sola mi
quina de cada tipo, por lo que dos operacio-
nes i,j que necesiten la misma miquina no -
pueden procesarse a la vez. Para evitarlo, -
se afiade un par disjunto {(i,j),(j,i)} al

grafo H de las relaciones de precedencia. Si
se toma una seleccidn S, consistente en exac
tamente un arco de cada pér, el camino mis

SUH
cidén de una solucibn posible para el proble-
ma original. Se trata, por tanto, de hallar
la seleccién S que produzca el minimo camino
critico. El1 mismo Balas /4/ generaliza

largo en el grafo representa la dura-

esta
idea para el problema que nos ocupa. Como bk
no es siempre igual a la unidad, dos opera-
ciones que necesitan del recurso k no son ne
cesariamente incompatibles. Por tanto, una
seleccidn S, para que sea posible, no necesi
ta incluir un arco de cada par disjunto. EI1
nlimero de tales selecciones aumenta y la de-
terminacién de si una seleccibén es posible
no es sencilla. Balas propone ciertas condi-
ciones que lo aseguran, pero no construye un
algoritmo que resuelva el problema.

Gorenstein /9/ disefia un algoritmo que sigue
las ideas de Balas. Para garantizar que una
seleccibn es posible propone un método basa-
do en el cédlculo del flujo m&ximo en un gra-
fo bipartido. Este mé&todo no es eficiente,
como sefialan Bennington y McGinnis /5/, pero
la cota alternativa que ellos proponen no es
td plasmada en un algoritmo de resolucién -
del problema.

Teniendo en cuenta todos estos antecedentes,
el trabajo que presentamos esti dedicado a
la obtencién de cotas que puedan ser eficien
tes en una estructura de branch & bound, si-
guiendo dos lineas alternativas. En primer
lugar, se introduce una formulacién entera
del problema, para usar como cota su relaja-
cién lineal. Esta primera cota es reforzada
por la aplicacibdn sucesiva de planbs de cor-
te que aproximan las soluciocnes del problema
lineal resultante en cada caso a la solucién
entera. En la segunda parte del trabajo la

misma formulacidn entera, ligeramente modi-
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ficada, sirve como base para la relajacidn
lagrangiana, que descompone el problema ori-
ginal en dos subproblemas m&s sencillos, pa-
ra los que se proponen algoritmos de resolu-
cién. En ambos casos se incluyen resultados
computacionales que muestran las cotas obte-

nidas sobre una coleccidén de problemas test.

ORMULACIO EMA.

El problema puede formularse como un proble-
ma de programacién lineal entera con varia-
bles 0-1 de la forma siguiente:

Min Ztynt 4)
t
sujeto a :%: Vi = 1 i=1,2,...,n (5)
Zt(yjt—yu) > d; ¥(i,jdeH (6)
int =d,  isl,2,...n-l. ™
r.x. <5b t=1,2 T
Z ik'it= "k 2 (8
i k=1,2,..,K )
t
:E: is 29175 ;:i’;""g—l' (9)
s=t-dgtl 325.4,5T.
Yieo%i, €10,1} (10)
donde 1 si la operacidn i empieza en
_ el tiempo t
Yie

0 en caso contrario

1 si la operacibén i est& en pro
ceso en tiempo t

X, =
it ;
0 en caso contrario
di= duracién de la operacidn i.
H = conjunto de relaciones de preceden-

cia.

Tix= unidades del recurso k requeridas
por la operacidén i.

bk= disponibilidad total del recurso k.
T

= cota superior para la duracidn to-
tal del proyecto.

Las restricciones 5 y 7 aseguran respectiva-
mente el comienzo y la realizacibén completa
de cada operacifn. Las restricciones 6 refle
jan las relaciones de precedencia entre ope-
raciones. Las restricciones 8 garantizan en
todo tiempo que los recursos requeridos por
las operaciones en proceso en ese tiempo no
sobrepasan el total de recursos disponibles.
Por Gltimo, (9) son restricciones de consis-

tencia que aseguran gue en el tiempo en el

gue una operacidn comienza dicha operacidn
estd en proceso y lo estard ininterrumpida-

mente hasta su terminacién.

La funcidn objetivo es el tiempo de inicia-
cidén de la operacidn n, operacién ficticia
sucesora de todas las operaciones del pro-
yecto. En el tiempo en el que n puéde comen-
zar, todas las restantes operaciones han si-

do totalmente procesadas.

La formulacién expuesta utiliza (n-1)T varia
bles X, ¥ nT variables Yige Sin embargo, el
nimero de variables puede reducirse mediante
un uso adecuado de las relaciones de prece-
dencia. Sea v(i,j) la longitud del camino --
mis largo desde i hasta j y escribimos
ri=v(1,i), qi=T-v(m,i), qi=T—v(i,n)-di. De
esta forma, r; es el primer tiempo en el que
puede empezar la operacién i, q; el Gltimo
tiempo en el que puede empezar i y qi el 4l-
timo tiempo en el que la operacién i puede
estar en proceso. Tendremos por tanto

Yie © 0 si t < r; 8 t>q

X, = 0 si t < r, 6 t>q!
De esta forma reducimos sustancialmente el

nimero de variables antes de comenzar la re-
solucién del problema propiamente dicha. En

los problemas test a los que se referian los
resultados computacionales esta reduccibn os
cild entre el 33 y el 80%, con una reduccidn
media del 55%.

Como el objeto de nuestro trabajo es la ob-
tencibén de cotas inferiores para su utiliza-
cidén en un algoritmo de branch & bound, va-
mos a explorar dos relajaciones de esta for-
mulacién entera. En el apartado 3 estudiare-
mos la relajacidn lineal y planos de corte,
mientras que el apartado 4 estd dedicado al

estudio de la relajacién lagrangiana.

3. RELAJACION LINEAL Y PLANOS DE CORTE.

En la formulacidn entera del apartado ante-
rior relajamos la condicién de integridad

(10), obteniendo asi un problema lineal cu-
ya solucidén proporciona una cota inferior -
para el problema entero. Los resultados ob-
tenidos sobre una coleccidn de 20’problemas
test a los que iremos haciendo referencia a
lo largo de este trabajo, aparecen en la co-
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lumna 2 de la Tabla 1. Si los comparamos con
las columnas 1 y 9, gue reflejan el valor del

PERT y de la solucidn Optima de cada proble-
ma respectivamente, podemos comprobar que la
cota lineal estd muy lejos de la solucidn O&p-
tima entera y muy préxima a la del PERT, que
se puede hallar de una forma computacional-
mente mds eficiente. Como se verd con mis de-
talle en los siguientes apartados, las res-
tricciones sobre los recursos (8), si bien
suficientes para el problema entero, son f&-
cilmente satisfechas por un conjunto de va-
riables Xy, DO enteras que no producen aumen-

tos significativos en la funcidn objetivo.

Esto nos indujo a pensar en la introduccidn
de planos de corte que, redundantes en la -
formulacién entera, fueran relevantes en la
relajacidén lineal y potenciaran la cota re-
sultante. A continuacidén se detallan los di-
ferentes tipos de planos de corte que incor-

poramos sucesivamente al problema lineal.

3.1. INCORPORACION DE LAS VARIABLES Yoe EN
LAS RESTRICCIONES DE RECURSOS.

La funcibn objetivo estd en funcidn Gnicamen-
te de Yne Por ello el problema lineal trata
de realizar la operacidn n, o parte de ella,
lo antes posible, sin gque las restricciones
de precedencia, que serian suficientes en el
problema entero, puedan impedirlo. De esta
forma encontramos gue en la solucidn lineal
la operacidn n empieza antes gue otras opera-
ciones hayan acabado. Para evitar, en cierta
medida, esta situacidn podemos considerar gue
esta operacidn n es incompatible con todas -
las demds, lo que escrito en términos de re-

cursos consiste en afiadir a (8) el té&rmino

yntbk' resultando
n-1 t
r., x. -+ b < b k=1,2 K
ikTit Z kns < k 3Ly
i=1 s=1 t=1,2,..,T (11)

La influencia de esta restriccidn aparece en
la columna 3 de la Tabla 1.

3.2. RESTRICCIONES DE CONSISTENCIA DE LAS X

Las restricciones sobre los recursos (8) se
cumplen ficilmente en el problema lineal pro-

cesando una pequefia parte de cada operacidn

en cada tiempo, es decir, dispersando la du-
racidn di en gran nfimero de tiempos. Para -
contrarrestar esta dispersibn, introducimos
una relacidn de consistencia para las varia-
bles Xige Basdndonos en el hecho de gue una

operacidén i ha de realizarse en di tiempos

consecutivos, podemos exigir que las xit cum
plan

Z li =1 i=1,2,..,n- 2
j=m,mtd; ,m+2d,. . m=1,2,..,di-1 (12)

El resultado de incorporar estas restriccio-

nes aparece en la columna 4 de la Tabla 1

3.3. RESTRICCIONES DE CONSISTENCIA ENTRE

X

it © Vit

Las restricciones 9 que relacionan Xip € ¥y,
son el Gnico nexo de unidn entre las rela-
ciones de precedencia y de recursos que con-
figuran el problema. Lo gue estas restriccio
nes persiguen es gue, una vez la operacidn i
comienza, momento en el gque yit=1, la opera-
cidn esté en proceso de forma ininterrumpida
durante di tiempos, tal como refleja la figu
ra 1.

t |t tHd -
Yie 0 0 0 1 0 |« 0 0
xe] 0| 0 0 1 U I 1 0

Figura 1. Valores: de yit y xit en la realizacidn de i.

Podemos considerar estos tiempos en los gue
xit=l como los elementos de una progresidn
aritmética de razdén unidad. La expresibn de
su suma, poniendo los miembros de la progre-
sidén en funcidn de XL ¥ su primer y Gltimo
elemento en funcidén de yit’ nos da la res--

triccidén 13.

Igualmente podemos utilizar estos tiempos en
los que xit=l como exponentes de 2 de forma
que se obtenga una progresién geométrica de
razdn 2. De forma aniloga a la ya descrita
la suma de esta progresifn da lugar a la res
triccibén 14.

Zcxit =1/2 (Z £y, + ( Zt:tYit+ d; - D)5 71,2001 (13)

t
t t+d t
2%, = E - E
Z *it 2 Yie 2 Vit
t t t

i=1,2,..,n-1 (14)

El efecto de estas nuevas -restricciones apa-
rece en la columna 5 de la Tabla 1.
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3.4. CONJUNTOS DE OPERACIONES INCOMPATIBLES
POR RECURSOS.

La forma de las restricciones sobre los re-
cursos 8 es la m&s natural en la formulacidn
entera del problema, pero es muy débil para
k=10

r. =5 r. =6 la eraciones i,j son in-
ik=2r T s op rJ

el problema lineal. Por ejemplo, si b

compatibles. Sin embargo es posible tener
Xit=0'9’ xjt=0.9 en el mismo t, obteniendo
asi valores de la funcién objetivo del pro-
blema lineal muy alejadas del valor Sptimo
de la solucibn entera. Mis restrictivo para
el problema lineal seria exigir que si
rik+rjk>bk’ entonces xit+xjtsl Yt.

Esta idea de pares de operaciones incompati-
bles por recursos puede extenderse a conjun-
tos de operaciones A tales que ¥(i,Jj)eA
rik+rjk>bk para algin k. Para cada conjunto
A tendremos un conjunto de restricciones de

la forma

Z ¥, 21 t=1,2,..,T. (15)
i€A

Aun antes de incorporar estas restricciones,

L = max{}i d;} es una cota inferior para la
ieA

solucidn del problema, que puede ser signi-

ficativa en problemas en los que las limita-

ciones de recursos sean muy restrictivas.

La influencia de las restricciones 15 apare-

cen en la columna 6 de la Tabla 1.

3.5. NUEVAS RELACIONES DE PRECEDENCIA.

De forma similar a lo comentado en 3.4, las
restricciones de precedencia, tal como apa-
recen en (6), se satisfacen en el problema
lineal mediante la dispersibn, en este caso
de las Yig: Para reforzar las relaciones de

precedencia introducimos ¥ (i, j) eH.

T t+di-1
Zyis+ zlyjrél
s=t

r=1

t=1,2,..,T (16)

La incorporacién de esta restriccibn aparece
reflejada en la columna 7 de la Tabla 1.

3.6. RESULTADOS COMPUTACIONALES

La relajacidén lineal y los sucesivos planos

de corte han sido probados sobre un conjunto

de 20 problemas test, con un nGmero de ope-
raciones que oscila entre 12 y 20 y con 3

recursos para cada operacidn.

Los resultados obtenidos aparecen en la Ta-

bla 1, cuyas columnas son:

(1) valor de la solucién del PERT
(2) valor de la relajacidn lineal

(3)-(7) soluciones obtenidas al afiadir acu-
mulativamente los planos descritos

en los apartados 3.1 a 3.5

(8) solucidn obtenida al incluir en las res-
tricciones 15 del apartado 3.4 la incom-
patibilidad de operaciones debida a las
relaciones de precedencia, junto a las

incompatibilidades por recursos.

(9) solucidn 6ptima del problema entero.

De la Tabla 1 se desprende que la distancia
relativa de la mejor cota obtenida a la so-
lucién dptima es en promedio de un 6.6%.

Por tanto, las cotas parecen ser suficiente
mente potentes para producir reducciones --
significativas en el &rbol de blisqueda del

branch & bound.

La calidad de las cotas obtenidas al afiadir
todos los planos de corte (columna 8 de la
Tabla 1) no se ve afectada por la estructu-
ra de las relaciones de precedencia y tampo
CoO parece provocar variaciones la fuerza de
las restricciones sobre los recursos, es de
cir, la mayor o menor escasez relativa de

los mismos. Los resultados son similares en
problemas poco restringidos, como los de --
las filas 1,2,3,4 6 20, y en los fuertemen-
te restringidos, como los de las filas 7,12,
13 6 18. En este sentido puede hablarse de
una cota estable en relacidén a los dos ele-
mentos fundamentales en la definicidén del

problema.

4, COTAS INFERIORES DERIVADAS DE LA RELAJA-
CION LAGRANGIANA.

El problema formulado en el apartado 2 pue-
de reformularse adoptando como funcién obje
tivo

Min )ty +Z PIRLEN (17)
€ T
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TABLA

1

Resultados de la relajacién lineal y planos de corte

(1) (2) (3) (4) (5) (6)- (€)) (8) 9
24 24.0 24.0 24.17 24.33 25.69 25.94 26.38 28
20 20.27 20.27 20.32 20.53 20.53 20.57 20.59 22
26 26.0 26.0 26.0 26.02 26.83 27.04 28.91 30
18 18.0 18.0 18.0 18.0 18.01 18.01 18.06 21
24 24.0 24.16 24,16 24.37 25.33 25.53 26.18 29 -
18 18.0 19.0 19.0 19.0 19.48 19.66 21.79 24

9 9.22 11.67 11.67 11.67 12,17 12.17 12.30 16
15 15.04 15.05 15.09 15.60 16.80 17.03 19.81 22
15 15.05 16.50 16.50 . 16.50 20.22 20:54 22.50 23
13 13.09 14.50 14.50 14.76 17.57 18.08 18.30 20
13 13.28 18.33 18.33 18.33 19.67 19.67 19.67 22

9 9.26 11.67 11.67 11.67 14.76 14.81 16.36 17

9 9.45 14.33 14.33 14,33 16.83 16.83 16.83 17

9 9.27 12,0 12.0 12.0 12.82 13.01 13.62 14

22 22.0 24,17 24.17 24.17 24.42 24.59 26.83 29

19 19.0 19.29 19.29 19.29 19.33 19.72 21.41 23

9 9.0 15.67 15.67 15.67 15.75 15.78 16.i0 19
10 10.03 12.92 12.92 12,92 13.84 14.04 15.76 18
9 9.65 13.33 13.33 13.33 16.72 16.87 17.37 19
20 20.0 20.67 20.67 20.67 21.21 21.21 21.58 24
TABLA 2
Resultados computacionales de la Relajacidn Lagrangiana

(1) (2) 3 C)) (1) 2) (3) (4)

1 6924 7188 7545 11 2083 2582 2860

2 4710 4941 5071 12 759 1003 ‘1071

3 5386 6035 6199 13 1009 1257 1381

4 3918 4017 4389 14 1039 1539 1664

5 6984 " 7576 8058 15 6622 6793 7103

6 2685 3009 3119 16 " 393% 4540 4810

7 1209 1396 1573 17 1099 1420 1441

8 1805 1963 1968 18 1039 1202 1552

9 1615 1747 1777 19 1340 1580 1764
10 1393 2097- 2548 20 4390 4810 4981
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y manteniendo como restricciones las ya des 4.1. UN ALGORITMO DE BRANCH & BOUND PARA (PRa)
critas (5)-(10). Podemos utilizar esta for-
mulacidn en lugar de la original puesto que El problema (PRG) puede ser considerado una -
cualquier solucidn Sptima para este proble- generalizacifén del PERT en el que, junto a la
ma es Sptima para el problema original. La minimizacién del tiempo total de ejecucidn --
razdn para el cambio serd comentada en 4.2. del proyecto, se han de minimizar otros cos--
tes L relativos a la realizacibn de la ope-
Una forma natural de relajar lagrangianamen racién i en el tiempo t.
te este problema es relajar las restriccio-
nes 9 que son las finicas que incluyen a la El algoritmo que proponemos para su resolu-
vez variables Xt € Yipo Si definimos un -- cidén parte de una cota superior T para el -
mul tiplicador Ait para cada restricci6n ob- tiempo total de realizacidn del proyecto y re
tenemos el problema suelve k+1 subproblemas, con k = T - v(1,n),
es decir, uno para cada valor de la holgura
(PRy)  Min Z"n: +Z Z l()':xit + respecto al tiempo obtenido por el PERT. En
£ . el caso k=0 la solucibén es_inmediata, pues el
+Z Z Aie(riedy - Z x5g) valor &ptimo serd v(l,n) + “i*t' con
sujeto a £ s=t-ditl . i
PR -1 i=1,2,..,n. %ig T TR %4
t r;stiqy
Zt(yjt_yit).:‘- 4 v, eH Para k#0 el problema es:
int =q, i=1,2,..,n-1 ' _ Min v(l,n) + k +Z TR
i
X, < - e sujeto a zy. =1
LTt e e
Zt(yjt'yit) 24
;0¥ € (0,1} i=1,2,..,n t
t=1,2,..,T
es decir, se trata de elegir para cada opera-
que puede descomponerse en dos problemas in cibén i un a;t, con riétéqi+k’ de forma que se
dependientes, uno en variables Xig ¥ otro satisfagan las relaciones de precedencia y se
en variables Yiee Asi, definiendo minimice la suma de u;t.
o = Aitdi ifn =1.2 T Para ello hemos diseflado un algoritmo de
it t i=n e branch & bound en el que en cada nudo se eli-
£, -1 gen las minimas o, para las operaciones i no
Bjy =10t - Ais i=1,2,..,n-1 fijadas, obteniendo una cota inferior. Si 1la
s= t=1,2,..,T solucidn asi construida es posible o su valor

. supera el de la mejor solucién conocida se --
minimizar (PRA) es equivalente a la minimi-

) realiza el backtrack. En caso contrario, la
zacidén de (PRa) y (PRB)' donde

cota puede aumentarse mediante un procedimien

to de reasignacidén de operaciones, de forma

PR . )
(PRa) ( B) que se mantenga el cardcter de cota inferior.
- . Mi- ’ s s = . 1
Mmz %ieYie 1 1Zt Bitxit Si la nueva solucidn tampoco es posible ni sa
sujeto a i,t suje. a tura el nudo, se continfia el proceso de rami-
ZZ Vi = 1 Z:Xit=-di ficacién fijando una nueva operacifn a un --
t tiempo de realizacién.
z t0yy Yy 2 45 Z Tikkie £ P
Este método consigue rédpidamente soluciones
¥i€ 10,1} %3¢ 10,1}

posibles y produce &rboles de blsgueda muy

reducidos para cada subproblema. Asimismo -~
ocurre con frecuencia que algunos!subproble—
mas no necesitan ser totalmente resueltos, -
pues la mejor solucidn obtenida en la resolu
cibén de los subproblemas anteriores es menor
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que una cota inferior para aquéllos. La con-
juncidn de estos factores produce un algorit
mo sencillo y computacionalmente eficiente -
para (PRJ).

Una explicacidén detallada del mismo, sus re-
sultados computacionales y un método alterna
tivo de solucidn basado en una segunda rela-
jacidén pueden hallarse en Alvarez-Valdés y
Tamarit /1/.

4.2. UN ALGORITMO DE BRANCH & BOUND PARA (PRR)

El problema (PRB) puede ser interpretado como
una generalizacidn del problema de asignacidn
generalizado (GAP), tal como aparece en Ross
y Soland /13/. La diferencia de (PRB) respec-

to al GAP reside en la existencia de tareas
miltiples (aqgui 22 X,., es d, yno 1), yv 1la
€ it i

posibilidad de incorporar mds de una restric-

cidén sobre los recursos.

El algoritmo utilizado estd basado en el algo
ritmo de branch & bound propuesto por Ross y
Soland /13/ para el GAP, incorporando las mo-
dificaciones derivadas de las especiales ca-
racteristicas de nuestro problema, tal como
se describe en Alvarez-Valdés y Tamarit /2/.
En esencia, el método es el siguiente: resol-
ver en cada nudo el problema sin tener en
cuenta las restricciones sobre recursos, es
decir, buscar como tiempos de realizacién pa
ra cada operacidn i una serie consecutiva de
di tiempos tales que la suma de los Bit sea
minima. Este proceso es muy simple y, si no
conduce a una solucidn posible, proporciona
una cota inferior que puede ser mejorada me-
diante la reasignacidn de algunas operacio--
nes. Para esta reasignacidén Ross y Soland re
suelven un conjunto de problemas de knpasack
para los tiempos en los que se violan las
restricciones de recursos. En nuestro caso,
la cota obtenida puede mejorarse mediante la
resolucidén de problemas que podemos califi--
car de "pseudoknapsack", pues se trata de
problemas con estructura de knapsack peroc en
los que el coste de reasignacidén de cada ope
racién depende de las demds operaciones. En
la terminologia del knapsack, el valor de ca
da objeto no es independiente de los dem&s,
sino que depende de la decisién que se adop-
te sobre ellos. La complejidad adicional en
la resolucidn de estos subproblemas, pues no

pueden usarse los algoritmos de knapsack, que
da sobradamente compensada por la mejora de

las cotas y la mayor rapidez en la obtencién

de soluciones posibles. La ramificacidn pro-

cede fijando ciertas operaciones a tiempos -
de realizacidn.

La estructura del algoritmo, tanto en la elec
cién de minimos costes como en la reasigna-
cidén de operaciones, es tal que permite una
simplificacién cuando existe una ordenacién -
respecto al tiempo en los costes Bip- Esta
deseable ordenacidn puede conseguirse, al me-
nos parcialmente, mediante la introduccién de
un factor dependiente del tiempo mayor en mag
nitud gue las restantes componentes del coste,
Por ello en la formulacidén del problema se in
troduce en la funcidén objetivo el factor 10t,
que no lo altera y facilita la solucidn de
(PRB)'

4.3. RESULTADOS COMPUTACIONALES

La cota inferior se obtiene, pues, relajando
el problema original mediante unos multiplica-
dores y resolviendo los dos subproblemas re-
sultantes. Para mejorarla se ha utilizado el
método del subgradiente, realizando en cada ca

so 30 iteraciones.

El procedimiento se ha probado sobre una colec
cibén de problemas test similares a los del
apartado 3, excepto por el hecho de que, para
utilizar la versidén disponible del algoritmo -
de resolucidn de (PRB), hemos trabajado. con

una sola restriccidn sobre los recursos.

Los resultados obtenidos aparecen en la Tabla

2, cuyas columnas son:

(1) nfimero del problema
(2) solucibn proporcionada por el PERT
(3) cota obtenida mediante el mé&todo descrito

(4) solucibn 6ptima del problema.

La distancia relativa de la cota a la solucién
6ptima del problema es, en promedio, del 6.99%,
lo que indica que podria ser utilizada de for-

ma eficiente en un algoritmo de branch & bound
La calidad de la cota obtenida no est8 afecta-

da, como ya ocurriera en 3.6, por la estructu-
ra de las relaciones de precedencia, pero. la
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distancia de la cota al 6ptimo sufre un li-
estd més
fuertemente restringido. Asi por ejemplo en

gero aumento cuando el problema

la Tabla 2 observamos gue para problemas po-
co restringidos, como 1,2,4 y 13 las distan-
cias relativas de la cota al &ptimo se en-
cuentran entre un 3 y un 9%, mientras que pa
ra problemas muy restringidos como 10,11,14

y 19 la distancia estd entre el 7 y el 18%.

Este aumento no se produce en las cotas ob-

tenidas mediante la introduccién de los pla-
nos de corte del apartado 3, lo que parece -
hacerlas mds aconsejables para el estudio de

problemas fuertemente restringidos.
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