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APLICACIO DEL CRITERI Cp DE MALLOWS A L’OBTENCIO DE LA MILLOR EQUACIO
DE REGRESSIO D'UN PROBLEMA ENERGETIC
MOISES VALLS I COLOM

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA

Un dels principals problemes que planteja la regressié és el de trobar la millor equacid

lineal a partir d'una certa llista de possibles variables regressores. L'article té com a
objectiu comentar el métode de generacis de totes les regressions posstbles amb posterior
comparacid mitjangant el criteri Cp de Mallows, il.lustrant el procediment amb l'aplicacid

del métode a un cas real.
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1 0pUCCIf:

Generalment, en estudiar la regressid lineal
es considera que el model gue relaciona la
resposta Y amb les variables independents Xj
&8s ja conegut. A la practica en canvi, és
molt habitual de disposar d'una llista de va

riables amb possible relacidé amb Y, sense sa

ber perd, guines sén realment influents, en

quina métrica i guines interaccions contenen.

L'objectiu d'aquest article &s precisament
discutir un procediment per a seleccionar la
millor equacid de regressid a partir d'una
llista de possibles regressors. Les varia-
bles incloses a l'esmentada llista pot &sser
que siguin ja funcions d'unes altres varia-
bles originals i suposarem que constituiexen
el conjunt complet de variables amb influ&n-

cia sobre la resposta Y.

Tradicionalment han existit dos criteris opo
sats per a seleccionar la millor equacié de

regressio:

a) Per una banda és desitjable que el model
contingui tants regressors com sigui pos-
sible ja que aixi es reté la maxima infor
macid i es poden fer previsions amb un

biaix relativament petit.

b) Per altra banda, com que a partir d'un

cert moment la varidncia de les predic-

cions augmenta en incrementar-se el nom-
bre de regressors, &s preferible que el
model contingui pogues variables amb la
qual cosa també& s'aconsegueix abaratir

el cost d'obtencid de la informacié.

El compromis entre aguests dos punts de vis-
ta constituiex la seleccid de la millor equa
cid de regressid® i ha originat el desenvo-
lupament d'un considerable nombre de crite-
ris de comparacid de les diferentes equa-

cions candidates.

L'aparici6 dels ordinadors de gran poténcia
i velocitat de cadlcul ha fet possible el mé&-

tode que descriurem a continuacid.

4

2, ES LE
BLES.

S POSSI-

Aquest procediment consisteix en ajustar to-
tes les possibles equacions de regressid que
contenen Xo =1 i algln subconjunt de les
variables Xl’XZ""’Xr Atés que cada varia
ble Xi pot entrar o no a l'equacid, existi-
ran 2Y regressions possibles. Per tant, en
el cas de r = 20 hi haurien 220 = 1048576

equacions a examinar.
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Aix6 condiciona la utilitzacid del métode a
que el nombre total de variables no sigui

molt elevat i obliga a posseir un algorisme
eficient per a determinar la millor equacid
de regressidé. A més a més, una vegada obtin
gudes les diferentes equacions necesitarem

un criteri senzill que permeti de comparar-

les entre elles.

El criteri que farem servir serd la Cp de
Mallows /3/ i l'algorisme més utilitzat é&s
el de Furnival i Wilson /1/, que només com-

puta una fraccid del total de regressions.

3 L'ESTADISTIC ¢, DE MALLOWS.

Si es considera el model lineal de p parémetre

tres

Ypi=Bo+Ble,i + B2X2,i .ot

B
p'lxp—l,i+ € i
i=1,2,...,N (1)

que es pot escriure en forma matricial com

Yy =% B + E (2)
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la millor previsid de Xp segons el criteri

dels minims quadrats serd
Yy =
=p

11>
o>

(3)

P P

on B_ = (X' X )t X!
~-P =p =p =P

timador minimguadratic de gp.

Y é&s precisament l'es

Per a seleccionar la millor equacid de re-

gressid, Mallows /3/ proposa minimitzar

N
.1 a2
Ap = ;—i—- E 2 (Ypl 01) (4)
c=1

on Qpi representa la previsid de Y, amb 1'e-
quacié (3) i 6i=E(Yi) la previsié de Y, amb
el veritable model.

Com que E(Q‘pi-ei)2 és precisament 1l'error
guadratic mitja de Qpi’ A  mesurard la dis-
crepéncia total entre 1l'equacid (3) i el ve-

ritable model.

Desenvolupant (4) resulta

1 N 5 N 2
A = — -
o= 2 E: VAR (Y;) + }: ( gpi 6,)
N i=1 i=1
(5)
on gpi = E(Ypi) representa la previsid de

Yi amb el model (2).
. N "
Si es definkix SSBp = Z( §pi—6i) , com
i=1

N
que z VAR(Yi) = p02 1'equacid (5) queda-
i=1

rd reduida a

SSB
bo=p+ —5 (6)
o
que expressa la descomposicid de la discre-
pdncia total Ap en un terme de varidncia p

més un terme de biaix SSBp/oz.

Per a estimar Ap’ Mallows suggereix d'utilit

zar
RSS
Cp = _—jg_ +2p - N (7)
8
~2

on §” é&s la variancia residual de 1'equacid
que conté les r variables i RSS_ la suma de

quadrats dels residus de l'equacid (3).

Com que E(RSSp) = 02(N—p) + SSBp

es complira E(Cp)ﬁAp y per tant Cp sera

aproximadament un estimador no esbiaixat de

Ap.

Es podria construir un grdfic com el de 1la

Figura 1 en el qual per a cada equacid es re
presentés el valor de C_ en ordenades i el

nombre de pardmetres de l'equacid p en absci
ses. Si el terme de biaix SSBp fos desprecia

ble Apzp i Cp prendria valors prdxims a p.

146



Qilestiié - V. 8, n. 3 (setembre 1984)
Per tant, els punts que estiguessin al vol-
tant de la linia Cp=p representarien models
amb poc biaix mentre que els que es trobes-
sin per damunt de la linia tindrien una es-
timacid del terme de biaix C_-p. L'ordenada
Cp mesuraria la discrepancia entre les pre-

visions de (3) i les del veritable model.

Cp.

s

Cp=p
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s .-
o
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Fig. 2 Representacid de dues

equacions amb problemes de con
paracib.

La millor equacid de regressid s'escolliria
després d'inspeccionar el grdfic de totes
les equacions representades. De totes for-
mes l'eleccid no sempre &s evident. Per
exemple, al grdfic de la Figura 2 s'elegiri

el model A o B depenent de si es prefereix:

A) Una equacid esbiaixada que no representa
les actuals dades tan bé& com B perd amb

una estimacié de la discrepdncia total al

veritable model menor.

B) Una equacié amb més pardmetres que s'ajus
ta millor a les actuals dades perd amb

una discrepancia total més gran

Per a fer previsions sembla millor eliminar
alguns regressors i acceptar un cert biaix
a canvi d'una menor discrepdncia total i un
model més simple, la qual cosa equival a es-

collir el model gque minimitzi Cp

A més com que gquan l'equacid conté totes les

variables, sempre es compleix

RSS RSS
c=—P s 2p-N=— B +2p-n=pP
p 52

RSSp/(N—p)

el model que s'obtindria minimitzant el ter-
me de biaix seria sovint el que contingués -
les r variables. En general doncs, és prefe-

rible el model de Cp minima al de minim biaix.

Per altra banda, les r variables hauran d'ha-
ver estat acuradament elegides per poder es-

tar raonablement seqgurs que el terme de biaix
del model que les conté totes &s despreciable
tal com suposarem en estimar 02, ja que el —-
conjunt de regressors escollits dependra evi-
dentment del conjunt total de possibles re-

gressors.

4, ! .

Una central generadora d'electricitat consu-
meix dos tipus de combustible (fuel oil i gas
natural) produint una certa quantitat d'ener-
gia al llarg del dia (Energia generada) que
en part s'utilitza per a les necessitats in-
ternes de la Central, quedant la resta per a
satisfer la demanda en un moment determinat

(Energia facturada).

Per a determinar la qualitat en el funciona-
ment de la Central s'utilitza habitualment -
una mesura inversa de la del rendiment anome
nada consum especific (p) gue es defineix com
la relacid entre l'energia consumida i la fac
turada per la Central (Totes les dades estan

mesurades en periodes de 24 hores):

p= Energia Consumida _ 9'76xFUEL+1000xGAS

Energia Facturada Energia Facturada

(Térmies

Mwh )
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on FUEL i GAS s6n respectivament els Kg. de
fuel oil i els milers de Térmies de gas con

sumits per la Central.

Per a mesurar la variabilitat de la poténcia
al llarg del dia es defineix M com la dife-
réncia entre les potencies mdxima i mini--
ma del dia

M = Potdncia Mixima - Potencia Minima (Mw)

Per Gltim i de cara a tenir en compte el ti
pus de combustible utilitzat, es defineix R
com la relacid entre l'energia consumida amb

fuel i l'energia total consumida.

R = 9'76xFUEL
9'76xFUEL+1000xGAS
Si només s'utilitza fuel—R = 1

Si només s'utilitza gas —=R = 0

Si es fan servir els dos combustibles—0<R<l

Per a evitar les anomalies produides per les
engegades i aturades de la Central, només --
s'utilitzaran els dies en gué& hagi funcionat
les 24 hores, amb la qual cosa es redueix el

nombre d'observacions de 1468 a 743.

La potencia mitjana facturada serad doncs

P = Energia Facturada
24

(Mw)

El principal objectiu de 1l'estudi &s poder
fer previsions del funcionament del sistema
a partir de variables conegudes. Com a va-
riable depenent prendrem el consum especi-
fic (p) i les independents les selecciona-
rem d'entre les variables P, P2, P3, R, R2,
M i M2 gue hem obtingut a partir d'una s&-
rie d'andlisis pré&vies com é&s ara, l'anali-
si exploratoria, els diagrames bivariants,
1'analisi de la matriu de correlacions, la
regressid pas a pas, etc. Com que hi ha 7
possibles regressors, per a seleccionar la
millor equacid de regressid s'hauran d'ana-
litzar 27 = 128 regressions, de les quals
destaquen les incloses a la taula T1, que
es troben representades a la Figura 3, i a
les quals se les hi ha calculat 4 estadis-
tics:

- Cp de Mallows

- R2 Coeficient de determinacid: Indica el

tant per u de variabilitat explicada

per la regressid.

- R2 Coeficient de determinacié ajustat. Es

defineix com

R%adj = 1 - (1 - R%)

N
N-p

Té l'avantatge respecte de R2 de tenir en --
compte el nombre de regressors introduits al
model

2 Smo s . . .
- 8° vari3ncia residual: Mesura la variabi-

litat dels resodus.

El criteri clarament competidor al proposat
de minimitzar C_ és el de maximitzar Rzadj.

De fet Kennard /2/ va demostrar que hi ha una
relacid lineal entre ambdds estadistics. La
principal avantatge de Cp estreba en que --
Rzadj. proporciona Gnicament un escalar per
a cada equacid mentre gue el gréafic Cp versus
p és molt més profitds ja que permet escollir
el model més adequat depenent de l'objectiu

de l'estudi.

Tots els criteris coincideixen en que la mi-

llor equacid de regressid es:

$=3363103-11'0178P+0'0375292P2-4"3555,10"°p>
(61'56) (1'07) (0'0059)  (1x107°)
5 (8)
+ 98'6364R-131'492R%+0"159811M
(33'61)  (33'84) (0'036)

Entre paréntesis figuren les desviacions ti-

pus dels coeficients.

Els valors que minimitzen el consum especi--
fic, tenint en compte gue per raons té&cniques
la poté&ncia ha d'estar compresa entre 100 Mw.
i 300 Mw., s6n:

P = 300 Mw.

M* = 0 Mw. ja gue evidentment la poténcia
mdxima sempre ha de ser superior
a la minima.

R* = 1 que equival a utilitzar Fuel-oil

com a combustible.

L'equacid

P = 3365'93-11'0068P+0'0376360P2—

—4'4025x10"°p34100'216R-133'956R%+

+710451 107 %M2 (9)

&s quasi tan valida com l'anterior ja que tots
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D ~ ~ w0y OOV OY T s W N~ T

Variables regressores

p

p, p2

p, P2, M

p, p%, M, R

p, p%, p3, M, R?

p, p%, p3, Mm%, r?

p, P2, P3, M, R

p, p%, p3, M2, R

p, p%, M, R, R?

p, p%, P, R, R

p, p%, M%, R, R

p, p%, P>, M, R, R
p, P2, p3, M?, R, R?
p, P2, P2, M, M?, R?
p, P2, P2, M, M2, R
p, p%, M, M%, R, R’
p, %, P, M, M%, R,

A

0

C
P

2280'61
416'51
102'06

53'86
29'19
12'99
13'68
19'47
20'51
22'74
23'51
23'59
6'38
6'78
14'62
21'14
24129
8

R2

0
0'617586
0'722312
0'738926
0'747753
0'753777
0'753547
0'751633
0'751289
0'750551
0'750295
0'750268
0'756625
0'756495
0'753901
0'751742
0'750698
0'756752

REG SI0

r%ad;

0

0'617070
0'721562
0'737867
I 0'746386
0'752106
0'751875
0°'749948
0'749602
0'748859
0'7486G1
0'748574
0'754641
0'754510
0'751895
0'749719
0'748666
0'754435

SZ

14458'64
5536'65
4025'84
3790'10
3666'92
3584'20
3587'55
361541
3620'42
3631'16
3634'89
3635'28
3547'56
3549'45
3587'27
3618'74
-3633'95
3550'53
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els estadistics sén practicament iguals.
Els valors dels regresors gque minimitzen el
consum especific resulten ser també els ma-

teixos d'abans.

Per dltim, cal esmentar que tots aquests re-
sultats han estat obtinguts mitjangant el

programa P9R del paqguet de programes estadis
tics BMDP que utilitza l'algorisme de Furni-
val: Wilson /1/ per a trobar la millor rqua-

cié de regressid.
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