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DIMENSIONALITAT EUCLIDIANA
DE LES DISTANCIES ULTRAMETRIQUES
CARLES M. CUADRAS, FRANCESC CARMONA
UNIVERSITAT DE BARCELONA

Demostrem que tota distdncia ultramétrica definida en un conjunt de n elements, és represen

tada en un espai euclidid amb dimensid n—1.

Obtenim també alguns resultats sobre els valors

propis de la matriu de productes escalars assoctada a la distancia.

ULTRAMETRIC DISTANCE: EUCLIDEAN SPACE.

Key words: Multidimensional scaling:Mathematical taxonomy.

1. INTRODUCCIG.

Sigui E = {1,2,...n} un conjunt finit. Es -

diu que U=(uij) &s una distancia ultram&tri-
ca no degenerada sobre E, si uij
una distancia entre els elements i,j de E --

representa

tal que
a) u,, =0 ¥ i E,
ii
b) uij > 0 v i# 3,
c) uij < max{uik,ujk} ¥ i,j,k « E. (1)
Es diu que D = (dij) és una distancia eucli-

diana m-dimensional sobre E si existeix una

matriu de coordenades.

on m &s el minim senser tal que

2 o 2
dij = é;l (Xih_xjh) i,j=1,...,n (2)
L'objectiu d'aguest treball &s demostrar que
tota distincia ultramétrica no degenerada so
bre un conjunt de n elements &s euclidiana

(n-1)-dimensional.

La motivacid d'aquesta propietat té& relacid
amb les té&cniques multivariables que perme--

ten, mitjangant una transformacid lineal, --—

- Carles M. Cuadras i

ajustar unes coordenades X a unes coordena--
des ¥, resultat de dos métodes diferents de

representacid multidimensional de dades. El

criteri d'ajust &s el dels minims cuadrats i
la mesura de comparacid és

b2 = tr (X.X')*r(Y.¥')-2tr(X'YY'X) (3)

Aquest criteri va ésser establert per Schine
mann i Carroll /9/, Gower /4/, i ha estat --

utilitzat per Mardia /7/, Lingoes i Borg /6/.

Hom sap /1/ que un algorisme de classificacid
jerdrquica consisteix en modificar una distdn
cia inicial D=(di') fins a obtenir una ultra-
métrica U=(uij), que aleshores queda represen
tada per un dendrograma (fig. 1). Per tenir -
mida de la bona classificacié obtinguda, el -
procediment cld3ssic consisteix en calcular la
correlacid cofenética, é&s a dir, el coefi--=--
cient de correlacid entre els elements (d..)

i els (ui.). Com un altra mesura més objeéii-
va, Gower /4/ proposd associar a la distdncia
D una configuracid euclidiana representada --
per unes coordenades X, associar a U un altre
configuracid euclidiana Y, i utilitzar alesho
res la quantitat (3). Un aspecte essencial --
d'aquest procediment es que U=(uij) sigui ---
realment una distdncia euclidiana, propietat
que Gower /4/ pren com a una conjectura, perd

que no demostra. Aquest criteri ha estat con-
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siderat per Rohlf /8/ com un dels mé&todes --

per a comparar classificacions.
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Fig. 1. Exemple de construccid d'una ultra--
métrique per el médtode del minim i

dendrograma corresponent.

PROPIETAT EUCLIDIANA.

Per reconé&ixer si D=(di.) és una distdncia -

euclidiana, cal aplicar el teorema 1. Siguin

n
_ 1 = 1 =T - l =
1=(1,...,)" J=l.1' H=I- £ A=(a;5)  (4)
essent
= - 142
i3 =72 955 0

I = matriu identitat d'ordre n.
TEOREMA 1: Considerem la matriu B=HAH. Ales
hores si B &s semi-definida positiva de ----
ran(B) = m, D é&s euclidiana m-dimensional i

les coordenades X verificant (2) sén els ele

ments d'una matriu nxm tal gque
B = XX'

Reciprocament, si B té& valors propis nega---

tius, aleshores D es distdncia no euclidiana.

DEMOSTRACIO: Veure /1/.

En el cas que D &s euclidiana, un procedi-~--
ment per obtenir les coordenades que verifi-

quen (2) consisteix en trobar els valors pro
pis de B

Aleshores els vectors propis A- normalitzats
formen les columnes d'una matriu X que ens -

dona la configuracid euclidiana buscada. ---

Aquest procediment s'anomena "métode de les

coordenades principals".

3, DIMENSIONALITAT DE LE --
EUCLIDIANES.

Sigui U=(uij) una ultramétrica i f una fun--
cid mondtona creixent. Aleshores

*
uij = f(uij)

verifica

.y Si i només si uijsui'j' (5)
i la propietat (1) segueix essent certa. Di-
rem doncs que dues ultramétriques sén equiva
lents si existeix una funcidé f verificant --
(5) . Indiquem [uij] la classe de les ultramd@
triques que sdn equivalents a U e Es evi---
dent que les ultramétriques d'una mateixa --
classe d'equivaléncia defineixen la mateixa
classificacid jerdrquica, variant només en -
Uindex de la jerarquia.

LEMA. Existeix un representant de [uij] que
és distdncia euclidiana.

DEMOSTRACIO: Es conseqiiéncia de que sem--
pre és possible transformar una distdncia
segons una funcidé mondtona per convertir--
la en euclidiana. Dos exemples de transfor

macions sén:

a) Lineal:

uij=auij+8 /3/

b) Additiva:

(u¥ ) =u§j—2u /5/ 1 /1/

Tenim doncs que uij
equivalent a alguna ultramétrica euclidia-

és euclidiana, o bé --

na. Ara b&, provar que tot altre represen-
tant de [uij] es distdncia euclidiana, el
qual vol dir que qualsevol ultramétrica té&
la propietat euclidiana, no &s tan evident.
Els teoremes 2 i 3 ens demostren aguesta -

propietat.
TEOREMA 2: Tota ultramétrica euclidiana defi

nida sobre un conjunt E de n elements és ---

(n-1) -dimensional.
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DEMOSTRACIO: Per hipStesi, existeixen n
punts Pl""’Pn d'un espai euclidid tal -
que

uij = d(Pi,Pj)

on d significa distdncia euclidiana. Con-

siderem ara els vectors Vl""'vn—l’ essent
J— ]

Vi = PlPi+l i=l,...,n-1.

Hem de demostrar que Vl""’vn—l s6n vec--

tors linealment independents. Ho farem pro
vant que la matriu de productes escalars

associada a <Vi> és definida positiva.

Suposem gue U5 és la minima distancia en-

tre els elements de E
u, = mln{uijii # 3, 1i,je E}

i+1

Nw

Y

Fig. 2: El triangle (1,2, i 1) es isdsce-
les com a consegliencia de la pro-
pietat ultramétrica.

Aleshores (1) implica

Y2541 T Y2i4

—
i per tant tenim (fig. 2) que Vi—V1=P2Pi+l
verifica

Hvi=vill=llv,l

i aleshores, indicant Vh‘vk el producte es

calar euclidia, tenim

Vi'vi = Vi.Vi+Vl.Vl—2Vi.Vl
doncs
1 u2
Vl'vi =3 Vl'vl = ;2 = a i=2,...,n-1

2 2 2
Ilvi_vjl| =||Vi|‘ +||Vj|| -2Vi.Vj
deduim
1,2 2 _2 y
Vi'vj_i(uli+l+ulj+l ui+1j+l) 1<i7)

L'expressid de la matriu simétrica Z: , ==

d'ordre (n-1)x(n-1), de productes escalars,

es
2a a a a
ui; (“f3’“§4'“§4){2 Wl rufgmulg /2 o
uf, (“54’“35'“35’/2

Seguidament demostrarem per induccidé que -

el mé&s petit valor propi )l de z: verifica
u2

ye —2 =a (7)
2

Sigui
P(A) = det (Q.-AI)

el polinomi caracteristic. Per a n=3 és

PV = A%-(2avul ) rs (2aul -a%),

i la seva derivada verifica:

PN = -(ul -0 -(ul, - <0 si A<a.
13 12

A més

Pla) = a(ul,-ul,) 0.

AixS ens demostra que P(}) &s decreixent -
per tot is<a, 1 no negativa per \=a. Per --

tant P(X) s'anul.lara només per valors Aza.

Suposem ara que (7) &s certa per n-1l. De--
mostrem gque llavors ho serd també per n. -

La derivada del polinomi caracteristic és

on Pj(A) &s el polinomi caracteristic de -
la matriu que s'obté suprimint la fila j 1
la columna j de ). . Per hipdtesi d'induc--
cid, el menor valor propi d'aquesta matriu
verifica AlZa i per tant

Pj(x)zo si  Aza j=1,...,n-1 (8)
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Aix6 és clar per j>1. Per j=1, al sﬁprimir P(a) = a.det(z:)zo

la primera fila i columna de }E , No obte-

nim una estructura similar a (6), perd mit Finalment, com que a més a més P()A) é&s de-
jangant un canvi de base apropiat, que dei creixent per As<a, tenim que P(A)=0 per a

xard invariant els valors propis, podem --

tot Asa. Aix6 demostra que Ay za, > &s de
afirmar que Pl(X)ZO si Asuik/Z, essent --

finida positiva ran( z:)=n—l. En conseglien

cia, (n-1) .

uhk=min{uij[2#i#j#2}2a- Aixi (8) &s valid la dimensidé euclidiana de u; . &s

també& per j=1.

4, TOTA ULTRAMETRICA ES EUCLIDIANA.

Podem afirmar llavors que

La demostraci6é que tota ultramétrica u és

P'(X)<0 si Az<a (9)

euclidiana é&s una conseqli®ncia del teorema 3.

que vol dir que P(A) &s decreixent per Aicza.

TEOREMA 3: Sigui uij una distdncia ultramé--
trica. Tot representant de la classe [uij] -

Passem a calcular P(a). Restant a la diago distancia euclidiana

nal de E: el namero a i tot seguit restant

a cada fila la primera, ens gqueda un deter

minant que podem desenvolupar per la prime DEMOSTRACIO: Ho demostrarem per reduccid a

ra columna. 1'absurd.

Suposem gue uij no é&s euclidiana.

Considerem el representant de [u,.]
a a a a ’ l]
2 2 2 2 2 _2 _ 2 i
0 (u13—ul2) (u13+u14 u34—u12)/2 (unﬂ.\15 u3gTuy /2 . ‘ uf] = uij—2u>0 si  i#7,
2 2 2 2 2 :
0 tuyguy ) (u)gtuy5muygu ) /2 - ee s .
i =0 si  i=j3.
!
|

A= a det (S) on a &s una constant. Amb les notacions --

~ del teorema 1, siguin
Considerem ara la ultramétrica uij tal que
- = i 2 - 1 -2
-2 2 2 ) A=(ai‘) A=(a, .) a,.=-3 u;. a..=-3
= - ; ] i] ij ij ij 2 "ij
uij uij PlZ 2#1#5#2
=0 i=j#2. Aleshores

Podem veure que E: &s la matriu de produc A = A-a(I-J)

tes escalars de n-2 vectors associats a la

ultramé&trica Gij’ i que té la mateixa es-- i tamb& &s facil veure que
tructura que Z: , perd d'ordre (n-2). En - 1
afecte, si suposem que J=3dJd.J J.H=0 H.H = H
= mA A i per tant
u) mln{uij|2#1#j#2}
. B = HAH = (I-2 J) (A=a(I-3)) (I-13) = B-an
tindrem que = = n o n = o
-2 -2 -2 Com que hem suposat u,. no euclidiana, els
Y13 Y1372 Y1372 e C ]
E: valors propis i vectors propis de B=HAH se
= -2 -2 =2 -
Upg (WpgtulsTus) /2 rien
Alz...zxr>ozxiz...zxé
En cas que aquest minim fos uhk(h#l), efec Ul,...,U ,l,Vl:--~:V
tuant un canvi de base apropiat, arribariem T s

a4 la mateixa conclusid. Si uij &s degenera-

da (Eij=0 per a alglin i#j) es tindra

det ( E: ) = 0. En cas contrari det( Ef ) >0.

Tenim doncs

1 &s vector propi de valor propi O, alesho
res
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i per tant

- _ _ _l _ _ .
BUi = BUi o(I nJ)Ui = (Ai a)Ui i=1l,...,¥
BV. = (A.,-a)V, j=1,...,8
j ( 3 ) 3 J ' '
Bl =0

Prenem a=Aé . Aleshores B serd semidefini-
da positiva i tendr& com a minim 2 valors
propis nuls. La matriu B esté lligada a la
distdncia ultramé@trica no degenerada

=2 2 . L
ujy = ugy 2|xL[>0 si i#3,

It

=0 si  i=j,

que, d'acord amb el teorema 1, serd eucli-
diana m~dimensional, on ms<n-2. Perd aixd -
ens contradiu el teorema 2. Hem d'admetre
doncs ue u, .

q ij’
[uij], &s distdncia euclidiana.

i tot representant de =---

Finalment, podem obtenir un resultat rela-
tiu al minim valor propi no nul de la ma--
triu de productes escalars B associada a -

una ultramé&trica u -

TEOREMA 4: Sidui uij una distdncia ultramé-
trica i sigui B = HAH 1la matriu introduida

en el teorema 1. Es verifica:

1) B es semidefinida positiva,
2) ran(B) = n-1,

3) El menor valor propi no nul de B és

u
oy = (10)
n-1 2

essent u = min{uij | i#3}.

DEMOSTRACIO: Els apartats 1) i 2) son con
seqliencia dels teoremes anteriors. Suposem
que (10) no sigui certa. Donat e>0, consi-
derem la ultramétrica equivalent

-2 2 -2

uij i3 u” + e >0 i#5,

I
o
1

=0 i=3.

Seguint els mateixos pasos del teorema an-

terior agafant

els valors propis no nuls de la matriu B -

associada a uij seran

Aleshores, si fos An— <52/2, podem trobar

un £ suficientment petit per a que sigui -
Xn_l<0, i aix® entraria en contradiccid -
amb el teorema 3. Observem tamb& que per -
=0 s'obté& una ultramétrica Gij degenerada,

i per tant Xn_l=0 qgue implica (10).

5, CONCLUSIONS.

Hom sap que una distdncia métrica, es a dir,
verificant la desigualtat triangular, no é&s
necessdriament euclidiana. En aquest treball
hem demostrat que si es verifica la propie--
tat més restrictiva (1), anomenada desigual-
tat ultramétrica, aleshores la distdncia es
sempre euclidiana. Aix3 només es vdlid quan
estd definida sobre un conjunt finit. Aques-
ta propietat té consegliencies dins les té&cni
ques de comparacid de m&todes d'ordenacid i

classificacib de dades.

Seguint un cami diferent, /2/ obté& l'estruc-
tura dels valors i vectors propis de la ma--
triu B de productes escalars associada a una
ultramé&trica U sobre un conjunt E.Troba tam-
bé& que les coordenades principals de U donen
representacions espacials dels elements de E
que descriuen geométricament l'estructura je

rarquica sobre E definida per U.
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