DE Como CiErT0S CONJUNTOS
NO PUEDEN SER NP-COMPLETOS
J. BALCAZAR

En este artfculo se presenta una visidn general a los dltimos resultados acontecidos en el
area de la estructura de la clase NP-completa y su relacidn con el problema de si —=———-—~

P=NP o PZUNP.

1. INTRODUCCION

El estudio de la complejidad de los proble--
mas en términos de las cotas de tiempo que -
precisan los algoritmos que los resuelven es
una rama de la teoria de la calculabilidad -
cuya importancia ha crecido de forma especta
cular en los Gltimos afios. Este anilisis ha
conducido a la definicién de varias clases -
de problemas, incluyendo una gran cantidad -
de los propuestos por las sistintas ramas --
cientificas relacionadas con la informdtica,
y al estudio de las relaciones entre dichas
clases, muchas de las cuales plantean afin -

problemas abiertos.

En particular las clases correspondientes a
las cotas de tiempo polinémicas han mostra-
do ser de gran interés, por la gran cantidad
de problemas comunes que se encuentran en --
ellas” problemas de asignacién, de transpor-
te, de isomorfismos entre estructuras alge—--
braicas, de teoria de nidmeros, de planifica-
cidn de actividades y otras muchas resultan
ser resolubles por ciertos modelos de algo--—
ritmos en tiempo polindmico. Asi, mis adelan
te definiremos las conocidas clases P y NP,
que incluyen un gran nimero de problemas de
entre los antes citados.

Una de las subclases de la clase NP, la for-
mada por los conjuntos NP-completos, serd el
objeto de nuestra atencidn. Un cuidadoso ani
lisis de la estructura interna de tales con-
juntos revela una fuerte similitud entre ---
ellos; a pesar de sus diferentes proceden---
cias y de sus muy distintos enunciados, des-
de un punto de vista técnico aparece una ca-
racteristica comfin a todos los problemas has
ta el momento conocidos en dicha clase. A lo
largo de este articulo nos proponemos demos-
trar como problemas excesivamente diferentes
a los NP-completos conocidos no pueden per-
tenecer en ningflin caso a esta misma clase; -
para ello seguiremos los pasos marcados por

los trabajos de L. Berman y J. Hartmanis --=-
(/3/, /11/), de P. Berman (/2/) y de S. Maha
ney (/5/), todos ellos, y en especial este -

Gltimo, de reciente publicacién.

A lo largo de la seccibén 2 fijaremos las de-
finiciones y hechos elementales a utilizar.
La seccidn 3 estard dedicada a revisar los -
trabajos de Berman y Hartmanis, y especial--
mente a su "conjetura de isomorfia". En las
secciones 4 y 5 veremos algunos resultados -

que avalan dicha conjetura: respectivamente
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los teorema de Berman y Mahaney. El segundo
de ellos, del cual el primero es consecuen--
cia, es el mAs fuerte obtenido hasta el mo--
mento en torno a la conjetura de isomorfia,

y por tanto parece tener una cierta relevan-

cia.

Este estudio incluye y amplia el realizado -

en el tercer capitulo de /1/.

) DEFINICIONES BASICAS

2.0 Codificacién y algoritmos.

Todas las muy diversas definiciones equiva--
lentes del concepto de algoritmos tienen en
comlin el hecho de consistir en manejo de sim
bolos exclusivamente, siguiendo un cierto ti
po de transformaciones sintdcticas definidas
de forma muy estricta, y prescindiendo en to
do momento del posible "significado" que se
dé a los simbolos.

Aqui supondremos la existencia de un alfabeto
(en ocasiones varios) formado por simbolos -
distintos; salvo indicacidn en contrario, se
supondrd que se dispone de al menos dos sim-
bolos. Las cadenas finitas o palabras, sobre
un alfabeto I forman el conjunto z* , Y para
cada natural n el conjunto *? es el formado
por todas las palabras sobre I de longitud
menor o igual a n. Denominaremos "longitud"
de una palabra X, y lo denotaremos por |x| ,
al nimero de simbolos de que consta en x. La
Gnica palabra de longitud cero, llamada "pa-

labra vacia", serd denotada a.

En alglin momento nos podrd interesar tener -
numerado %*. Una posible forma de numerarlo

es considerar los simbolos de I asociados a

los enteros 1...k, donde k=card(L), y las pa
labras asociadas al entero representado en -
notacidén k-&dica por los digitos correspon--
dientes a sus letras. Asi, a la palabra

xX= 00""’°n haremos corresponder

n-i

v(x) = v(oi).k

I M5
o

donde v(ci) es el entero entre 1 y k asocia-
do al simbolo Oy

Asimismo supondremos definido un modelo for-

mal de algoritmo, como por ejemplo las migui
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nas de Turing, cuya definicidn puede encon-

trarse en /10/ y en /13/; otros modelos, co

mo las mdquinas combinacionales ya descritas
en QUESTIIO por J. Diaz (/8/), son vilidas -
igualmente, al ser modelos equivalentes como
recientemente se ha demostrado. Las mégquinas
elegidas admitirdn como entradas oakabras so
bre el alfabeto I, y su comportamiento sobre
una entrada concreta consistird en realizar

un cierto cdmputo, que consideraremos discre
tizado en una sucesidn finita o no de pasos.
Si la sucesidén es finita, el estado final de
la mdquina deberd ser "aceptar" o "rechazar".
Convendremos que una computacidén infinita --
equivale a rechazar la entrada de la que se

parte.

Nos interesard también un cierto modelo de -
midquina cuyo comportamiento se aparta ligera
mente del concepto usual de algoritmo: las -
mdgquinas no deterministas. Desde el punto de
vista de las magquinas de Turing, una maquina
no determinista tiene la posibilidad de optar
en ciertos momentos entre varias formas de --
continuar su cbémputo; por definicidn, una tal
midquina acepta una palabra si alguno de sus -
posibles cSmputos la acepta. Es decir, en --
cierto modo consideraremos que al presentar-
se una opcidén, la mdquina "adivina" cual es
el camino que conduce a la solucidn. Una for
ma equivalente de considerar el n-determinis
mo es la siguiente: inicialmente la maguina
realiza una conjetura sobre el comportamien-
to que va a seguir; es decir, decide que op-
cién va a tomar en cada una de las eleccio--
nes que se le presenten en la posterior eta-
pa de cdlculo. Una vez conjeturado el camino
que lleva a la solucidn, se realiza el cSmpu
to en forma determinista, siguiendo en cada
eleccidn la opcidén previamente decidida. Ve-
remos mis adelante un ejemplo de cémo funcio
na un algoritmo determinista, analizando las

partes de conjetura y célculo.
2.1. La clase P.

Un enfoque adecuadamente tebrico para anali-
zar el tiempo precisado por un algoritmo pa-
ra funcionar puede venir dado por los pro---
pios pasos elementales de cOmputo de una mi-
quina de Turing. (Similar planteamiento se -
encuentra en /8/ para mdquinas combinaciona-
les). Es razonable pensar que un mismo algo-
ritmo para datos mds complicados tardard més

tiempo en resolver un problema determinado;
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el tiempo es funcidn del "tamafio" de los da-
tos.

Asi, dada una familia T= {fi}, fi:N+N, dire-

mos que una maquina determinista funciona en
tiempo T si existe una funcidn fe¢T que acota
el nlGmero de pasos que la mdgquina da en fun-
cidn del tamafio de la entrada; es decir, si
neN la mdquina para antes de f(n) pasos pa
ra cualquier entrada que conste de menos de

n simbolos.

Comporta especial interé&s la familia de cotas

polinomiales T={fi[fi(n)=nl}; viene siendo co

minmente aceptado desde hace algunos afios que
un algoritmo cuyo tiempo de trabajo no estad -
polinémicamente acotado es en la préctica --
irrealizable, ya que el tiempo preciso para -
resolver problemas para datos no elementales
alcanza rédpidamente valores del orden de si-

glos.

Por =21lo nos interesaremos en la clase P de
los problemas resolubles polindmicamente; es
decir, el conjunto formado por los conjuntos
de palabras sobre I tales que existe una ma-
quina determinista que los reconoce en tiem-
po T={ni}, es decir, en tiempo polindmico. -
BEsta clase incluye todos los conjuntos fini-

tos, y también muchos mis de gran interés.

Desde el punto de vista prdctico las méguinas
de Turing como modelo de algoritmo se tornan

inadecuados pronto, pues la extrema sencillez
del modelo obliga a que cualguier algoritmo -
expresado en forma de midquina de Turing alcan
ce gran tamafio y dificultad de comprensidn; -
pero este paso no suele ser necesario, pues -
el andlisis de un algoritmo expresado en un -
lenguaje de alto nivel en término de la can-

tidad de "operaciones elementales" que reali

za conduce a resultados equivalentes mbédulo -

un polinomio.

2.2. La clase NP; otras clases.

Pasemos a continuacidn a establecer similar
método de acotacidn del tiempo para maquinas
no deterministas.

En tales mdquinas el nimero de diferentes --
cdmputos posibles puede resultar potencial--
mente infinito; pero, puesto gue hasta que -

uno de ellos acepte la entrada para gue &sta
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se considere aceptada por la miquina, parece
asimismo razonable considerar gue basta con
que uno de ellos la acepte en tiempo t para
dar la entrada como aceptada por la miquina
en tiempo t. No se impondrd la cota, por tan
to, a los cbmputos que rechacen la entrada,
y menos aln a los posibles cOmputos infini--

tos.

Asi pues, diremos gue una méguina nco determi
nista funciona en tiempo T, donde T es nueva
mente una familia de funciones fi:N+N, si pa
ra toda entrada de longitud n aceptada por -
la mdguina existen una fieT y un cémputo de

la mdquina que acepta la entrada en menos de

fi(n) pasos.

Finalmente, la clase NP es la formada por --
los conjuntos de palabras decidibles median-
te mdquinas no deterministas en tiempo poli-
ndémico; es decir, acotando el funcionamiento

de las m&quinas por la familia T={n'}.

A modo de ejemplo, consideremos un problema
gue serd Gtil m&s adelante: la satisfactibi-
lidad de férmulas booleanas proposicionales,
que llamaremos SAT. Una férmula proposicio--
nal se obtiene relacionando simbolos de va--
riable, a los que se pueden asignar los valo
res “"cierto" y "falso", mediante operadores
de negacién, disyuncién y conjuncidén. Cuando
en una férmula todas las variables han toma-
do uno de los dos valores, la f6rmula puede
simplificarse utilizando las tablas de verdad
de los operadores que en ella aparezcan. El -
problema que nos interesa es: dada una f&rmu-
la, ¢Existe alguna asignacién de valores a -
las variables que aparecen en ella, de forma
que al sustituir la férmula simplifique a --
"cierto"? De una tal asignacidn diremos que -

"satisface" la férmula.

Cuando una fdrmula se obtiene de otra susti-
tuyendo parte de las variables mediante una -
asignacién parcial, diremos que la asi obte-
nida es una"instancia" de la otra. Si una --
instancia de una férmula es satisfactible, -
la férmula lo es: basta completar la asigna-
cién que satisface la instancia con la asig-

nacidén gue la produjo.

Presentamos a continuacidén un algoritmo re--
cursivo determinista para decidir si una for
mula es o no satisfactible. Su tiempo de tra

bajo es exponencial. Se ignora si existe un



algoritmo polindémico para decidir SAT, pues

no se sabe si SAT esta en P.o no. El segundo
algoritmo muestra cbmo la introduccidn del -
no determinismo permite decidir la satisfac-
tibilidad de una f&érmula en tiempo polinémi-
co:

SATeNP.

Algoritmo para analizar una f6rmula es SAT
si la f6rmula no tiene variables

entonces si simplifica a "cierto"

entonces responder "es satisfactible”

si no responder “no es satisfactible"

fin del si

si no dar los valores'“cierto" y "falso" a una de

las variables, obteniendo dos instancias;

analizar ambas instancias;

si una de ellas al menos es satisfactible

entonces responder "es satisfactible"

si no responder "no es satisfactible"

fin del si
fin del si

fin del analizar.

Algoritmo no determinista para analizar una f6rmula es
conjeturar un valor “cierto" o "falso" para cada
variable de la f6rmula;

sustituir los valores en la f6rmula;

simplificar la férmula:

si el resultado es "cierto"

entonces responder "es satisfactible"

fin del si

fin del algoritmo.

Ademis de las clases ya mencionadas, P y NP,
existen otras clases que tienen asimismo in-
terés. La primera es C0-NP, formada por los
complementarios £*-L de los conjuntos L es

NP . Se ignora si CO~NP=NP o no.

Definiremos ahora las correspondientes a la
minima cota exponencial respectivamente para

determinismo y para no determinismo.

La clase DEXT es la f6érmula por aquellos sub
conjuntos de ¥ que pueden ser reconocidos -
en tiempo acotado por la familia de funcio--
nes T=(filfi(n)=2i'n} por mdguinas determi--
nistas.

Similarmente, la clase NEXT es la formada --

por subconjuntos reconocibles por miquinas -

no deterministas bajo la misma cota r={21""}

Nos preguntamos ahora: ¢aflade el no determi-
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nismo potencia al determinismo? Es claro que
PecNP , pero ées estricta esta inclusibm? Si-
milarmente, ¢estd DBXT contenido extrictamen
te en NEXT?

Esta pregunta es una mds de toda una gama de
preguntas similares, planteables para todos

los tipos de autfmatas que se conocen: ¢En -
qué casos el no determinismo es estrictamen-
te mas potente que el determinismo? Asi, se

sabe que es asi para midquinas de Turing no

acotadas, donde las mdquinas no determinis--
tas reconocen los conjuntos recursivamente -
enumerables. Sin embargo, para los autématas
finitos ocurre lo contrario: es sabido que -
para todo autémata finito no determinista --
existe otro determinista que reconoce el mis

mo conjunto.

En principio la imposibilidad de encontrar -

algoritmos polinémicos para NP l1llevd a conje
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turar que P # NP . Pero no ha sido posible -
por el momento construir un ejemplo de con--
junto en NP que no esté en P . Actualmente -
muchos matemidticos se inclinan por la inde--
pendencia de dicha conjetura respecto a la -

axiom&tica.

2.3. Reducibilidad y complejidad.

Las herramientas fundamentales de la teoria
de la recursividad, las reducibilidades, tie

nen también un andlogo polindmico.

Diremos que un conjunto LlCZI es m-reducible

polinomicamente a chz*, y lo denotaremos --

leLz, si existe una funcibn f:EI»Z; calcula
ble en tiempo polindémico, tal que erI ~——-

xely ?#f(x)eLz. Esta definicidn se diferen-

cia Gnicamente de su andlogo en la recursivi
dad en la condicién de calculabilidad polind
mica impuesta a la funcidn de reduccidn; en
adelante, y salvo que expresamente se indi--
que lo contrario, siempre que se cite la re-
ducibilidad deberd entenderse m-reducibili--
dad polinémica.

Intuitivamente, el hecho de que L, sea redu-

1

cible a L2 formaliza la idea de gque L, es -~

"m&s sencillo" que Ljy: si podemos resélver -
en tiempo polindmico Ly, también podemos re-
solver Ll; basta, sobre una entrada x, calcg
lar f(x) y decidir si f(X)eL2 para decidir -
si XeLl. Otra reducibilidad, la T-reducibili
dad, es también Gtil en el campo polindémico.
En /14/ puede encontrarse un cuidadoso an&li
sis comparativo de las varias reducibilida--

des polindmicas.

Alin debemos definir un concepto de importan-
cia, que formaliza la idea de "conjunto méas
difficil"™: un conjunto en NP es NP-completo

si todo conjunto en NP es reducible a é&1l.

Naturalmente, esta definicidn carece de inte
rés si P=NP, pues en tal caso todo conjunto
en P es NP-completo. Pero si P#NVP, esta no--

cién tendria importantes consecuencias.

Los siguientes hechos son inmediatos a par--
tir de la definicidn.

Proposicibn. Sea Lez™ un conjunto NP-comple-
to. Entonces, LeéP = P=NP.

8 Proposteidn.
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Proposicién. Sea re™ un conjunto NP-comple-
to. Entonces para todo L', L' es NP-completo

si y sblo si L'eNP y L«L'.

0 Progosicién.

En /7/ se demuestra que el funcionamiento de
una mdquina no determinista puede expresarse
mediante f&rmulas proposicionales, y se ex-=

trae la siguiente conclusién:

Proposicién. SAT es NP-completo.

0 Proposiecidn.

A partir de SAT, y reduciéndolo a otros con--
juntos en WP, la clase ¥P-completa ha creci-
do r&pidamente. En /10/ pueden encontrarse --
una elevada cantidad de problemas, todos ----
ellos NP-completos, provenientes de las mds -
diversas ramas de la ciencia.

Analogamente a NP, un conjunto es C0-NP-com-
pleto si estd en CO-NP y todos los conjuntos
en CO-NP son reducibles a &l. El siguiente --

hecho es asimismo inmediato:

Proposicién. L es NP-completo si y sélo st --—
I=5*-L es CO-NP-completo.

Finalmente, dos conjuntos Ll % L2 son equiva-
lentes si leLz y LzaLl. Evidentemente, todos
los conjuntos NVP-completos son equivalentes -

entre si.

Todas estas definiciones se orientan hacia la
siguiente idea: para demostrar constructiva--
mente que P#NP , parece razonable intentarlo
con los "mas dificiles" en la clase NFP: los
NP-completos. Viceversa, para demostrar gue
P=NP bastarfa con encontrar un problema ----
NP-completo que admitiera resolucidn mediante
un algoritmo determinista polinfmico. Y aun--
que ambos objetivos han desaparecido del hori
zonte de objetivos inmediatos, pues se piensa
en otro tratamiento para la cuestidn PF#P, re
ducibilidad y completitud han demostrado so-~
bradamente ser conceptos de suficiente inte--
rés y rigueza como para merecer un estudio de
tallado.
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3 S CONS S,

3.0. Problemas distintos que en el fondo no

lo son.

El grado de abstraccidn que impone el estu--
dio de la complejidad desde nuestra Sptica,

cuyo principal exponente es la codificacidn

de problemas en términos de conjuntos de pa-
labras sobre alfabetos y su manipulacién me-
diante tan precarios mecanismos- como son las
miquinas de Turing, comporta una interesante
consecuencia: el olvidar el origen de cada -
problema, haciendo abstraccidén de sus carac-
teristicas peculiares, y conservando {nica--
mente aquellas propiedades que permanecen in
variantes al codificar el problema; y, pues-
to que parece razonalbe considerar que el -
problema es el mismo si Gnicamente variamos

de forma no sustancial la codificacidén, po--
dremos incluso considerar tan sSlo propieda-
des invariantes bajo cualquier codificacidn,
siempre y cuando la codificacibén no modifi--
que artificiosamente la complejidad del pro-
blema. Formélizaremos estos Gltimos concep--
tos, sin perder de vista el hecho de que nos
interesan principalmente los grados polindmi
cos de complejidad.

Para ello partiremos del siguiente hecho: da
das dos codificaciones del mismo problema, -
relacionadas entre si mediante una biyeccién
que se comporta como reduccién polindmica en
ambos sentidos, no s8lo podremos afirmar que
son polindémicamente equivalentes, sino que -
en cierto modo conservan una misma estructu-
ra (hecho éste Gltimo que procede de la exis

tencia de una reduccidn mutua biyectiva).

Se puede considerar en este punto una analo-
gia con la teoria de la recursividad, en la

que aparecen similares consideraciones: ade-
mids de las m—equivalencias y de las T-equiva
lencias dadas por sus respectivos prebrdenes
- las reducciones -, la definicidén de isomor
fia recursiva plantea similares exigencias:

una biyeccién que actia como reduccién en --
ambos sentidos. Las relaciones entre equiva-
lencias e isomorfia recursiva, cuyo princi--
pal resultado en la recursividad es el teore
ma de Myhill, pueden entonces replantearse -
bajo la cota polindmica; en la prdxima sub--
seccidn demostraremos el andlogo polinomial,

ligeramente debilitado, al teorema de Myhill.
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Asi pues, definimos: dos conjuntos de pala--
bras Llczi y LZCZ; son polindmicamente iso--
morfos (abreviado p-isomorfos) si existe una
funcidén biyectiva f:Zi»Z; tal que tanto f -

como f_1 son calculables en tiempo polindmi-
co y actlan como reducciones de L,<=L, median

te f y L,=<L. mediante £,

271

Evidentemente, en tal caso L,y L2 no sélo -
son polinémicamente equivalentes, sino que -
ademds la complejidad en su reconocimiento -
procede de las mismas causas; su estructura
es suficientemente similar como para permi--
tir trazar entre ellas un paralelismo fécil

de calcular: computable en tiempo polindmico

El teorema de Myhill afirma: todos los con--
juntos El—completos son recursivamente iso--
morfos (/16/). Podemos preguntarnos, descen-
diendo a las regiones polinomiales: éSon iso
morfos entre si todos los conjuntos NP-com--
pletos? Si asi fuese, un conjunto finito no
podria ser NP-completo, luego P#NP. Inversa-
mente, Berman y Hartmanis conjeturan que ba-
jo la hip&tesis P#NP, la respuesta es afirma
tiva; es la llamada "conjetura de isomorfia",
gue ocupa posicifén privilegiada entre los --
problemas abiertos en la teoria de la comple
jidad.

Si que es posible dar una condicidn suficien
te para que dos problemas VP-completos sean

isomorfos, estableciendo un teorema cuya de-
mostracidn sigue los pasos del teorema de --
Myhill. En su virtud, y mediante algunos le-
mas técnicos de sencilla aplicacién, Berman

y Hartmanis han comprobado que los conjuntos
NP-completos conocidos son p-isomorfos entre
sf (/11/, /12/): la condicidén suficiente del
teorema es de tal generalidéd que an no ha

aparecido ningtn conjunto V¥P-completo que -
no la cumpla.

Dado gue la exhibicién de un contraejemplo -
no parece, a la vista de los resultados, la
mejor forma de intentar refutar la conjetura
de isomorfia, el esfuerzo se ha concentrado
en ciertas familias de conjuntos que mis ade
lante definiremos. Los resultados de este es
tudio, si bien no demuestran la conjetura, -
la avalan, en el sentido de que los resulta-
dos que se demuestran coinciden con las con-
secuencias que tendria la conjetura de iso--
morfia.
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3.1. E1 teorema de Berman y Hartmanis.

La pregunta que da origen al teorema de Ber-
man y Hartmanis es sencilla: ¢Bajo qué hip6-
tesis puede asegurarse la posibilidad de ---
construir un p-isomorfismo entre dos conjun-
tos a partir de reducciones entre ellos en -

ambos sentidos?

El equivalente en teoria de la recursividad

se conforma con la hipStesis, bastante razo-
nable por otra parte, de inyectividad. La -
obligacidn adicional de que el isomorfismo -
sea calculable en tiempo polindmico impondra
una nueva hipStesis que permita controlar el
tiempo de cdlculo del isomorfismo, asi como

la posibilidad de calcular en tiempo polind-

mico las funciones inversas.

Una funcidén de reduccién polinémica f recibi
rd el calificativo de "invertible" si es in-
yectiva y ademis su inversa f.l es calcula--
ble en tiempo polindémico. Una funcién de re-
duccién polinémica f es "creciente en longi-
tud" si la longitud de f(w) es estrictamen-
te mayor que la de w para cualquier posible

argumento w de f; es decir, |f(w)|>|wl].

En este punto podemos enunciar y demostrar -

el siguiente:

Teorema. (/3/) Sea A«B mediante p, y B«A me-
diante q, donde p y q son funciones de reduc
cidn invertibles y crecientes en longitud. -

Entonces, A y B son p-isomorfos.

Demostracién. Sea s(n) un polinomio que aco-
te simult&neamente el tiempo necesario para

calcular p,c_[.p"1 Yy q—l.

Su existencia garantiza que el que p_1 o q_l
estén indefinidas sea decidible en tiempo po
linSmico: basta dar s{n)+l pasos y contestar
"indefinido"” si en este tiempo no se ha ha--
llado un resultado.

El isomorfismo que definiremos coincidiri --
con p en ciertos puntos y con q_1 en otros;

ambas funciones cumplen que xeA «=p(x)eB ---
(respect. xeAes q l(x)eB), con el inconve---
niente de que la primera no agota todo B (no
necesariamente es suprayectiva) y de que la

segunda no siempre estd definida; sin embar-
go, podemos utilizar p en unos casos y q-'1 -
en otros, de forma que q | se utilice sufi--
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cientemente como para asegurar gue se abarca
todo B; m&s alin, la decisibn de si utilizar
p © g puede tomarse en tiempo polindémico. --

Veamos cémo.

Sea I el alfabeto en que codificamos A y T -
el de B: Acr®, Bel”. Dividiremos :* (y TI'*) -
en dos partes disjuntas de la siguiente for-
ma: para cada er*, consideramos sus sucesi-
vas imagenes inversas, en la siguiente suce-
sidn:

x, g 0, p g ),

G BTN IRt N € S

Similar construccidn puede hacerse para yeF*,
; -1 -1
aplicando en forma alterna p ygqg ty, -
-1
p

y g crecientes en longitud, |x|>\a_l(x)‘>...,

Y), q_l(p_l(y)),... Ahora bien, siendo p

lo que implica que tales sucesiones son fini-
tas; es decir, que en algln momento no sera
posible aplicar p_l o q_1 por estar indefini
das. Es mds, las sucesiones tienen a lo méas
|x[+l elementos, pues cada uno tiene una lon
gitud inferior al menos en 1 a la del ante--

rior.

Definimos ahora R1 como el conjunto de aque-
1los x¢I” tales que la sucesién asi construi
da termina en un elemento de £* , es decir,

llega a un punto en que no es aplicable q_l.

Su complementario R2=E*—R serd por tanto el

conjunto de los xeLl* cuyalsucesién termina -
en un elemento de T'* , es decir, llega a un
punto en gue no es aplicable p-l. Analogamen
te, S1 serd el conjunto de las yer* tal que
su sucesidn asociada termine en T por no -

poderse aplicar p_1

' Y SZ=I‘*—Sl estard for--
mado por palabras cuya sucesidn termina en -
£* por no estar definida q '. La figura si--

guiente ilustra la definicidn:
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. Rl © g2 ‘ R2 S1
: oy X : :
X T \\\; y
< _ |
~! (x) bl (y)‘_/
LT = o
SRS g e
b _
T, e
(p(z)) 7] rplg(z'))
B N (2) (z')//
4P 4 Q\L
z - z!
)\ , ./ T

2€35% 2¢q(r*) = g 1 (z) indef.

2€T%, 2@ p(E*) = p Y(z') indef.

*
Puesto gue para cada xer” (respect. yel'")
sucesién a la gue pertenece estd definida
univocamente, RlnR2=¢ (respect. Sln82=¢).

M&s afin, podemos decidir si xeR1 o xeR, en

2
tiempo polindémico, pues reconstruir hacia --

atrds la sucesidn precisa Gnicamente |x|+1
1 -1
ya .
cuales precisa menos de s(|x|) pasos, y la

evaluaciones de p cada una de las

comprobacidén de estar al final de la suce---
o q—l
nuevamente en s(|x|) pasos. Luego la deci---

sién (p_l indefinidos) puede hacerse -

sidn XeR, 6 XeR, puede realizarse en

(n 2)s(n) pasos.

Definamos ahora

p (%) 'si x € Rl

-1

g “(x} si x € R

2

Puesto que en todo R por construccidn, es-
Su

inyectividad se deduce de la de p y q, te---—

27

td definida q_l, ¢ es una funcidn total.

niendo en cuenta que RlnR2=ﬁ, Sln82=ﬂ,
¢(Rl)=S2 y ¢(R2)=Sl. La sobreyectividad de ¢

se deduce del hecho de que su inversa es:

gqly) si y € N

que es total puesto que si yeS., entonces

2
p_l(y) estd definido por construccién.

Que $ es calculable en tiempo polindmico se

S ix - -1
deduce de su definicién, asi como que @

también lo es. Finalmente, para cualquier --

*
xeZ , si xeRl entonces

xeh e P (x)

p(x)eB
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por ser p una reduccién de A a B, y si xeR
entonces

2

X€A == $(X) = g L (x) B

por ser g una reduccién de B a A, de donde ¢
es reduccidén de A a B; es inmediato por ana-
logos motivos que ¢-l es una reduccidén de B
a A, con lo cual ¢ es una bivecciédn que fun-
ciona como reduccidn en ambos sentidos: por

tanto, A y B son p-isomorfos.
[ Teorema

3.2, Y su modo de empleo.

Estd claro que el anterior teorema por si so

lo no comporta consecuencias de interds de -
cara a la conjetura de isomorffa sin un ana-
lisis de las condiciones que exige, y espe--
cialmente de la hipbtesis de crecimiento en
Podria darse el caso de que esta -

fuera excesivamente

longitud.

condicién restrictiva e
impidiera la aplicacién del teorema con un -

minimo de generalidad. En esta seccién dare-

- mos algunos lemas, quizi excesivamente té&cni

cos, pero que facilitan la comprobacidn de -
condiciones suficientes para que se cumplan
las hipbtesis del teorema de Berman y Hartma
nis. Estos lemas se encuentran en el mencio-
nado artficulo junto al teorema principal.
El primero de estos lemas da una condicién -
suficiente para asegurar la existencia de re
ducciones crecientes en longitud e inverti--
bles a partir de reducciones invertibles sin
mds: Mis adelante veremos que SAT cumple ta-
les condiciones, lo que asequra que la hipd~
tesis de crecimiento en longitud es muy poco
restrictiva.
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El segundo lema permite asegurar la existen-
cia de funciones invertibles a partir de re-
ducciones cualesquiera bajo condiciones que
como también veremos son asimismo poco res--
trictivas.

La combinacién de ambos lemas conduce a un -
teorema que da condiciones suficientes para
poder aplicar al teoréma de Berman y Hartma-
nis. Tales condiciones resultan ser de senci
1la comprobacién en otros problemas NP-com--
pletos, y en /3/, /11/, /12/ puede encontrar
se un andlisis exhaustivo de los principales
conjuntos NP-completos que conduce al hecho
de que todos ellos son p-isomorfos a SAT (y

por tanto p-isomorfos entre si).

Previamente precisamos definir el concepto -
de "funcién de relleno". Dado un conjunto --
ACZ*, Z es una funcidén de relleno para A si
es inyectiva y verifica que Z(X)eA <= XxeA.
Podemos demostrar ahora el siguiente

Lema. S7 4 B mediante una funcidn inverti-
ble f, y o biten A o bien B posee una funcidn
de relleno Z tal que tanto ella como su in--
versa %z - son calculables en tiempo polindmz
co, y que cumple que |Z(y)|>|ly|?+1 para cual
quier y, entonces A=B mediante una funcidn -

' invertible y creciente en longitud.

Demostracidén. Sea g(n) un polinomio que aco-
ta el tiempo de cdlculo de f y de £, v su-
pongamos que es A quien posee la funcibn de

relleno Z. La condicién impuesta a 2 implica
que aplicdncola repetidas veces podremos con
seguir que |2%(x)|>q(|x|) para todo x y un -
cierto r fijo. Por otra parte, el ser de re-
lleno implica que a partir de xeA, 27 (x) que

da en A, y a partir de x¢£A, Zr(x) no entra -

—

Z es relleno en A
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(7760

en A; por tanto, su composicidn con la re--
duccién f, sea f'=f Z , es una nueva re--
duccién., Veamos que el hecho de que 7' in--
cremente la longitud al menos seglin g asegu
ra de £' es creciente en longitud.

Para ello veamos que f no decrementa la lon
gitud en mds de g; la idea es que si tal --
fuese, f_l no podria calcularse en tiempo
q. En efecto, f-l no puede escribir més de

q(]x|) sfmbolos, pues sblo en escribir el -
resultado se tardaria més tiempo que el que
permite la cota g. (Este razonamiento sera

nuevamente utilizado mis adelante en varias

ocasiones.) Asi, si |foZ'(x)|<|x|, entonces

[f—lofozr(x)lsq(|x|); pero £ lg,25 (%) =

= z%(x), |zt (x) |<q(]x|), contra la defini

cién de r. Luego £'=f,27 es reduccibn cre--
ciente en longitdd, y tanto ella como su in-

—l)r -1

versa (2 of son calculables en tiempo -

polinémico.

Queda por analizar el caso, relativamente si
milar en que guien posee la funcidn de relle
no Z es B. Por la razdn antes expresada, f -
no decrementa la longitud en una relacién ma
g £ [ 2]x].

es calculable en tiem-

yor de q; es decir, 8i asf no

fuese, puesto que f_
po q, |x| = ‘f_lof Yl¢g(|£f(x)])<|x| es una
clara contradiccién. Ahora bien, fijado r --
tal que |z%(x)|>g(|x]), la funcién f£'=z%,f -
[2%0E(x)| =

27 (£(x0)) [>q (£ D) 2],

te en longitud; andlogamente al caso ante---

verifica |f'(x) |

luego es crecien

rior, hereda de f y 7Y calculabilidad polind

mica, invertibilidad y ser reduccidn.

La figura adjunta da una idea intuitiva de
cémo se utiliza la funcidn Z para conseguir
una reduccién creciente en longitud, segilin
sea el caso de que Z es una funcidn de relle

no para A o para B.

N

Z es relleno en B.

O Lema
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Este lema nos permitir§ construir reduccio-
nes sin preocuparnos de si son creciente en
longitud. Veamos ahora un lema de similar

estilo que asegura bajo ciertas condiciones
la inversibilidad de una reduccién construi
da a partir de cualquier otra reduccién. De
hecho, 10 que el lema demuestra es que di--
cha inversibilidad depende, en cierto modo

exclusivamente, de la estructura interna --
del conjunto analizado.

Lema. S7 un conjunto A admite dos funciones
D:Z*+Z*, s:2% x Z**Z*, computables en tiempo
polindmico, que cumplen las condiciones si-—

guientes:

1) Yo Vy, S(x,y)ed <=zxeA

ii) Yz Yy, D(S(x,y)) =y

entonces para todo conjunto C A y toda re-
duccidn f de C de 4, la funecidn f'(y) =

= S5(f(y),y) es una reduccidn invertible de
C a A.

Demostracién. En primer lugar, ndtese que

S deberd ser inyectiva respecto de su segun
do argumento: si S(x,y) = S(x,y'), aplican-
do D, y=D(S(x,y))=D(S{x,y"))=y".

la f' definida es

Por tanto,
nyvectiva. La condicién i)
asegura que si f es una reduccibn, £f' tam--
bién lo es: yeC & fy)eA & S(f(y), y)eA. Fi
1 estd definida

sobre aquellos z para los que existe y con

nalmente, la inversa (f')

S(f{y),y)=z, para los que se cumple por tan
to D(z)=D(S(f(y),v))=y:
los z que cumplen S(£(D(z)),D(z))=z.
tanto (f')_l

sustituyendo, son
Por --
viene definida por

D(z) si z=S(f(D(z)),D(z})
(£ z) =

indefinido si no

que claramente es calculable en tiempo poli

némico por serlo f,S y D.

0 Lema.

De hecho, 1o que el anterior lema exige al
conjunto A es, en cierto modo, ser suficieg
temente rico en elementos como para poder -
permitirse el lujo de incluir, para cada --
uno de sus elementos xeA, una "copia" ente-
ra, calculable en tiempo polindmico, de la
cantidad exponencial de palabras gque forma
todo b {("copia" que es S(x,Z*)cA para Xel;

recuérdese que S es inyectiva), pero sin ix
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se demasiado lejos" a buscar palabras para -
S(x,Z*), pues la informacién correspondiente
al segundo argumento de S(x,y) debe poderse
obtener en tiempo polindmico (mediante la --
funcidén D(S(x,y))=y). Es mds, obsérvese que
el complementario de A, A , debe gozar de pa

recida riqueza, pues asimismo debe albergar

una copia de pi para cada uno de sus elemen-
tos (pues x€A  S(x,I")cA). Como veremos, es
to obliga al conjunto a tener una "densidad"
minima, por debajo de la cual el conjunto no
tendria suficientes elementos. En la seccidn

3 se detallaran estas afirmaciones.

Asf, si el conjunto admite funciones S y D,
mientras la funcién § permite convertir en -
inyectiva una reduccidn, la funcidén D permite
asegurar que en dicha conversidn se gana ade-
mids la posibilidad de calcular la inversa en
tiempo polindmico, por lo cual a partir de -
una reduccibn cualquiera obtendremos una re-

duccidn inversible.

Un lema mds, que concierne especfficamente a
SAT, seri el dltimo escaldn hacia la versién
directamente aplicable del teorema de Berman-
Hartmanis.

Lema. SAT admite una funcidn de relleno Z y
funciones S y D que satisfacen los anteriores

lemas.

Demostracidn. Unicamente daremos las defini-
ciones de S, D y Z; que las hipftesis de los
lemas se satisfacen se reduce a una mera com
probacién.

La funcién S(w,y) se calcula como sique: su-
pongamos que
T = {0,1}:

Compruébese gue w es una fdérmula bien forma-
da;

S8i lo es, entonces sea r el mayor iIndice de
variable usado en w;

si no, r:=0;

Definase entonces

S(w,y)=WA(xr+lv'1xr+1)A ZYA ceees A z

donde n=ly|, y

. Xrt1+i Si la i-&sima letra de y
z, = es 1,
i
jxr+1+i $i es 0;
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Tal cdlculo precisa Gnicamente tiempo polind
mico, y también basta tiempo polinbémico para
comprobar que una férmula dada tiene una ter

minacién de la forma

(X v X DA 29 a4 ceenZy

y reconstruir a partir de tal terminacién la
palabra y; con lo que D tambié&n es calcula--

ble en tiempo polinémico.

2
Finalmente, la funcidn Z(w),O(IwI +1) es una
adecuada funcibén de relleno, por lo cual el

lema queda demostrado.

0 Lema

Una vez en este punto, el siguiente teorema

es casi inmediato.

Teorema. Un conjunto NP~completo B es p-iso-
morfo a SAT si y sdlo si existen funciones -
SB y D

B verificande

i) Vx Vy, SB(x,y)eB(r»xeB

ii) VYo Vy, DB(SB(x,y)) = y.

Demostracién. Por ser B un conjunto VP-com--
pleto existen reducciones polinémicas SAT B,
sea mediante f y B SAT, sea mediante g. Pues
to que SAT posee funciones S,D que satisfa--
cen el correspondiente lema, g puede trans--
formarse en otra reduccién g' invertible; --
por andloga razdn, SB y DB permiten cons----
truir una f' invertible. Ahora bien, en vir-
tud de la funcién Z de SAT, componiendo una

cierta z¥ por delante con f' y una cierta --
Zr' por detrds con g', obtendremos f'' y g''
invertibles y crecientes en longitud. Por el
teorema de la subseccién anterior, B ser§ --
p-isomorfo a SAT.

La implicacifn reciproca es sencilla: sean -
B y SAT p-isomorfos, y sea el isomorfo: --
las funciones

=91
SB o S

DB=D0¢

verifican las condiciones exigidas, como un

cuidadoso andlisis muestra.
0 Teorema

Asi, basta pues demostrar que un conjunto --

NP-completo B admita funciones S Y Dy como

B
las expresadas para que se siga de inmediato

su isomorfismo con SAT; como queda dicho, en
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/3/, /11/ y /12/ pueden verse ejemplos de -
tales funciones para una inmensa variedad -
de conjuntos NP-completos. Si bien no queda
demostrado para todos, por lo que la conje-
tura de isomorfia se queda en conjetura, si
se deduce que la via del contraejemplo direc

to no serd la mejor para refutarla.
Sin embargo, pasamos a estudiar nuevas vias
que no resultan, en tal sentido, mejores, pe

ro que conducen a interesantes resultados.

3.3. Ciertos conjuntos parecen fitiles.

Renunciando a buscar un conjunto NP-completo
que no sea isomorfo a SAT, se puede intentar
refutar la conjetura de isomorfia de la mane
ra dual: buscando conjuntos no isomorfos a

SAT que sean NP-completos. Definiremos dos -
familias de conjuntos, una contenida en la -
otra, cuyos elementos en ninglin caso pueden

ser isomorfos a SAT. Nuestra pregunta ser§ -
entonces: alguno de ellos puede ser NP-com--
pleto?

La primera familia, que viene estudidndose -
desde 1974, es la de los conjuntos monolite-
rales ("tally languages" en terminologia in-
glesa) . Se puede demostrar (/8/) que las cla
ses NEXT y DEXT definidas en 2.3 coinciden -
sl y solamente si todos los conjuntos monoli
terales en VNP estén en P ; si hubiese un con
junto monoliteral en NP-P, podriamos cons---
truir un conjunto en NVEXT-PEXT a partir de -
€l. Al respecto, se deduciria de la conjetu-
ra de isomorfia que no habria conjuntos mono
literales en la clase NP-completa, como vere
mos mds adelante. Luego la existencia de con
juntos monoliterales NP-completos implicaria
simult&neamente la falsedad de la conjetura
de isomorfia y la no coincidencia de las cla
ses NEXT y DEXT .

Al analizar el porqué de la imposibilidad de
que un conjunto monoliteral sea isomorfo a
SAT se encuentra que la causa radica en el -
hecho de que un conjunto monoliteral no con-
tiene suficientes palabras comoc para admitir
una funcidn inyectiva como la funcidn S de
la anterior subseccibn; pero esto es genera-
lizable a toda una familia de conjuntos cuyo
tamafioc no crece adecuadamente para albergar
copias distintas de £*. para precisar estos

conceptos, definimos la funcidn "censo".
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Definicidn. Dado A ¢ L% la funcidn CA:N*N, -
llamado "censo de A", es

CA(n) = card (anz*T).
Es decir, CA(n) es el nlmero de palabras en
A de longitud menor o igual a n. Al acotar -
el censo, impediremos que el conjunto posea

la funcién inyectiva S adecuada.

Definicidn. Un conjunto T es esparso si exis
te un polinomio p que acota el censo de T; -
es decir,

CT(n)sp(n) neN.

Ahora bien, SAT no es esparso. M&as ain:

Proposicidn. Ningun conjunto no vacto que po
sea funciones S,D cumpliendo el lema de la -

subseceidn 3.2 puede ser esparso.

Demostracifén. Supongamos qgue T es esparso, y
sea p un polinomio que acota su censo. Supon
gamos ademds que T admite una funcién $§ cal-
culable en tiempo polinémico y tal que cum--
ple la hipStesis vx Vy, S{(X,y)eT e xeT, y --
sea xoeT. El que S(xo,y) sea calculable en -

tiempo polindmico, g(y), implica que

Is(xg.v) | < aliy])

pues de lo contrario no habria tiempo sufi--
ciente ni siquiera para escribir el resulta-

do. Luego, teniendo en cuenta que x, T,

0

S(xo,z*“)cz*q(“) S(x,2"Me T,

luego

S(XOIZ*n) c E*q(n) n T.

Por tanto,
card (S(xO,Z*n)) < card(Z*q(n) nT) € plgn)).

de donde se deduce gue S aplica la cantidad
exponencial de palabras en " en sélo una
cantidad polinémica de imdgenes p(g(n)): no
puede ser, por tanto, inyectiva, lo que impi
de la existencia de una funcién D que a par-
tir de S(x,y) recupere la segunda componente.
Si el conjunto admite funciones S y D, no --
puede crecer s6lo polinfémicamente, no puede

ser esparso. La proposicién queda demostrada.

d Proposicidn

De la proposicidn anterior y el teorema fi--
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Corolario.

nal de la subseccifn 3.2 se deduce de inme-
diato el resultado que sigue:

Ningin conjunto esparso puede —-—

ser Zsomorfo a SAT.

0 Corolario.

Puesto que todo conjunto monoliteral es es-
parso, ya que su censo estd acotado por la
identidad, ningln conjunto monoliteral puede

ser isomorfo a SAT.

Nos preguntamos ahora: ¢Existen conjuntos mo
noliterales NP~completos? ¢Existen, al menos

conjuntos esparsos NP-completos?

Piotr Berman respondid negativamente a la --
primera cuestién en 1978 (/2/); Steve Maha--
ney respondid negativamente a la segunda en
1980

Berman en la seccidn 4, y el de Mahaney en -

(/15/) . Estudiaremos el resultado de P.

la seccidn 5.

4, CONJUNTOS MONOLITERALES.

4.0. Un teorema y su corolario.

El hecho de que si P=NP, entonces todo con--
junto en P, finitos, monoliterales y espar--
sos inclusive, es NP-completo, hecho que --
fué visto en la seccidén 1, conlleva el plan-
teamiento de su reciproca. Evidentemente, la
existencia de un conjunto N¥P-completo finito
implicaria P=NP, pues todo conjunto finito -
estd en P (ver proposicidn en la seccién 2.1)
{Tiene la misma consecuencia la existencia de
conjuntos monoliterales, o esparsos, en la —-
clase NP-completa? La conjetura de isomorfia,
como hemos visto, implicaria una respuesta --
afirmativa.

El principal teorema en la presente seccidn.
debido al polaco Piotr Berman, afirma que no
hay conjuntos monoliterales NP-completos sal
vo que P = NP Lo obtendremos como corolario

de un teorema ligeramente mis técnico.

Consideremos previamente la siguiente defini

ci6én: una funcién f: ¥

* -
~ I" serd "esparsa"
si existe un polinomio p tal que

card (£(g*™M))

sp(n) vneN. Es decir, la funcién
f "comprime" la cantidad exponencial de pala-
bras en »*" en s6lo una cantidad polinémica -

de im&genes.



Los ejemplos que siguen muestran una funcién

esparsa y una que no lo es.

Ejemplo. La funcidn f definida por
£(A) = A
£(0) = £(1) =0

£(00) = £(01) = £(10) = £(11) =1
£(000) = £(001) = ..... = £(111) = 00
£(0000) = ecvucennn .= £(1111) = 01

es esparsa : card(f(E*n)) = n+l,

Ejemplo. La funcién f' definida por:
f(A) = A
£(0) =1
£(1) = 11
£(00) = 111
£(01) = 1111
£(10) = 11111

.
.

no es esparsa: una funcién inyectiva nunca -

esparsa, pues card(£(*™)) = card(z™™ .

Una sencilla proposicién relaciona la defini-
cién de funcidn esparsa con la de conjunto --

esparso.

Proposicién. Toda funcidn de rango esparso f

ealculable en tiempo polindmico es esparsa.

Demostracidén. Sean p, g polinomios gque acotan
respectivamente el censo del rango y el tiem-
po preciso para calcular f. Por el razonamien
to, ya utilizado en otros puntos, de que los
pasos de escritura estdn acotados,
[£(x)|¢q(]x]), por lo cual f(Z*n)CZ*q(n).
Luego

card (£(2*1)) <card (£(z*) n 2" ) <p(qn))

ya que £(2) es esparso.
0 Proposieidn.

La condicién de calculabilidad en tiempo poli
némico es necesaria, como muestra el segundo
de los anteriores ejemplos; a su vez el prime

ro muestra que el reciproco no es cierto.
El teorema gue precisamos, cuya demostracidn

se verd en la préxima subseccién, se enuncia

como sigue:
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Teorema. S%¢ SAT

es reducible a cualquier --
conjunto L mediante una reduccidn esparsa f,

entonces P = [P,

0 Teorema

Veamos como este resultado conduce al gque --

ahora nos interesa.

Corolario. Si P#ENP, entonces no existen con-—

Juntos monoliterales NP-completos.

Demostracidén. Sea S un conjunto monoliteral,

y ael tal gque Sca”. Supongamos que S es ~—-
Vp-completo, y consideremos una funcién f -

ague reduzca SAT a S.

Definamos la funcién

£ (x) si f(x) € a*
£'(x)=
b si no, donde bE€Z, b# a.

Por ser f calculable en tiempo polinémico, -
también lo es f'; en efectc, la longitud de
f(x) es polinémica en la de x, y basta reco-
rrer f(x) para comprobar que sf§lo contiene -
el simbolo a.

Ahora bien, si FeSAT, f(F)eSca*, por lo cual
f£(F) = £'(F) y f'(F)eS. Asimismo, si -=-—-----
f'(F)eSca) entonces £'(F) = £(F), y de f(F)eS
deducimos que FeSAT. Luego f' es también una

reduccién de SAT a S.

El rango de f' estd contenido en a”uib}, lue
go es esparso; f' es calculable en tiempo po
linémico; en virtud de la anterior proposi--
cidn, es esparsa. Nos encontramos en las hi-
pbtesis del teorema, y deducimos de €1 que -
P = NP, en contradiccién con nuestra hipbte
sis.

0 Corolario.

4.1. La demostracidn pendiente.

Queda por demostrar el teorema de la anterior
subseccién. Para ello, consideremos el si-~--

guiente algoritmo recursivo:
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si la férmula es "cierto"

entonces responder "es satisfactible”

si no

aplicar a la formula la funcidén f;

asociar a la férmula el valor obtenido;

si la férmula es "falso".

o el valor asociado coincide con el de

otra férmula ya analizada y marcada

como insatisfactible

entonces

marcarlo como insatisfactible;

responder "es insatisfactible"

si no

dar los valores "cierto" y "falso" a una

de las variables.obteniendo dos nuevas

férmulas;

analizar

ambas fdrmulas;

si algquna de ellas es satisfactible

entonces responder "es satisfactible"

si no

marcarla como insatisfactible;

responder "es insatisfactible"

fin del si
fin del si
fin del si

fin de analizar.

La correccidn de este algoritmo para decidir
la satisfactibilidad de una fdrmula viene --

asegurada por el siguiente hecho:

Proposicién. El algoritmo anterior sdélo mar

ca foérmulas insatisfactibles.

Demostracidn. S6lo se marcan aquellas f&rmu-
las que se encuentran en al menos una de las

siguientes condiciones:

i) La férmula no tiene variables y es "fal

so" ;

ii) La substitucidén de ambos valores "cier-
to" y "falso" en alguna de sus varia--—-
bles ha dado como resultado dos f&rmu--

las marcadas;

iii) Su valor asociado coincide con el de al

guna otra férmula marcada.

Tengamos en cuenta que si f(F) = £(F'), en--
tonces FeSAT «= £ (F)eLe=s f(F')eL «=F'eSAT ---
puesto que F es una reduccién; consideremos
ahora una induccifn sobre el orden en que --

las f6rmulas son marcadas. La primera férmu-
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la marcada deberd serlo por i), luego es in-
satisfactible. Si en un momento dado todas -
las f6rmulas marcadas son insatisfactibles,

la siguiente en ser marcada, sea por i), ii},
serd asimismo insatisfactible. Luego solo se

marcan férmulas insatisfactibles.
0 Proposicion

La proposicidn qgue a continuacidn se enuncia
establece que el algoritmo marca fdrmulas ca
da cierto tiempo. Este hecho serd esencial -
para demostrar gue es realizable en tiempo -
polinémico.

Proposicién. S7 el algoritmo empieza el and-
lisis de las dos instancias de una férmula -
con k variables, entonces antes de terminar
el andlisis de las siguientes k+1 fdérmulas o
bien se encuentra una asignacidén que satisfa
ce la férmula, o bien se encuentra umn nuevo
valor asociado a marecar.

Demostracidn. Indusccibn sobre k. Adviérta-
se que si se analizan las dos instancias de
una férmula es que su valor asociado no esta
ba marcado.



Para k =1 en las instancias no quedan va
riables; si una es "cierto", se ha encontra
do la asignacién; si ambas son "falso", la

férmula desarrollada se marca.

Para k=n 1 : o bien ambas instancias son —-
marcadas de inmediato, y entonces se marca
la férmula, o bien una de ellas, con a lo -
mds n variables, es desarrollada; se aplica

la hipbtesis de induccidn.
0 Proposteidn.

Podemos ya demostrar que s6lo se analiza una

cantidad polindmica de f&rmulas.

Proposicién. - Sobre una entrada de longitud
n, el anterior algoritmo analiza a lo mds =-
(m+1).p(m) férmulas, donde p es un polinomio

que acota el cardinal de £z,

Demostracidén. Puesto que f es esparsa, -----
card(f(Z*m))sp(m), Gnicamente disponemos de

a lo més p(m) valores que asociar a las foér-
mulas. Dado que cada (m+l) fdrmulas, a lo --
mis, se debe marcar un nuevo valor, al termi
nar de analizar (m+l) .p(m) f6rmulas se debe
haber encontrado una asignacidn, de haberla,
y se deben haber marcado como insatisfacti--
bles todos los valores asociados, inclufdo -
el de la fdrmula inicial, caso de no ser sa-
tisfactible.

0 Proposicidn.
Asi, caso de disponer de una reduccifén espar
sa de SAT, mediante el anterior algoritmo po

drfamos decidir SAT en tiempo polindémico, de

donde se deduciria P = NP,

4.2. Un bonito ejemplo.

Con el fin de ilustrar cSmo el algoritmo de

la seccién anterior consigue "podar" el &r--
bol de instancias de una férmula, reduciendo
su exploracidén a un tamafio polinomial, propo
nemos el ejemplo de la férmula (en forma noxr
mal conjuntiva por razones de claridad) que

sigue. Hemos representado el &rbol completo

de instancias que exigirfa una exploracién -
de tipo exponencial; parte del &rbol estd re
presentado en trazo discontfnuo, y una terce
ra parte en trazo punteado.

Junto a cada férmula expresamos lo que podria
ser el valor asociado a cada férmula. Hemos -
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simulado astutamente el hecho de gque el con-
junto de posibles valores asociados es espar
so permitiendo sdlo cinco valores distintos
que se repiten. Por otra parte, como es 138gi
co, a férmulas iguales corresponde el mismo

valor.

El primer hecho que resaltamos es el siguien
te: cuando la f6rmula x4/\’1x4 aparece por se-
gunda vez en la exploracién del &rbol (que -
el algoritmo recorre en profundidad), pode--
mos ahorrar su desarrollo, puesto que ya en

su anterior exploracién se demostrd insatis-
factible. Similar razonamiento respecto a -
sucesivas apariciones de X4A7X4, asi como --
de x,A(Ix,vx,)ATx,, permite evitar la explo-
racidén de la parte del &rbol gue aparece en

linea de puntos.

Generalicemos ahora esta observacidn al caso
en que lo que se repite es, no ya la férmula,
sino su valor asociado. Puesto que dos f6rmu
las con el mismo valor asociado son simulta--
neamente satisfactibles o simultineamente in-
satisfactibles (segln el valor asociado esté
o no en L), una vez que se ha demostrado que
la primera aparicidén de un cierto valor co--
rresponde a una férmula insatisfactible, po-
dremos asegurar que toda nueva aparicidén del
mismo valor corresponde a férmulas asimismo
insatisfactibles.

Asi, cuando encontramos que el valor asociado
a (23 v x4) A Xy A ('-|X3 v X,) A _1X4 coincide con -~
el asociado a x4A7x4, ya probado no satisfac-
tible, podremos suspender el desarrollo, pues
de antemano sabemos que no serd satisfactible
Por similares razones, serd innecesario desa-
rrollar (1x2vx3) A (RyvRavr,) A (1x3vx4) A Kya
cuvo valor coincide con el de x3A(7x3VX4)A7x4,
ya probada insatisfactible. Toda la parte del
drbol en trazo discontinuo es "podada", pues

su exploracién es innecesaria.
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En este ejemplo queda claro que el nlmero de Demostracidn. La idea consiste en numerar bi

férmulas analizadas es pequefio en relacién - yectivamente todas las palabras de Z*, de --

- : . " . *
al nimero total de instancias en el &rbol; - ‘forma que el nimero n(w) asociado a weI pue

las proposiciones de la anterior seccién de- da calcularse en tiempo polinémico. Definien

muestran que es funcidn polindmica del nime- do
ro de variables, como se requiere, en todos

ML) = (1" geny
los casos.

para cada L, y la operacién inversa

4.3. Aquf no acaba la cuestién. D(L) = {w[ln(W)eL}

Al margen de la pregunta sobre conjuntos es- puede demostrarse f&cilmente que

parsos NP-completos, que estudiaremos en la
siguiente seccidn, podemos generalizar la -- LeNEXT=DEXT = M(L) eNP-P

pregunta sobre monoliterales en la siguiente

Y que para todo conjunto monoliteral L',
forma: ¢Existen conjuntos monoliterales en -

la clase NP-P? L'eNP-P «D(L"') eNEXT-DEXT

Recordemos que las clases NEXT y DEXT son -- de donde se deduce el teorema.

las aceptadas por miquinas no deterministas
0 Teorema.

y deterministas, respectivamente, en tiempo

2€-1 para alguna constante c. Los teoremas -

Asf pues, combinando los dos resultados ante

ue a continuacidén se expresan cuyas de-- .
d b 1Y ¥ riores, podemos afirmar que:

mostraciones se limitan a esbozar la idea --
principal, dan una idea del interés que tie- Teorema. Si bajo la hipdteeis P # NP puede
ne la pregunta arriba expuesta. En las refe-

demostrarse la existencia de conjuntos mono-
rencias bibliogrdficas pueden encontrarse --

literales en NP-P, entonces P = NP si y sdlo

las demostraciones completas. si DEXT=NEXT.

Teorema. (/4/). Si P = NP, entonces, DEXT = Demostracidn. Que P = NP = DEXT = NEXT esta
= NEXT.

ya demostrado. Pero si DEXT=NEXT, entonces -

por el anterior teorema no hay conjuntos mo-
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noliterales en NP-P, por lo cual la hipdte-
sis P # NP conduciria a contradiccidén. Luego

se tendria P = NP.

4 Teorema.
Estos diltimos resultados permiten hacerse una
idea de la importancia de los conjuntos mono-

literales en la clase NP , aungque se sepa gue

no pueden ser completos.

5 S _ESPARSQS.

5,0, Qué le falta y qué le sobra al teorema

de P. Berman.

Atacaremos a continuacidn la pregunta relati
va a la existencia de conjuntos esparsos en
la clase VP-completa. Para ello, es preciso
un cuidadoso andlisis del teorema de Berman

enunciado en 4.0 y de su demostracién.

En efecto, a falta de un tal andlisis la pri-
mera impresidn puede ser que el problema esté
ya resuelto; sin embargo no es asfi. La hipbte
sis "SAT es reducible a un conjunto esparso"

es distinta a "SAT es reducible mediante una

reduccidn esparsa", y el hecho de que SAT sea
reducible a conjuntos esparsos no implica que
las reducciones que aparezcan sean esparsas.

El teorema de Berman, tal como lo hemos enun-
ciado y demostrado, no tiene por consecuencia
alin la inexistencia de conjuntos esparsos —-—-
NP-completos (salvo P=FP). Es preciso debili-
tar la hipdtesis, de forma que baste con sa--
ber que la reduccibn es a un conjunto esparso
sin necesidad de afirmar hechos sobre la pro-
pia reduccidn. Veremos que esta debilitacién

de la hipb6tesis es posible, aunque laboriosa.

El primer hecho a resaltar es una primera de-
bilitacidén de la hipGtesis que no obliga a --
modificar la demostracidn. En el algoritmo de
exploracidn de férmulas desarrollado, el he--
cho que nos garantiza la terminacidén en tiem-
po polinémico es el de disponer f{inicamente de
una cantidad polindmica de valores asocia---
bles a las férmulas; dado que el algoritmo en
cuentra férmulas insatisfactibles con valores
asociados alin no marcados a intervalos linea-
les de tiempo, hemos conlcuido una cota para

el tiempo del algoritmo, (m+l) x p(n) foérmu--
las.
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Pero para esta conclusién es innecesario aco

tar el total de valores asociables: basta con
acotar los valores disponibles para férmulas

insatisfactibles, que serdn las Gnicas gue -
marcaremos; la cota de valores disponibles pa
ra férmulas satisfactibles es inGtil, pues en
ningln momento se hace uso de ella. Por ello,
la hipStesis de que la reduccién f de SAT a L
es esparsa puede sustituirse por la siguiente

mis débil:
card(f(SATnZ*n))sp(n)

Ya a partir de este nuevo enunciado pueden --

ser obtenidos los primeros resultados.

5.1. 8. Fortune nos echa una mano.

La anterior observacidn, puesta de manifiesto
por Steve Fortune, conduce a un resultado que
difiere del gue buscamos en menos de lo que -
podria parecer.

Teorema (/q/). Salvo que P = NP, no existen

conjuntos esparsos (CO-NP-completos.

Demostracidén. Sea SAT « S via f, donde f es -
computable en tiempo p(n), y sea g(n) una co-

ta polinSmica del censo de S. Se tiene:
card (f (% nmSAT))<card(2*p(n)ms)6q(p(n)),

es decir, puesto que las f&rmulas insatisfac-
tibles en SAT son aplicables sobre elementos
de S, hay tnicamente una cantidad polindmica
de valores asociables a las férmulas insatis-
factibles. En virtud de la observacidn de la
anterior subseccibn, el algoritmo de la sec--
cién 3 reconoce SAT en tiempo polindmico, por
lo que P = NP.

0 Teorema.

En este punto no es diffcil obtener una ver--
sién débil del teorema que buscamos, como pre
liminar al teorema final. Lo deduciremos del

siguiente

Lema. S7 existe un conjunto esparso NP-com--
pleto, S, cuyo censo es computable en tiempo

polindmico, entonces NP=CO-NP.

Demostracién. Basta demostrar gue un conjun-
to CO~NP-completo, como es S , estd en FNP. Pe
ro-bajo nuestras hipbtesis es posible decidir

S de forma no determinista, del siguiente modo:
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Algoritmo. para decidir si w€S es

Calcular k:= Cs(|wl);

Conjeturar k palabras distintas wy & L* tales

que |w,| < |ul;

Comprobar mediante el algoritmo no determinista

que reconoce S'que wiE s Vi;

Comprobar que w# w, Vi;

si todas las comprobaciones resultan vilidas

entonces responder "w pertenece a s"

fin del si

fin del algoritmo.

De hecho el algoritmo se limita a conjeturar
todas las palabras de S de longitud menor o
igual que la dada; si acierta con ellas, bas
ta que ninguna de ellas coincida con la dada

para que ésta no esté en S.

0 Lema.

Combinando los dltimos resultados, obtenemos

el siguiente

Teorema. Si existe un conjunto esparso —-—---
NP-completo, S, cuyo censo es calculable en

tiempo polindémico, entonces P = NP.

Demostracién. Bajo nuestras hipbtesis, por -
el anterior lema, se tiene que NP = (CO-NP. -
Pero entonces todo conjunto NP-completo es -
tambien (CO-NP-completo, luego S estarfa en -
las hipdtesis del anterior teorema, de donde
P = QNP.

[l Teorema

Hasta aqui cuanto puede obtenerse del teore-
ma de Berman. Nos encontramos cerca del re--
sultado de Mahaney, pero la eliminacidn en =~
el anterior teorema de la hipStesis de calcu
labilidad polinémica del censo exigiria modi
ficar la propia estructura del algoritmo uti

lizado para demostrar el teorema de Berman.

5.2. E1 teorema de Mahaney.

Nos serfia preciso para nuestro resultado, si
guiendo la linea del algoritmo del teorema -
de Berman, una funcidén gue nos asegure, pri-
mero, que dos férmulas con el mismo valor --
asociado son equisatisfactibles, por un lado
y tal que el conjunto de valores asociados a
f6rmulas insatisfactibles esté polinémicamen
te acotada, por otro. En el teorema inicial,

asi como en el de la anterior subseccién, el
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primer hecho quedaba garantizado por utili--
zar una reduccién, y el segundo gracias, en
un caso, a ser una funcidn esparsa, y en el
otro caso, a conseguir que la funcidn reduje
ra SAT a un conjunto esparso. En este dlti-
mo caso, esta reduccidn se obtenia a partir
de una reduccibén de SAT a S, y por tanto de
SAT a S, vy consiguiendo que § fuera reduci-
ble al conjunto esparso S.

Este Gltimo paso es el gque no podremos dar -
sin la hipdtesis adicional de computabili--
dad del censo. La idea para la demostracién
es que, aln sin conocer el censo exacto, el
que estd acotado polindmicamente nos permite
"ir probando” con todos los valores posibles
del censo, con la garantfa de que la vez que
utilicemos el censo real el algoritmo va a -

funcionar correctamente.

Asi, podremos construir una magquina polino--
mial no determinista M que con el valor exac
to del censo como dato reconoce justamente
S, v utilizarla para construir a través de
L(M) una funcién de SAT a S para cada valor
posible del censo, en la misma forma en que
en la anterior subseccidén la funcién se cons
truia a través de S. Estas funciones no po--
dré&n ser reducciones, pues en principio es -
posible que SAT ¢ NP. Pero nos conformaremos
con gue cumplan la hipStesis de equisatisfac
tibilidad de fdérmulas con el mismo valor aso
ciado, para fb6rmulas "pequefiitas", menores -
que el dato inicial; entre &stas, todas las
instancias a explorar.

Formalizaremos la construccidén de estas fun-

ciones en un lema previo. Sean:

p, un polinomio gue acota el censo de

S: Cs(n)sp(n) v n;

256



M, una mdquina no determinista que recono

ce S en tiempo polindmico;
f, una funcidn de reduccidén SAT « S;

r, un polinomio no decreciente gue acota

el tiempo necesario para calcular f.

Enunciemos un lema cuya demostracidn se verd

mis adelante.

Lema. Existe una familia de funciones ——---

Ln I £F > Z*, todas ellas calculables en --
£

tiempo polindmico, y un polinomio no decre--—
ciente q, tales que para todo m, y para toda
férmula F de longitud menor o igual que m, -
la funecidn Ln % correspondiente a los valo--
£

res n=r(ml) y k:Cs(n) verifica:

1) Para cada férmula F' de longitud menor
o igual que m, F'eSAT ==Ln k(F’)eS;

2

Z7)

card (L, (L TAT) )<p(q(3rim))).

Sk

Teorema.

Demostracidn

el

co del censo k=Cs(n), la funcién Ln k cumple
r

Es decir, "acertar"

con el valor auténti-
cuanto necesitamos: equisatisfactibilidad de
férmulas con el mismo valor asociado, por i),
y cota polinSmica de la cantidad de valores
asociables a férmulas insatisfactibles, por
ii). Esto s6lo vale para férmulas de longi--
tud menor o igual que m, pero no es preciso
mds: las instancias de la f&rmula inicial --
son asi.

En base a este lema, el teorema de Mahaney -

se sigue con facilidad.

57 existe um conjunto esparso S --
que sea NP-completo, entonces P=NP.

del teorema usando el lema. --
Basta considerar una iteracién del algoritmo

de la seccibn 4.1 para los diversos valores
de k:

Algoritmo

para decidir si F es satisfactible es

{Sea m la longitud de F:

Calcular n:=r(m);

2ara cada k entre 0 y p(r(m))

jterar

analizar F segln el algoritmo‘3.1,

utilizando L, g para calcular los
!

valores asociados,
no mis de
cias.

salir si

hasta analizar

(m+l) .p(g(3r(m)) instan

se ha encontrado una asigna

cidén que satisface F;

de lo contrario, pasar al siguiente Xk;

fin del iterar;:

si se

ha encontrado asignicidr

entonces responder "F es satisfactible"

si no responder

"F es insatisfactible"

fin del si

£in del algoritmo.
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La mdquina M precisard como entrada 3-tuplas

de la forma (#n, s, k), donde n es un entero

expresado sobre el alfabeto monoliteral {#},

k es un entero expresado sobre I (por ejemplo
en binario, utilizando del orden de log k ---
bits), y s una palabra de I”. Sobre tal entra
da realizari el siquiente algoritmo no deter-
minista:
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Algoritmo M es
Calcular p(n);
si k>p(n) o |s]>n

entonces xesponder "no"

si_no

conjeturar k palabras distintas, §y-..8
de £*, tales que |si|< [s]

ij;

comprobar que sié S Vi, mediante MS;

comprobar gue s # 55 Vi;
81 todo ello se cumple

entonces responder "si"

fin del si
fin del si

fin del algoritmo.

Este algoritmo no determinista, claramente -
polindmico, acepta toda entrada con k<CS(n),
rechaza toda entrada con k>CS(n) y con =-—---
k=Cs(n) acepta si y s8lo si sgS. Es decir, -
si en los datos se acierta con el censo, se

reconoce S; pero puesto que la mé&quina M fun
ciona polindmicamente, L(M)e¢NP. En realidad,
L(M) contiene toda la informacidén sobre S --
que admite reconocimiento polinémico. Esta--
mos en condiciones de pasar a la demostra-—-
cidén del lema.Puesto que L(M)eNP, v S es —---
NP-completo, L(M)«=S. Sea g la reduccidn, y -
sea q un polinomio no decreciente que acota

el tiempo de cdlculo de g.

Consideremos las funciones

_ n
Ly x(F) = g, £(F), k)

Para el valor adecuado de k, el algoritmo se

comporta exactamente como el de 4.1, por lo

que de existir una asignacifn que satisface

F debe ser encontrada con (m 1).p(g(3r(m)))

an8lisis de instancias, a lo m&s. Luego si -
la fdrmula es satisfactible, este algoritmo

asi lo indica. Es obvio que funciona en tiem
po polindmico, pues se limita a repetir una

cantidad polinSmica de veces un buble polind
mico.

Con este algoritmo podriamos decidir SAT, y
asi P=NP.

0 Teorema.

Tan s6lo queda pendiente la demostracién del
anterior lema. Definiremos una miquina no de
terminista, M, que nos serviri como escaldn
intermedio para construir las funciones Ln,k
que serdn definidas siguiendo un esguema del

siguiente tipo
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claramente calculables en tiempo polinémico.

Se tiene para |P|<m, n=r(m), k=Cs(n):

FeSAT e f (F) £S = M, rechaza f(F)

S
«>M acepta (%n,f(F),k)c: g(#n,f(F),k)GS,

luego FeSAT &= L k(F)ES. M&s aln, puesto que
’
ILn k(F)|Sq(3n), ya que las tuplas (F",f(F), k)
r

pueden escribirse en 3n simbolos, y siempre -

teniendo en cuenta que q y r son decrecientes,

card(Ln,k(§XTnZ*n))scard(SnZ*q(3n))Sp(q(Bn))=

= pl(g(3r(m})),

va que por hipdtesis S es esparso.

Por tanto, las funciones Ln k cumplen las ---
'k
aserciones del lema, con lo cual éste queda -

demostrado.
0 Lema.
Todo ello completa la demostracidn del teore-

ma de Mahney. Asi pues, salvo que p = NP, no

existen conjuntos esparsos NP-completos.

5.3. A modo de resumen.

Las implicaciones aqui estudiadas pueden resu

mirse, finalmente, en la siguiente figura:

F#NP <

A

4/‘] k

/// :i;§1 No hay conjuntos

Todos los conjuntos 1 . monoliterales
NP-completos son 5 Np-completos
isomorfos

)

i 2

No hay conjuntos &
esparsos NP-completos

Las implicaciones no obvias de las aqui ilus-
tradas han sido demostradas en el texto: 1),
1) en 2.0; 2), en 2.3; 3) es obvia, asi como
4) vy 5); 6) es el teorema de P. Berman en 3.0;
y 7) es el de Mahaney en 4.2. La implicacidn
reciproca a 1) es la conjetura de isomorfia -

de Berman y Hartmanis.

Esta conjetura es hoy por hoy uno de los pro-
blemas abiertos de mis interé&s en la teoria -
de complejidad; hemos expuesto aqui algunas -
de las consecuencias a que se ha dado lugar -
el estudio de dicha conjetura. No cabe duda -
de que alin deberd en un futuro préximo motivar
nuevos resultados que quiz&s resulten fundamen

tales para comprender con detalle la estructu-

Qtiesttié - V. 6, n.° 3 (setembre 1982)
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