LA TEORiA DE SERIES TEMPORALES, UNA EVALUACION CRiTICA
DE LOS DESARROLLOS MAS RECIENTES
A. PRAT, D. PENA, M. MARTI RECOBER

En este trabajo se compara en forma critica los tres enfoques bdsicos para el andlisis de se-
ries temporales: EL andlisis espectral, el modelado en el espacio de los estados y los mode-
los paramétricos ARIMA. La presentacidn de los dos primeros es breve y a efectos comparativos
con el Wltimo enfoque cuyos desarrollos principales en los Wltimos diez afios constituyen el -
nideleo de la presente comunicacidén. La conclusidn principal es que estos enfoques han surgido
con objetivos distintos, que los hace especialmente aptos para ser aplicados en campos espect
ficos. La formulacidn ARIMA presenta la ventaja diferencial de incluir procedimientos de mode
lado para el caso mds general en que la estructura del sistema es desconocida, lo que la hace
muy apropiada para una amplia gama de problemas de modelado, previsién y control estocdstico.

1. INTR 10N

En los Gltimos diez afios, el campo de andli-
sis de series temporales ha sido una de las
dreas de la Estadistica que ha experimentado
avances mis importantes. Alin en los afios 60
existia en esta 4rea una separacién clara en
tre la teoria de los procesos estacionarios
de pardmetro discreto, estudiados como una -
seccifn marginal en la mayoria de los libros
de procesos estocdsticos y los procedimien--
tos précticos desarrollades "ad hoc" por eco
nomistas (métodos de descomposicién de se---
ries) e investigadores operativos (métodos -
de alisado exponencial). Las investigaciones
realizadas durante la segunda mitad de los -
sesenta por Box, Jenkins y otros, que culmi-
nan con la publicacidén de Box y Jenkins ----
(1970), suponen una revolucidén en este Area,
principalmente por dos razones. En primer lu
gar se formula una metodologia estadistica -
operativa para la construccidn de modelos pa
ra la previsidn de series temporales genera-
les, basada en la teoria matemd&tica de los -
procesos estocdsticos. En segundo lugar, se
desarrollan procedimientos operativos para -
el problema del control estocdstico que cons
tituyen una alternativa al enfoque desarro--
llado en Ingenieria aeroespacial unos ahos -
antes.

En la iltima década, el interés en la teoria

y la préctica del andlisis de series tempora
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les ha crecido espectacularmente. Este creci-
miento es obvio si se analiza la proporcibn -
de articulos dedicados al tema en las revis--
tas de Estadistica mis prestigiosas, el ntGme-
ro de libros de texto publicados sobre el te-
ma o el incremento de cursos monogrificos en
algunas Universidades de nuestro pais y las -

de los paises més avanzados.

El objetivo de este trabajo es revisar criti-
camente los avances experimentados en estos -
iltimos diez afios, con especial énfasis en —-
los modelos paramétricos basados en ecuacio--
nes en diferencias estocésticas, que constitu
yven la base de la metodologfa iniciada inicia
da por Box y Jenkins (1970). Una evaluacidn -
de estos procedimientos requiere su compara--
cibén con los métodos alternativos disponibles
por lo que se han dedicado dos secciones a es
tudiar brevemente los otros enfoques glcobales
existentes: El anfdlisis espectral y los mode-
los en el espacio de los estados. El trabajo

estd estructurado como sigue: En la seccidn 2
presentamos el problema tedrico general de --
previsidn y modelizacidn de series temporales
resaltando sus caracteristicas estadisticas -
diferenciales. La seccidn 3 presenta un breve

resumen del enfoque espectral.

La seccidn 4 resume la formulacidn en el espa
cio de los estados y la metodologia operativa
disponible. La seccibn 5;la més extensa de es
te trabajo, estudia los modelos paramétricos
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con estructura b&sica ARIMA y comienza con -
una revisidén histbrica, seccibn 5.1, y una -
sintesis de los modelos utilizados, seccién

5.2. La seccidn 5.3 repasa las aportaciones

mis importantes en el modelado univariante -
en los filtimos diez afios, y la seccidn 5.4 -
en la construccidén de funciones de transfe--
rencia. La seccibén 5.5 estudia la formula---
cién de modelos ARIMA vectoriales, un avance

reciente en esta metodologia.

Finalmente, la seccidn 6 resume las conclu--

siones mds importantes de este trabajo.

2, ION Y PREVISION DE SERIES TEMPO
RALES

El andlisis de una serie temporal, o de un -
vector de series, Z, puede tener tres objeti
vos distintos, aungque estrechamente relacio-

nados entre si. E1 primer objetivo es la des

cripcibén y comprensibén de la estructura dind
mica de evolucibn del vector de series Zy-

Esto supone investigar las pautas histbricas
de dependencia de 2, respecto a su pasado --
Zgo1r Bgen oo
un modelo matemitico que describa en forma -

con el objetivo de construir

escueta o parca en el nlmero de parémetros,
las regularidades observadas. En muchos ca--
sos, especialmente en ingenieria y economia,
se supone que el vector 2y puede particionar
se en z'y = X',.¥' donde el proceso vecto--
rial X, se considera ex8geno y el proceso Y,
endbgeno, es decir, influido en mayor o me--
nor medida, por las variaciones de ét' La fa
milia de modelos que se considera (1 admite
la representacibn:

Y

e = 1%

2995 SEVARERAL VY FUPES MHPTREER A

(2.1)

Donde fl y £, son funciones vectoriales y a,
es un vector de ruido, gue suponemos recoge
el efecto de las perturbaciones y variables
no incluidas en el modelo. Si éste estd co--

rrectamente especificado, a, es la resultan-

. t
te de un conjunto de causas mliltiples cada -
una de ellas de poca importancia respecto al

total y, en la hip6tesis de aditividad de --

"1} Suponemos que es posible reexpresar las varia-=s.

bles en una métrica tal que los efectos sean adi
tivos. Por lo tanto, en adelante Xt' X serdn ~-

las series originales o una transformacién de --
ellas tal que sus efectos sean aditivos.
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los efectos, su distribucifn podr& admitirse
que es, seglin el teorema central del limite,

normal multivariante de media nula.

Una hipbtesis simplificadora b&sica muy fre-
cuente en la construccidn de modelos (2.1) -

es la hipdtesis de linealidad. Entonces

£1 (X Xpqrees) = 2

G, (£)X .
i=g =1 —t-1i

f_(Y

2 _t_lrﬁt_zr---) = 12:__:0 —I-—I-l(t)z

t-1-1

donde las matrices de pardmetros gi(t) pue--
den ser o no constantes en el tiempo. El1 ob-
jetivo del andlisis es determinar los pardme
tros en un modelo que aproxime escuetamente

esta representacibn general.
La modelizacién del sistema permite:

a) Interpretar y comprender la estructura -

dinémica,

b) determinar el efecto de las variaciones
de las variables ex&genas sobre las end$

genas.

La metodologia para la construccidén del mode

lo requiere:

a) Identificar la estructura de la relacién

b) Estimar eficientemente los parimetros

¢) Verificarlo de forma critica, mediante -
diagnbsticos sobre el modelo que pongan

de de manifiesto sus posibles deficiencias
y conduzcan a una reformulacidn mis ade-

cuada del mismo.

La previsidn, segundo objetivo, supone la ex

trapolacién de una serie temporal para esti-
mar sus valores futuros. El problema tedrico
general de previsidn se formular& asi: dada
una realizacién {Zt’gt—l""
estocdstico vectorial, se trata de encontrar

} de un proceso

una funcién de previsibn Et(ﬁ) gue estime, -
optimamente, el valor de Et+2'
fue resuelto por Wiener y Kolmogorov con las

Este problema
hipbtesis siguientes:
a) La funcibén de prediccidn es una funcidn

lineal de las observaciones pasadas, es
decir
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foe
Z =
e = 2 Pyz s (2.2)
i=0 =
b) El criterio de optimalidad es minimizar
el error cuadritico medio (ECM) definido
por

E [gt+ - gt(z))' (§t+2 - gt(SL))]

8i partimos de la hip6tesis de que gt es un

proceso estacionario real con momentos de se
gundo orden finitos, el espacio generado por
las variables aleatorias del proceso Z_ es -

t
un espacio de Hilbert (2. Entonces, 2 , ==

t+
puede descomponerse de manera Gnica en dos -
componentes que pertenecen a subespacios or-

togonales (véase, por ejemplo, /39/)
Zeyg = gt(z) + gt(l) (2.3)

Donde gt(l) pertenece al subespacio generado
por gt,gt_l,... y gt(k) es ortogonal a di--
cho subespacio. Una consecuencia inmediata -
de las propiedades del espacio de Hilbert es
que la descomposicidn (2.3) conduce a un vec
tor gt(l) con norma minima y por lo tanto --
que minimiza el EC%. Por lo tanto, la fun---
cién de previsién 7, (%) es simplemente la --
proyeccidn ortogonal de Z

t+2
cio generado por gt,gt_l,---

sobre el espa--

El tercer objetivo del andlisis es de disefo

de sistemas de control, es decir, la determi
nacién de los valores que debemos dar a las

variables exBgenas para que Xt permanezca --
"préxima" a un objetivo dado. No entraremos

en el disefio de procedimientos de control &p
timo que han diso estudiados por ejemplo Box
y ‘Jenkins (1970), Chow (1976) o Medith (1969)
desde el punto de vista estadistico, economé&

trico y de ingenieria respectivamente.

3, ANALISIS ESPECTRAL
3.1 INTRODUCCION HISTORICA

La utilizacién de funciones sinusoidales pa-

ra describir y representar pautas periddicas

2) . Suponemos que las variables estdn centradas, es
decir, tienen media nula, y el producto escalar
estd definido por:

<7z > = g2z Z = Z

2, Ze, ~t, ~t2] cov (Z, /2 )

1 2
con
1 Tt
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de variacidn en una serie temporal, proviene
de la segunda mitad del siglo XIX. Schuster
(1898) introduce el periodograma y Slustsky
(1934) desarrolla sus propiedades tebricas -
en la hip6tesis de normalidad. E1 desarrollo
entre 1920 y 1940 de la teoria de los proce-
sos estocdsticos estacionarios, demostré que
todo proceso estacionario puede representar-
se por una sucesidn de oscilaciones armbni--
cas y establecid rigurosamente las relacio-~.:
nes tebricas entre la funcién de autovarian-
cias y su transformada de Fourier, el espec-
tro del proceso. Entre 1940 y 1960 el proble
ma de estimacibn del espectro es objeto de -
numerosos trabajos. Daniell (1946) mostrd co
mo estimar el proceso suavizando el periodo-
grama, y el diseno de "ventanas" para obte--
ner estimaciones consistentes y "6ptimas" ha
sido extensamente estudiado por Bartlett ---
(1948) , Kendall (1946), Hanming y Tukey ——--
(1949), Grenander y Rosenblatt (1953, 1957)

y Parzen (1957), entre otros muchos. Los pro
blemas de cé&lculo asociado a estas estima--
ciones han sido simplicados por el desarro--
1lo de la transformada r&pida de Fourier por
Cooley y Tukey (1965).

La utilizacién de estos procedimientos para

investigar las relaciones de dependencia en-
tre series, proviene de Wiener (1949) y el -
término periodograma cruzado fue introducido
por Whittle (1953). Un resumen de las genera
lizaciones de las té&cnicas estadisticas mul-
tivariantes al dominio de la frecuencia y su
estudio mediante procedimienios espectrales

se encuentra en Brillinger (1975).

3.2 MeToDOLOGEA

El andlisis espectral es esencialmente un en
foque no paramétrico y por lo tanto esti su-
jeto a las limitaciones y ventaias de estos

procedimientos. El1 problema que se plantea -
al estimar el espectro de una serie temporal
mediante el periodograma es, en muchos aspec
tos, andlogo al de estimar una funcién de --
densidad a partir de un diagrama de barras.

Es necesario encontrar procedimientos opera-
tivos para "suavizar" las estimaciones pun--
tuales y distribuir la densidad observada en

los distintos intervalos.
Si aumentamos el alisado, lo que implica au-

mentar la anchura de banda con la que suavi-

zamos el periodograma, serd menor la varian-
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cia de la estimacidn, pero aumentard el ses-
go o distorsidn de &sta. Por lo tanto, es ne
cesario un compromiso entre ambas fuentes de
error y se han disefiado numerosos procedi~--
mientos de alisado ("ventanas") para resol--—
ver el problema.

El desarrollo en los fltimos afios de los pro
cedimientos de identificacidn y estimacién -
de modelos paramétricos estd produciendo gra
dualmente en la actualidad un cambio sustan-
cial en el problema de estimacién del espec-
tro de una serie. Parzen (1969) ha propuesto
aproximar la serie mediante un modelo paramé
trico autorregresivo (en adelante AR):
)

7. = ¢, 2 .+ a

t =1 1 t-i t

Una vez estimado el modelo AR(p), el espec--
tro a la frecuencia angular w es inversamen-
te proporcional a:

p
1- Z d)k e—lkm
k=1

lo que conduce a un cdlculo matemdtico direc
to del mismo. La utilizacidn de la aproxima-
cidn autorregresiva es debida principalmente
a que entonces el modelo es lineal y puede -
estimarse mediante minimos cuadrados.

En la préctica, el orden del proceso AR se -
determina mediante un criterio automitico co
mo el FPE introducido por Akaike (1969). La

critica a este enfoque es que al utilizar G-
nicamente procesos AR y no de media mévil --
-que seglin la evidencia empirica son las mis
frecuentes en la préctica (véase /43/)-~ el
orden del AR necesario es generalmente alto,
con la consiguiente pérdida de eficiencia en
la estimacibn. Un procedimiento mejor es ---
construir un modelo ARIMA para la serie; cu-
ya representacifn general (véase seccibn 5.2)
es:

p
Z, = 2 4. 2 + Y g.a,_.+a (3.1)
t iz1 ¢3 -1 21 71 Ted t

Y determinar a continuaci®n el espectro alge
braicamente, utilizando que, para la frecueg

cia angular w, es proporcional a:

a ion |2
—iy

1+ EE 6, e

=1 B

q .
1 - Z ) e_l“‘)k

= k
k=1
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Akaike (1974) ha preconizado utilizar el cri
terio AIC basado en la medida de informacidn
de Kullback-Leibler, para seleccionar auto-
m&iticamente el proceso ARIMA (3.1). Una cri-

tica de este procedimiento se encuentra en -

/84/.

La relacifn dinémica entre dos series se es-
tudia, en este enfoque, mediante el espectro
cruzado, transformada de Fourier de la fun--
cibn de covariancias cruzadas. Al no ser la
funcién de covariancias cruzadas simétrica,
el espectro cruzado, [._(f), es una funcién

12
compleja que puede escribirse:

TptH) =a (6 JHt12H)

donde la funcién o,,(f) es el espectro de am
plitud y mide la asociacién entre las ampli-
tudes de las componentes de ambas series pa-
ra cada frecuencia y ¢12(f), el espectro de
fase, muestra como los componentes de fre---
cuencia en una serie estidn adelantados o re-
trasados respecto a la otra. La estandariza-
cibn del espectro de amplitud conduce a la -

funcibén de coherencia

o, (f)
Kiz(f) =127
Tll(f)Tzz(f)

donde Fll(f) y F22(f) son los espectros uni-
variantes de las series. La interpretacién -
de la funcién de coherencia es anéloga a la
de un coeficiente de correlacién entre fre--

cuencias.

Estos conceptos se generalizan sin dificul--
tad al caso multivariante y el lector intere

sado puede acudir a /26 y 60/.

Dado que la metodologia de los modelos multi
variantes paramétricos es muy reciente, la -
determinacidn de espectros cruzados utilizan
do la dualidad matemdtica entre las represen
taciones en el dominio temporal y el de la -
frecuencia, se encuentran todavia en sus ori
genes y tendrd previsiblemente un desarrollo

répido en un futuro prdximo.
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b, S SPACI
LOS ESTADOS

4,1 INTRODUCCION HISTORICA

La insuficiencia del andlisis espectral para
resolver problemas de filtros lineales deter
ministas con pardmetros variables en el tiem
po condujo al final de los anos cincuenta a
la formulacidn de modelos en el dominio tem-
poral que superasen estos inconvenientes. —-
Las primeras formulaciones en este dominio -
se deben a Shinbrot (1958) y Pugachev (1960)
De todos modos, la formulacidn de modelos en
el espacio de los estados en la forma que ha
persistido hasta nuestros dfias, se debe a --
Kalman (1960 a, 1960 b, 1963), y Kalman y Bu
cy (1961). En estos trabajos se formaliza el
concepto de estado, se obtienen las ecuacio-
nes de estado para un modelo lineal dindmico
un modelo lineal estocdstico y para el mode-
lo lineal din&mico estoc8stico. La formula--
cidén de Kalman ha sido extendida recientemen
te para poder incluir la estimacién simult&-

nea del estado y los par&metros del modelo.

4.2 MobELOS EN EL ESPACIO DE_LOS ESTADOS

En su formulacidn cl&scica, las ecuaciones -
de estado de un modelo lineal dindmico es de
cir, relacidn causal determinista unidirec--

cional, son:

Eeey T BXp * CBy (4-1)

Xt'

donde X, es un vector de dimensibén n o vec--
tor de estado, Et es un vector de dimensién
r o input del sistema y Xt es un vector de -

dimensi6n m o output del sistema.

A, G vy H son matrices de par&metros del sis-
tema, que pueden ser constantes o funciones
deterministas del tiempo y tienen que cum---
plir adem&s las condiciones de observabili--
dad y controlabilidad definidas por Kalman
/65 y 63/.

En el contesto del andlisis de series tempo-
rales econdmicas es importante observar que

s6lo los inputs Uy los outputs Y_ son cono

t
cidos para el analista. Las variables de es-
tado Xy sirven s6lo para representar la dind
mica interna del sistema y en general care--

cen de interpretacidn fisica inmediata a di-
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ferencia de su aplicacién a sistemas fisicos
Por otro lado es bien sabido que si se apli-
ca a las variables de estado una transforma-
cién lineal de matriz T no singular, la re--
presentacién de estado que tuviese como ma--

trices: AX T A Tt GETG y HEET' se-

ria equivalente a (4.1) en el sentido de te-
ner la misma relacidn input-output, (respues
ta impulsional). Es decir, asi como dada una
representacién de estado del tipo (4.1) es -
inmediato obtener la funcibn de transferen--
cia v(B) en gt=v(B)gt siendo v(B)=v0+v1B+ -
+v2B2+... y Bf(t)=£f(t-1), lo reciproco no es
sencillo. La dificultad estriba en que la so
lucidn no es Gnica incluso si se conoce el -
orden n minimo. Asi pues en la formulacién -
(4.1) hay dos problemas distintos. El prime-
ro es la eleccidn del vector de estado que -
se escogerd de manera que su dimensién, n, -
sea minima. Este problema es conocido como -
el de la determinacidén de la realizacidn mf-
nima. El1 segundo, una vez resuelto el ante--
rior, es encontrar una transformacibn lineal
T que conduzca a un modelo con el mfnimo nfi-
mero de parémetros. Este problema se conoce

con el nombre de determinacidn de la forma -
canbnica. El modelo (4.1) incluye N=n2+nr+nm
pardmetros posibles que en general no podrain
ser estimados s6lo a partir del conocimiento
del input y del output debido, a 1la invarian
cia de la funcién de transferencia a trans--
formaciones lineales del estado. Ello impli-
ca la necesidad e importancia de formulacio-
nes escuetas que hagan que los modelos sean

identificables y estimables en la prictica.

El problema de encontrar una representacién
de estado de dimensidn minima para una cier-
ta respuesta impulsional ha sido resuelto --
por Ho y Kalman /56/.

La reduccifn en el nfimero de parfmetros se -
consigue mediante transformaciones can®nicas
de las matrices de la ecuacibn de estado y =
ha sido objeto de numerosisimas publicacio--
nes (ver /11/). Las primeras contribuciones

a este problema son debidas a Kalman /65/ -
para el caso general y Koepcke /67/ y Wong
et al. /114/ para el caso de un solo output
mientras que Luenberger /73/ vy Bucy /29/

estudian el problema para sistemas lineales

dindmicos multivariantes.
En particular, si la matriz A en (4.1) tiene

n valores propios distintos entonces (4.1) -

se puede escribir en forma equivalente:
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Xrppp =AM FGF U (4.2)

= * *
T, = B* X

t

donde A es diagonal. N6tese que la represen-
tacibén (4.2) tiene n+nr+nm pardmetros de los
cuales n se pueden eliminar escalando conve-
nientemente las matrices G* o H* quedando --
pues s6lo n(r+m) pardmetros en el modelo.
Mac Gregor /75/ 1indica que una buena repre
sentacién candnica para el caso de un solo -

output es:

(¢1 1 0 o...d} ’gll...gir
9 0 1 0...0 . .
Xepq = . e x| - luy
¢p-1 0 0 O 1 . .
L¢n 0 In1-Inr
- b -
Y. =[1 o...0] X, (4.3)

y sefiala que (4.3) puede escribirse f&cilmen

te en la forma

2 n -1
(1-¢,B=¢,B" ... ¢ B )Yt=(gll+92113+---+9nf31l )

n-1
ult—1+'"+(git+g2rB+"'+gan )urt—l'
o bien

- w(B) b w'(B) b’
Yt B ult 4+ ———— B u2t +...
¢ (B) ¢ (B)

que es la forma de funcién de transferencia
utilizada por Box-Jenkins /18/ lo que de--
muestra el carfcter escueto de los modelos =

formulados por estos autores.

Para el caso de sistemas lineales estoclsti-
cos, es decir, cuando el vector de input es

ruido blanco (3) y hay error de observacién,
es evidente que el comportamiento futuro del
sistema no puede determinarse univocamente a

partir del estado actual X Lo que se re---

e
quiere en este tipo de probabilidad del vec-
tor de estado en los instantes t+1, t+2,...

aquede univocamente determinada por Kt es de-

cir que Et siga un proceso de Markov multiva
riante AR(1).

(3) Llamaremos en adelante proceso de ruido blanco a
una secuencia de variables aleatorias normales in
dependientes de media cero y homoceddsticas.
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En este caso las ecuaciones de estado formu-

ladas por Kalman (1960) son:

= +
Xeyr = BX + W

Yo = BX, YV,

<

(4.4)

donde ﬂt y V. son procesos de ruido blanco -

t
tales que

B[] = R 7 B[y, v, =

EW V' ] = 0

it
N
~

para el caso del modelo lineal din&mico con
perturbaciones estocdsticas que es la super-
posicién clésica de Kalman es:

= BX, +tGU + W

§t+l t t —t

Xt = Iég,t + y—t (4'5)

Una representacién canbnica de (4.5) se con-
sigue via el filtro de Kalman. En efecto tal
como demuestra Mac Gregor (1972), el sistema
(4.5) se puede escribir:

=A%

-
X+l |t 2%y £-1*EY 2K

t]t-12¢
Ly = HBRepeo1¥2e (4-6)

donde ét son las innovaciones del proceso, -
es decir:

A

2 T Ly T E X

%t -1 €8 la prediccién Sptima lineal cuadri
tica del vector de estado con la informacibn

hasta el instante t-1, o sea:

EAE R £ 20 YRR Y

5t|t-l es la ganancia del filtro definida --

Bepe-1 7 Beje

siendo Btlt-l la matriz de variancias y co—-—

variancias del estado:

) (x .

= B R po1) B e e-n) ]

Bele-1

Es fAcil demostrar que el modelo general de
funcidn de transferencia de Box y Jenkins --
(1970) =
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w(B) 8 (B)
sy ~tTPTL T y(pyvd

-t

-t

que que a su vez se puede escribir:

d

Y(B)y, = u(B)V By pg + iB) a, con
v(8) = 8(8) ¢! = (1-y, B...y_BY

H(B) = w(B) ¢(B) = (uy+u B B"T)
a(B) = 8(B) §(B) = (1-a; B...a B

se puede escribir en la representacidn cand-

nica (4.6) en la forma:

K vy to.off x, o PRt
=~1 t
<A ] Y2 01l...0 X2 —Ul \(2—&2
T+l t
ad
= %
* R =
‘rn_lo 0...1 X“_lt
X Y 00...0 E -1 ¥ -0
n n n n-1| n n
b t+l—' L - £l o —

Una representacibn candénica markoviana de --
(4.6) basada en el concepto de espacio pre--
dictor ha sido obtenida por Akaike /8/ --
y utilizada por Mehra y Cameron /77/ para

el modelado de series temporales parametriza

das en la forma:

Rpe1 T BXpyq Y BWpyy

Xt = EEt + Y. (4.7)
siendo

Yerl T Besr T Besale

es decir la innovacidén del input.
Finalmente, digamos gque Salut /98/ , propo-
ne una forma candénica separada paramétrica--
mente del tipo:

+

=
*

X -

Il
*
<
o
*
1=
+
lie
%*
ks

L] t

Q= + B

e
+
ity

(4,8)

[l]=a)
1
[ipd
(]
<

0 %t t 0 Yt

que tiene la novedad de que E, y E0 sdlo con
tienen 0 y 1 y por lo tanto eliminan la no -
linealidad en la estimacidn del sistema (4.7)
no linealidad debida al producto Ax, con la

t
matriz A que contiene pardmetros a estimar.
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4,3 METODOLOGIA

Es interesante constatar que en el &rea de -
formulacidén de modelos en el espacio de los
estados, hasta hace muy pocos afios, no se ha
desarrollado una metodologia sistemdtica de
identificacién en el sentido de Box y Jen---

kins /187

cidn ha sido extensamente empleado para deno

e incluso el término identifica-

tar la estimacidn de los parémetros del mode
lo (ver /11/).

Suponer la estructura del modelo conocida a
partir de teorias matem&ticas subyacentes,
puede tener sentido en ingenierfa y sélo pa-
ra la parte din&mica del sistema, pero es po
co realista en el contexto del andlisis de -

series temporales cualesquiera.

Sin pretender hacer una revisidn exhaustiva

de las metodologias de modelado en el espa--
cio de los estados debemos citar las propues
tas por Akaike, et al. /9/, /7/ y por Meh
ra y Cameron /77/ . Esencialmente se utili-
za el criterio de informacidn de Akaike ----

/8/y /1/

te modelos para series estacionarias (previa

para selecclonar autom&ticamen-

mente se ha decidido en forma automitica tam
bién el grado de diferenciacién Gptimo en la
serie para hacerla estacionaria). Con los me
delos seleccionados se obtienen previsiones
de las series (elementos del espacio predic-
tor) y la dimensién minima del vector de es-
tado se obtiene buscando un conjunto m&ximo
de vectores linealmente independientes entre
la secuencia de predicciones. La seleccibn -
de las componentes del vector de estado y la
estimacidn de los pardmetros de las matrices
F, Gy Hen (4,7) se realiza mediante andli-
sis de correlacidn candnica entre el conjun-
to de valores actual y futuros de las series
Los problemas que plantea la seleccidn auto-
mética de modelos mediante alguno de los cri
terios de Akaike antes citados han sido dis-
cutidos ya en el partado 3 del presente tra-
bajo.

Digamos finalmente que Lefebvre /70/ ha dg
sarrollado un programa de identificacién de
sistemas formulados segfin la forma candnica
de Salut pero no conocemos aplicaciones del

mismo al andlisis de series temporales.

La modelizacidn en el espacio de los estados

ha sido utilizada recientemente por Harrison
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y Stevens /53/ como marco global para la -
construccién y previsién de modelos lineales

con pardmetros que varfan con el tiempo (4).
Un trabajo en la misma lfinea aungue menos am
La criti-

Cca general a estos procedimientos es su ca--

bicioso es Morrison y Pike /78/

rencia de métodos de especificacidn (identi-
ficacién) de la relacién din&mica para la se
rie o conjunto de series. Pefia /86/ ha pre
sentado un estudio comparativo entre estas -

representaciones y las formulaciones ARIMA.

5. MODELOS PARAMETRICOS BASADOS EN ECUACIO-
NES DE DIFERENCIAS ESTOCASTICAS

5.1 INTRODUCCION HISTORICA

Vamos ahora a revisar con algo mis de deta--
lle la formulacidn conocida con el nombre ge
nérico de modelos ARIMA Yy que ha constituido
la forma normal de parametrizacidn por parte
de los estadisticos. La primera formulacién

de una serie temporal como salida de un fil-
tro lineal excitado mediante ruido blanco se
debe a Yule /116/ gue introdujo formalmente
la nomenclatura para los modelos autorregre-
sivos (AR) y ajustd por vez primera un AR{(2)
a una serie temporal de manchas solares estu
diada por Wolfer. Slutsky /102/ formuld un

caso particular de un modelo de medias mévi-
les (MA).

La demostracidén de que toda serie temporal -
estocistica y estacionaria se puede represen
tar mediante un modelo de medias méviles de
orden infinito es debida a Wold /103/ . Du--
rante los veinte afios siguientes las investi
gaciones principales estuvieron dedicadas al
estudio tedrico de los modelos estacionarios
autorregresivos y de medias méviles, siendo
de destacar a este respecto los trabajos de
Walker /109, , Bartlett /13/ , Hannan /50/
Quenoulille /96/ entre otros. De estos au-
tores y dentro de las fechas indicadas s&lo
Quenouille se planted el estudio del caso -~

multivariante.

La hipbtesis de estacionariedad pronto se re-

velS como poco realista en el contexto de la

(4) Estos autores califican su método como previsidn
Bayesiana, nombre que consideramos desafortunado
al identificar un enfoque metodoldgico y filosd-
fico global de la Estadistica -el enfoque Baye--
siano- con la representacién particular de la —-
clase de modelos propugnada por estos autores.
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previsidn con series econdmicas que, en gene
ral, exhiben marcadas tendencias (no estacio

nariedad) asi como estacionalidades.

La necesidad de modelar series de este tipo

condujo a la formulacidn de una serie de mo-
delos "ad hoc" a finales de los afios 50 y —--
que son conocidos bajo el nombre genérico de
métodos de alisado exponencial. Dichos méto-
dos, que se demuestra facilmente son casos -
particulares de los modelos ARIMA, fueron --
elaborados principalmente por Holt /57, 58/,
Winters /112/ y Brown /27, 28/ para citar sé
lo las contribuciones mds conocidas. Entre -
los procedimientos "ad hoc" merece un lugar

destacado el utilizado por el Bureau of Cen-
sus para la desestacionalizacién de series -
temporales. El1 método conocido como el X-11

fue desarrollado por Shiskin, Young y Musgra
ve /99/ y ha sido extensamente aplicado en -

macroeconomia.

Pocos anos antes, Yaglom /115/ ya habfa sefia
lado la utilidad de modelar alguna diferen--
cia (5) de una serie no estacionaria y Muth

/79/ habfa demostrado que para modelar una -
serie temporal que presentase cambios aleato
rios en su nivel (valor medio) se debfa mode

lar la primera diferencia de dicha serie.

La sintesis de todos estos trabajos aparece
en los estudios de Box y Jenkins /15, 16, 17
y 18/ con la formulacién paramétrica escueta
de una clase general de modelos para series
no estacionarias y/o estacionales y funcién
de transferencia:los modelos ARIMA, a la vez
que dichos autores proponen una metodologia
sistemdtica y préctica para resolver el pro-
blema de ajustar un modelo a datos empiricos
En el apartado 5.3 del presente trabajo nos
referimos con detalle a las aportaciones ted
ricas mds relevantes de la metodologia cita-

da gue han ido surgiendo desde el afio 1970.

Para finalizar este breve resumen histdrico
debemos citar la generalizacidén de los mode-
los ARIMA al caso vectorial o multivariante.
Aparte de la ya mencionada obra de Quenoui--
lle, varios autores se han ocupado reciente--

mente del caso multivariante. Citaremos a t;

(5) Se llama primera diferencia de la serie Zt a

=Vz = (1- =2z -z
W \% N ( B)zt 2y



tulo de ejemplo de Hannan /52/ , Hauhg y --
Box /54/, Jenkins /59/. Punto y aparte -
merece la metodologia desarrollada por el De
partamento de Estadistica de la Universidad

de Wisconsin-Madison, Tiao et al. /105/ que
serd -discutida con cierto detalle en =l épa{

tado 5.5 de la presente comunicacién.

5,2 MopELos 0DOLOGIA

En el &drea de series temporales, la parametri
zacién de modelos en forma ARIMA ha resuelto
un problema de vital importancia: los mode--
los que se formulan deben poder identificar-
se y estimarse en la préctica a partir de la
informacidn disponible que, en general, es -
nicamente una serie temporal o un vector de

series temporales concretas.

Cuando se desea formular una clase general -
de modelos que sea identificable y estimable,
el principio de parquedad ("parsimony" en la
nomenclatura de Box-Jenkins) adquiere una im
portancia notable. Se entiende por modelo --
parco o escueto aquél que contiene un nfimero
minimo de pardmetros. Un modelo que no con-<
tenga pardmetros redundantes, ademds de que

podréd ser estimado en forma estadisticamente
eficiente, tendrd en general una estructura

simple y podrd ser fiacilmente falseado si --

realmente no se ajusta a los datos empiricos.

Para ilustrar los fundamentos de esta metodo
logfa vamos a exponer el caso general de un
vector de series Zt' que particularizaremos

después para el caso univariante.

Supongamos un vector estacionario, estricta-
mente no determinista de series de dimensidn
k, Et' Seglin la generalizaci®n multivariante
del teorema de Wold /52/ este proceso admite

una representacidn:

e

—t

() 2, = 2 Y By (5.1)
i=1

o
Donde Etzzt—B siendo u el vector de medias -
de Et’ B es el operador de retardo definido
por B Et=zt—l’ los té&rminos 31 son matrices
(6) con 10=;

un vector de ruido =--

cuadradas k X k no singulares

la matriz unidad, y ay

blanco, caracterizado por:

(6) Para que el proceso sea estacionario las matrices
fe =}

'21 deben satisfacer §|Wil<w (véase /52/).
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Efa,] = 0

Elag '] = 28,

siendo 6tt' la delta de Kronecker. Supondre-

mos que la matriz L es definida positiva.

Para encontrar una representacién escueta de
¥(B), supondremos que esta matriz puede apro
ximarse por el producto de las matrices fini
tas:

2, = 8(B) 7 g(B) a, (5.2)

lo gque conduce a la representacifn ARIMA mul
tivariante=

e(8) Z, = g(B) a (5.3)

Donde los ceros del determinante |g(B)| de--
ben estar fuera del circulo unidad para que
©

gt sea estacionario y los ceros de ]Q(B)‘ -

fuera del circulo unidad para que sea inver-
tible.

Ademds de estas restricciones, las matrices:

8(B) = g = §,B ~...- ngp

8 (B) B4

"
=]
o
[}
k>
=
[ss)
!
1
K

deben de cumplir determinadas restricciones

para que el modelo sea identificable, es de-
cir, exista una equivalencia uno a uno entre
la representacidn (5.3) y la funcidn de cova
rianzas del proceso. Las condiciones necesa-
rias y suficientes han sido obtenidas por --

Hannan (1969). En particular, el proceso es
identificable si:

a) o bien go=20=£ Yy & cualguiera

b) o bien 20 cualquiera, £0=; y i dia-
gonal
c) o bien 20 cualquiera, go=; y I dia-

gonal.

En resumen, si permitimos generalidad en i
20 Yy QO son matrices unitarias, mientras que
si restringimos Z a ser diagonal una de las
matrices 20 6 20 puede ser arbitraria. Es in
mediato también que si exigimos Z=I -formula
cibén de Zellner y Palm (1974)- 2o Y 8y pue--
den ser cualquiera.

En lo que sigue, escogeremos la formulacidn

a) que constituye la generalizacién natural



de los modelos ARIMA univarivariantes. Los
elementos de las matrices ¢(B) y g(B) ven---
drédn 'pues dados por:

p—l' 3 7

;s i3 ;s L 0 1i J

513 ij 4P ij _

%"~ (B) 3 B ) = L
50 P 0 11i=73
915 i# 3

et dm =0 BT et =,
q:O g J

Por ejemplo, si la k -dimensidn del vector -

es dos y ¢(B)=I, B,=...= ngg’ -

de series-

tenemos el modelo MA (1) bivariante=

[
|

1—811B -612B a1¢

Zag| T | "€21B 17855 a5
y si Q(B)E; vy gl#g, gi=2 (i>1), el AR (1) --
multivariante:

B -¢.,B Z a

12 it
B l—®22B Z2t a
para que esta clase de modelos sea Gtil en -
el modelado de series no estacionarias homo-
géneas, se permite la existencia de algunos
ceros en el circulo unidad. Se obtiene asi -
el modelo ARIMA (p, 4, q).

g, (1-)SZ, =g (8 a (5.4)

t t

en la que

1-m% ..... 0
tLa-m ..
0 ...1-p)%

(1-3)2 =

y [gp(B)| tiene ahora todos sus ceros fuera

del circulo unidad.

Un caso particular importante de (5.4) es el

modelo estoc&stico univariante (k=1)

2, (B) (1-p) %z, = 04 (B) ag
La introduccifn en los modelos del operador

(1-B)=Y permite analizar series que tienen

tendencias estocésticas, es decir no estacio
nariedad en la media de la serie. Otro ele--
mento importante, que se relaciona, por un -
lado con la formulacidn de modelos escuetos

y por otro lado con la no escionariedad de -
la variancia, y/o la no normalidad de los da
tos, es la utilizacibén de transformaciones -
no lineales de los mismos que serdn comenta-

dos con mayor detalle en el apartado 5.3.
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L.a parametrizacién ARIMA permite también la

inclusidén de modelos para series econdmicas,
en forma multiplicativa o no y, como han de-
mostrado recientemente Tiao y Grupe /105/,

permite también la formulacidn de modelos en
los gque la media tiene un comportamiento pe-
riédico y/o la estructura de covariancias es

también peribdica.

Una caracteristica que creemos conviene des-
tacar es que una vez obtenido un modelo ARI-
MA por la metodologia que resumiremos a con-
tinuacidn el propio modelo resuelve en forma
clara los tres problemas bidsicos de toda pre
visibén: La forma de la funcidn de previsidn

eventual, los pesos gue hay que aplicar al -
pasado para obtener las previsiones adaptati
vas y la determinacidén de los intervalos de

confianza para las previsiones (vé&ase /19/).

En forma esquemitica podriamos decir que la
metodologfa propuesta por Box-Jenkins (1970)
es un procedimiento de aprendizaje secuen---
cial basado en la interaccidn entre el ana-—-
lista y el ordenador que resulta una herra--
mienta imprescindible. E1 diagrama de las e-

tapas del proceso de modelado es:

IDENTIFICACION

ESTIMACION

VERIFICACION

no

si UTILIZACION

ADECUADO?

Estas etapas son comunes a todos los niveles
de la metodologia (modelo estocdstico univa-
riante, funcidén de transferencia, etc.). La
identificacidén tiene como finalidad princi--
pal el obtener valores plausibles para p, 4,
g asi como para el tipo de transformacidn no

lineal a efectuar.

Utiliza como herramientas bésicas las funcio
nes de autocorrelacidn y autocorrelacidn par

cial y todo tipo de ayudas gr&ficas.

La estimacidn de los parémetros del modelo i
dentificado se realiza mediante algoritmos -
de optimizacibn no lineal que maximizan la -
funcidn de verosimilitud exacta o alguna a--
proximacidn de la misma. El inter&s de los -

estimadores de mixima verosimilitud reside -
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en sus propiedades estadisticas vy, principal
mente en este caso en que se trabaja habi---
tualmente con muestras grandes, la eficien--

cia asintbtica de los estimadores MV.

La verificacibn del modelo consiste en un --~
conjunto de pruebas de significacién estadis
tica efectuadas a los pardmetros del modelo

y sobre todo a los residuos del mismo. Cree-
mos importante sefialar agquf que, si el resul
tado de la verificacidn es la no aceptacidén

del modelo, ello no implica que deba iniciar
se a partir de cero un nuevo proceso de iden
tificacidn, sino que el nuevo modelo a esti-
mar y verificar se obtiene combinando el mo-
delo rechazado con el modelo que se podria -
ajustar a los residuos. Ahi reside precisa--
mente la base de lo que hemos llamado método

de aprendizaje secuencial.

5.3 MoDELOS ESTOCASTICOS UNIVARIANTES

En este apartado trataremos de pasar revista
a algunas de las aportaciones mis relevantes
en el &rea del modelado de series univarian-
tes parametrizadas en la forma ARIMA, desde
la publicacibn en 1970 del libro de Box y --
Jenkins.

En la fase de identificacién deberiamos ci--
tar en primer lugar la aportacién de Cleve~-
land /30/ que utiliza el concepto de fun--
cibn de autocorrelacién inversa como comple-
mento y alternativa a la funcidn de autoco--

rrelacidén parcial.

En la identificacidn de modelos estacionales
se ha estudiado por parte de Hamilton, Watts
/49/ vy Ppeha /85/

parte estacional y la no estacional del mode

la interaccidn entre 1la

lo en las funciones de autocorrelacibn y au-
tocorrelacidn parcial. El andlisis de dichas
interacciones facilita considerablemente la

identificacidn del modelo.

También en el &drea de modelos estacionales -
debemos citar el importante trabajo de Clave
land y Tiao /31/

dentificacidn de modelos periddicos para ---

en el que discuten la i--

cierto tipo de series estacionales en las --
que el ajuste de un modelo estacional multi-

plicativo no resulta adecuado.
En las aportaciones analizadas hasta qui, se

han suministrado herramientas adicionales al

analista sin eliminar en ning@n caso la in--
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tervencifén del mismo en el proceso de identi
ficacibn, intervencibn que creemos de espe--
cial importancia. Recientemente una serie -
de autores han propuesto procedimientos de -
identificacidn automitica basados esencial--
mente en la minimizacidén del criterio de in-
formacién de Akaike /5/ . Los resultados -
obtenidos con métodos automdticos han sido -
objeto de numerosas criticas tebricas y prac

ticas, como sefalamos en la seccibn 3.2.

En el 8rea de estimacibén ha habido progresos

notables desde 1970. Es sabido que BoX y Jen
kins /18/

cidn a la funcidn de méxima verosimilitud --

utilizaban dos tipos de aproxima

que luego se optimizaban mediante algoritmos
tipo Marquardt. La primera aproximacidn es -
esencialmente minimizar la suma de cuadrados
de los residuos condicional a ciertos valo--
res iniciales y la segunda consiste en la u-
tilizacibn del "back-forecasting". Varios au
tores y entre ellos Dent /41/ , Ljung y Box
/72/ y Ansley /2/

cibdn de verosimilitud exacta para un proceso

han obtenido la fun--

ARIMA (p, q) y descrito el algoritmo necesa-

rio para calcularla mediante el ordenador.

Como creemos que este punto es importante, -
vamos a desarrollar los conceptos bésicos pa
ra un modelo MA (1).

Supongamos el modelo:

o o o

= -0 . = -Us = 9
Zt at at-l’ Zt Zt M; at Zt+ at—l
Condicional a a0=0 tendriamos que la suma de
cuadrados de los residuos seria:

n

sew = X a’ (oW
t=1

La estimacidén minimo-cuadritica de los pari-
metros del modelo se obtendria pues:
~ A
S(6,u) = min S(6,n) (5.5)
6,1

Ahora bien, la funcidn de verosimilitud exac
ta del modelo MA (1) es:

2 2
200,u,0° |2)ap(z16,1,0% )

siendo 02 la variancia del ruido y zZ = (él,
Z2,...,Zn)', es decir -1
-1, 2'y 2
2 -N -1/2_ 20. — *
2(8,u,0 alg)aca \gnl /24 20,4 (5.6)
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siendo

1462 o -8

-6 1402, .. o

-9 -0 1462

se puede demostrar ademds /18/:

2 vtz = (8, + g(8,ulz)

Queda clarec abkora cue cuando se utiliza la -
estimacién cuadr&tica (5.5) se estd despre--
ciando de (5.6) los términos en que intervie

nen

lv

‘—1/2
=n

vy g(6,ulz)

mientras que cuando se utiliza el backfore--
casting se trabaja exactamente con Z' ¥;1Z
perc se sigue despreciando el determinante.
Los problemas de despreciar éste, fueron se-

fialados inicialmente por Newbold /82/.

Un punto senalado en la literatura, y que --
nuestra experiencia préctica nos confirma, -
es que las aproximasciones a la funcién de ve
rosimilitud exacta no dan malos resultados -
cuando el nfimero de observaciones es elevado
y cuando los ceros de los polinomios de me--
dias m&viles, sobre todoc los estacionales, -

no estdn certa del circulo unidad.

De todos modos recomendamos vivamente la uti
lizacidn de la funcibn de méxima verosimili-
tud exacta en los procedimientos de estima--
cidn ya que es la linica posibilidad de resol
ver el problema de la no invertibilidad debi
da a una sobrediferenciacidn, problema estu-
diado por Abraham /1/.

En el &rea de verificacidn o diagnosis del -
modelo, las aportaciones mds relevantes se -
han hecho sobre el estadistico "Portmanteau"
definido por Box y Pierce /24/ | Este esta-
distico fue criticado en primer lugar por --
Prothero y Wallis 794/
Triggs y Newbold /40/
la distribucidén de

y por Davieg, —-----

en el sentido de que

m .
O(r) =N D r
k=

puede desviarse de la supuesta tefrica ----

Xi—q—p' En un reciente trabajo, Ljung y Box
/71/ han modificado es estadistico "port

manteau" y han demostrado la robustez del --
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mismo frente a las desviaciones de la hipéte
sis de normalidad de los residuos a, .

Otro aspecto importante de la metodologia en
la gque ha habido contribuciones interesantes
durante los Gltimos diez anos ha sido el de
la transformacién de los datos mediante —----
transformaciones no lineales del tipo Box---
Cox /20/ . Este problema va intimamente li-
gado a los de aditividad, normalidad y hete-
rocedasticidad de las series temporales. En
su libro, Box y Jenkins sugerian gque sus mo-
delos tendrian un campo de aplicacién mis am
plio si se consideraban transformaciones no
lineales de los datos originales. E1 énfasis
se colocaba en discernir entre si una serie
podia convertirse en estacinaria mediante di
ferenciaci6n finicamente, o si por el contra-
rio, la serie posiblemente.estacionaria es -

la de variacibn procentual:

vz . Vlog Z

en cuyo caso procedia transformar logaritmi-

camente los datos antes de diferenciar.

La importancia del problema surgié a raiz --
del trabajo de Chatfield y Prothero /34/ —-
en el gque se cuestionaba la metodologia de -
Box-Jenkins en base a las previsiones hechas
para una dnica serie temporal, mediante un -
modelo ARIMA, en el que los autores habian a
doptado la transformacidn logaritmica de los
datos. En la réplica a este trabajo, Box y -
Jenkins /21/ demostraban que la pobreza de
las previsiones obtenidas era debida bédsica-
mente a que la transformacidn logaritmica --
no era la mds adecuada para la serie analiza
da y mostraban como el valor de ) podia ob-
tenerse de forma aproximada mediante un sen-

cillo -grdfico media- amplitud.

Granger y Newbold /43/ demostraron que una
transformacidn de los datos puede modificar

a veces la estructura de la funcidn de auto-
correlacién de la serie y por lo tanto suge-
rir distintos modelos en la fase de identifi
cacibén. No obstante, la importancia del pro-
blema, de los métodos de diagnesis necesa---
rios para detectar en los residuos la necesi
dad de transformar los datos y los efectos -
de dicha transformacidn en las previsiones -
obtenidas han sido claramente expuestas por

/81/

los problemas de no normalidad no se resuel-

Nelson si bien dicho autor indica que

135



ven completamente mediante la transformacidn
de Box-Cox. Entre los algoritmos existentes
que permiten la estimacidn méximo-verosimil
del parémetro conjuntamente con los restan
tes pardmetros del modelo citaremos el de --

Ansley, Spivey y Wrobleski /3/.

Han sido también importantes y numerosas las
aportaciones en el drea del modelado de se--
ries estacionales. Un problema importante es
si se debe modelar la serie original (conve-
nientemente transformada) o bien si es prefe
rible desestacionar previamente los datos --
con modelos mds o menos "ad hoc". Una res---
puesta a este dilema se encuentra en Cleve--
land y Tiao /32/ En este trabajo los au--
tores encuentran un modelo ARIMA para el pro
grama X-11, propuesto por Shi kin, Young y -
Musgrave /99/ partiendo de los datos sin

desestacionalizar y comentan los resultados,
no del todo satisfactorios, del citado pro--
grama aplicado a la serie clésica de viaje--
ros de avidn. La aplicacidén a toda serie es-
tacional del método X-11 presupone, que toda
serie temporal estacional tiene el mismo mo-
delo ARIMA o, alternativamente, que las pre-
visiones son robustas frente a las desviacio
nes del modelo ARIMA de una serie concreta-

respecto del implicado en el X-11, lo que re
sulta de dudosa validez. Un trabajo intima--
mente relacionado con el anterior es el de -
Tiao y Hillmer /104/ que proponen una des--
composicidn canbnica de una serie estacional
y comparan positivamente sus resultados con

los obtenidos por otros filtros propuestos -

en la literatura y utilizados en el X-11.

El andlisis de series con componente estacio
nal muy estable ha sido objeto de estudio --
por parte de Cleveland, Dunn y Terpenning --
/31/ que in-
troducen el concepto de modelos con media pe

/33/ y por Cleveland y Tiao

riédica y/o estructura de covariancia perid-
dica y finalmente por Tiao y Grupe /105/ —--
gque utilizan la modelizacidn multivariante -
descrita en el apartado 5.2 del presente tra
bajo para la identificacidn, estimacibn y ve
rificacién de dicha clase de modelos. Cree--
mos que los modelos periddicos pueden alcan-

zar una notable importancia en el futuro.

Otra problemética de gran interés es la del
seguimiento de un modelo, previamente acepta
do para una serie temporal dada, a fin de de

tectar posibles cambios en los pardmetros y/
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0 en la estructura del mismo en el transcur-
so del tiempo. Este enfoque difiere sensible
mente del consistente en ir actualizando los
pardmetros del modelo a cada nueva observa--
cifn. Se propone detectar evidencia de que -
algo ha cambiado en el modelo y permite una

posterior reflexién sobre qué ha variado en

el entorno generador de la serie. Un enfoque
no secuencial al tema se encuentra en /22/ -
en el que los posibles cambios se detectan -
por comparacidén entre las previsiones obteni
das mediante el modelo con un origen del ---
tiempo anterior al posible cambio y los va--
lores realmente observados, basdndose en el

estadistico:

m
QZG—Z Z a2

1=1 .

siendo az(ﬁ=l,...,m) los errores de previ---

sidn con adelanto unitario.

La solucién al problema mediante control se-
cuencial de los errores de previsidn por el

método de observaciones acumuladas (CUSUM --
charts) ha sido expuesta en la Tesis Docto--
ral de Ledolter /69/ . Las bases tefricas -
del método de control por observaciones acu-
muladas asi como una amplia bibliografia S0
bre el tema se exponen en la Tesis Doctoral

de Prat /69/ .

Un iltimo aspecto a resaltar es el de la in-
terpretacién de los modelos ARIMA. En su ya

citado articulo Chatfield y Prothero /34, --
argumentaban la dificultad de interpretacién
intuitiva de dichos modelos y este punto se

ha esgrimido con cierta frecuencia en la li-
teratura como critica a estos métodos. En la
respuesta a estos autores, Box y Jenkins ---
/21/ mostraban, mediante sencillas manipu-
laciones algebraicas, como expresar un mode-
lo ARIMA en una forma de interpretacién muy

simple. Ademds en un apéndice de Box y Jen--
kins /18/

visién definida por un modelo ARIMA, que es

se sugiere que la funcidén de pre

la solucién de una ecuacibén homogénea en di-
ferencias estocisticas, se reduce a una ecua
cién de regresidn con pardmetros que varfan
en el tiempo, lo que introduce un nexo natu-
ral con la formulacibn en el espacio de los
estados, tipo filtro de Kalman, un punto que

ha sido explorado por Pefla /86/.

Finalmente la justificacién tebrica de la a-
paricifén de modelos mixtos en el modelado de

series temporales reales ha sido claramente



expuesta por Granger y Morris (1978).

Creemos conveniente cerrar esta apartado se-
fialando las ya muy numerosas aplicaciones --
del modelo ARIMA a problemas reales (ver a--
partado 6). Ademds, las previsiones obteni--
das por otros métodos de previsifn para se--
ries univariantes /45/ e incluso a las obte-
nidas con complejos sistemas econométricos -
con una gran cantidad de ecuaciones simulté-
neas tales como el sistema MIT-Penn y el FRB
(ver /80/).

5.4 MopeLos DE FunNcION DE TRANSFERENCIA

La forma de parametrizar los modelos de fun-
cién de transferencia y la estrategia de i--
dentificacidn, estimacién y verificacidn, --
fueron desarrollados por Box y Jenkins /18/

en forma muy similar a la expuesta para el -

modelo estocistico univariante.

Consideramos en primer lugar el caso de una

sola entrada X y salida finica Y, ambas es-

t’! t

tacionarias. Los modelos de funcifn de trans
ferencia presuponen que entre Yt y Xt existe
causalidad unidireccional en el sentido de -

Granger /42/.

En ausencia de perturbacidn estoc8stica la -
relacidn dindmica determinista entre X, e Yt
se puede representar mediante una ecuacibn -

en diferencias.

Xt_’_—"Yt

2 -
Y, = (v0+le+v2B +...)Xt = v(B)Xt
Si se formula en forma escueta la respuesta
impulsional v(B), admitiendo s6lo funciones

de transferencia racionales e irreducibles -

tendriamos:
X Y
t v(B) = w (B) Bb t
§ (B)

donde b es el retraso gue indica la inercia
del sistema y w(B) y §(B) son polinomios en
el operador de retardo B, primos entre si y
tales que todos sus ceros estén fuera del --
circulo unidad:

w (B)

]
=S
|
=4
[v+]
€
[os]

S (B)

]
=
1
o
(o2}

Qitestiié - V. 5, n° 3 (setembre 1981}

Por otro lado, sabemos gque una perturbacién
aleatoria estacionaria puede ser representa-

da mediante un modelo ARIMA univariante:

a N

t 0 (B) t
—T— J— ’

¢(B)Vd

Asi pues una relacién dindmica determinista
entre la entrada xt y la salida Yt perturba-

da por un cierto ruido N_ admitir& la repre-

t
sentacién general (modelo de funcifén de ----

transferencia) :

ay
08(B)
+
oByve l
N

t
X wB) b| Tt ¥
| T
v, = wB) BPx, + 2B a, (5.7)

8(B) ¢ (B)v¢

El primer sumando de (5.7) representa la re-
lacibén determinista entre la entrada y la sa
lida, mientras que el segundo sumando expre-
sa la perturbacibn aleatoria, o sea la in---
fluencia sobre Yt de otras variables distin-
tas a Xt' La no existencia de realimentacidn

implica la independencia entre a_ y Xt en --

t
instantes de tiempo distintos.

Una primera &rea de aportaciones a los mode-
los de funcidn de transferencia desde 1970 -
ha sido la de los problemas de la causalidad

entre series temporales.

En el trabajo de Haugh /55/ se discuten --
los problemas que aparecen en la identifica-
cibn de dichos modelos cuando existe reali--
mentacidn entre la salida y la entrada. Este
tema lo trataremos con algo mds de detalle -
/103/ demos
tré que el concepto de causalidad de Granger

al hablar del preblanqueo. Sims

es equivalente al concepto de exogeneidad en
los modelos econométricos. Pierce /89/ su-

giere que una variable X reciba el nombre

de indicador de adelantot("leeding indica---
tor") de otra variable Y_ s&lo si X, causa a
Yt en el sentido de Granger. Pierce y Haugh
/90/  demuestran que al concepto de causa-
lidad antes mencionado es invariante a las -
diferenciaciones de las series vy a transfor
maciones no lineales del tipo Box-COX a la
vez que proporcionan un test para verificar

entre las series analizadas.



Pocas aportaciones ha habido en el campo de
la identificacién de los modelos de la iden
tificacién de los modelos de funcidén de ---
transferencia desde el resultado bésico cb-
tenido por Box y Jenkins de que los coefi--
cientes VO’Vl"" de la respuesta impulsio-
nal son proporcionales a los coeficientes -
de correlacién cruzada pxy(l), s6lo si por

lo menos la serie de entrada es ruido blan-
co. En caso contrario vy depende de las au-
tocorrelaciones de la serie de entrada. Por

ello, proponian preblanquear X con su mo-

’
delo estocéstico univariante, gbteniendo -
una serie 9, que debe ser ruido blanco; pre
blanguear luego la serie de salida Yt con -
el modelo univariante de Xt, obteniendo una
serie Bt no necesariamente ruido blanco e -
identificar v(B) mediante los coeficientes

de correlacidn cruzada puB(K). La funcibn

de transferencia entre oL Y Bt es obviamen-

te la misma que entre las series originales

X, —— ‘ v(B)| —»— Yt
v B "
¢ | v(B) N
%e

o)

Be

siendo Y(B) el filtro lineal de la serie Xt'

Este método es vdlido en el caso de ausen--
cia de realimentacibén. Dado gue un modelo -
de funcidén de transferencia es un caso par-
ticular de un modelo multivariante, se pue-
den utilizar para su identificacién técni--
cas desarrolladas para dichos modelos que -

se comentaridn en el apartado 5.5.

En cuanto a la identificacién del ruido, Nt
originalmente Box y Jenkins proponfan obte-
ner Nt por diferencia: Nt
cando luego a dicha serie la metodologia u-

=Yt—v(B)Xt, apli--

nivariante. Teniendo en cuenta gue los coe-
ficientes de v(B) son estimados en forma po
co eficiente en la etapa inicial del proce-

so, Jenkins /59/ sugiere utlizar para N

t
el modelo univariante del "out-put”.

El tratamiento de varios "inputs" no presen
ta mayores dificultades cuando son indepen-—
dientes. Basta buscar la funcién de transfe
rencia de cada uno de ellos con el output y
tomar como modelo para el ruido el mis com-
plejo de los obtenidos. El caso de multico-

linealidad en los inputs puede resolverse -
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también sin dificultad (/59/).

Una de las aportaciones m&s importantes en -
los Gltimos diez anos, en el contexto que --
nos ocupa, ha sido el anflisis de interven--
cién propuesto por Box y Tiao /23/ Se tra
ta, en esencia, de un caso particular de fun
cibén de transferencia cuando los inputs son

series binarias (impulsos o escalones).

La utilizacién de dicho andlisis permite eli
minar de las series temporales, anomalias de
bidas a hechos externos a las mismas y que -
de no ser eliminadas pueden distorsionar la

estructura del modelo y/o los pardmetros del
mismo. Es posible tratar acontecimientos ta
les como, una huelga, un aumento de precios,
la introduccién de una nueva lay, una campa-
fia publicitaria, etc. En el apartado 6 el --
lector interesado podrd encontrar referen---
cias en las que se ha aplicado el método con
éxito.

En este punto hay que destacar la utiliza---
cién hecha por Treadway /108/ del andlisis
de intervencidn para el tratamiento de res—-
puestas no lineales, mediante la utilizacidn

de funciones de transferencia descompuestas.

5.5 Moperos ARIMA VECTORIALES

La formulacidén del modelo ARIMA vectorial ha
sido expuesta en el apartado 5.2 y vamos ---
aquf a resumir sus propiedades matemiticas.
El lector interesado puede acudir a /52/ vy -
/108/.

Si definimos la matriz de covariancias de or
den ¢ del proceso vectorial de dimensidn ---
k,gt, (que supondremos en adelante siempre -

de media nula sin pérdida de generalidad).

i,=1,...,k

T(2) = E(Z_42',) = {Yij(l)} o 1

y la matriz de autocorrelacidn parcial Py
=%

como la obtenida ajustando a Z por minimos

tl
cuadrados, el modelo lineal multivariante.

Zy = By, 0Zp-1tBp 0Zpoote - ?Bp gl atYy

puede demostrarse que, andlogamente al caso

univariante:

a) un proceso AR(p) vectorial se caracteri-
za porque los términos de las matrices -

I(%) son no nulos y se amortiguan al au-



mentar el retardo, mientras que los de -

las matrices Py ; se anulan para £>p.
- r

b) un proceso MA(qg) vectorial se caracteri-
za porque los términos de las matrices -
L(ﬁ) se anulan para %4>g mientras que los
de las matrices 22’2 son no nulos y se -

amortiguan al aumentar el retardo % .

c) un proceso mixto ARMA (p,q) vectorial --
tiene matrices E(R) Yy By ¢ no nulas, --
con términos amortiados a'medida que cre
ce el retardo %, con algunos valores ini
ciales sin pauta reconocible y con com—-
portamiento autogresivo a partir de un -

cierto retardo.

A continuacidn exponemos brevemente la meto-
dologfa de Tiao y Box /106/ que es una ge--
neralizacidén natural de los procedimientos -

univariantes.
La identificacidn requiere:

a) Decidir si transformamos o no las series
para convertirlas en estacionarias.

b) 1Identificar la estructura ARMA.

La conversifn del vector de series en esta--
cionario -si inicialmente no lo es- la efec-
tuaremos tomando diferencias de un orden ---
apropiado. Asf como en el andlisis univarian
te es conveniente en caso de duda sobredife-
renciar para terminar con un modelo m&s adap
tativo, en el caso multivariante la sobredi-

ferenciacibn debe evitarse.

La identificacién de la estructura ARMA re--
quiere: determinar los &rdenes méximos de --
las matrices ii y 31' es decir, los Srdenes

p y g a partir de los cuales las matrices --
son idénticamente nulas, es que en definiti-
va determinar el orden del proceso multiva--
riante ARMA. Para determinar la estructura -
de las matrices ¢(B) y 9(B) utilizamos tres

herramientas que vamos a exponer brevemente.

a) Las matrices de correlacidn simple

Estas matrices que denotaremos 5(2) tienen -

por elementc genérico rij(ﬁ), definido por
n-1

2 (27T)) (g 07Ty

iy = £=1 (5.8)

* = .2 = .2
(Bi¢723) " 2M244723)
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n

donde 7, = n 2 3, v n es el nfimero de ob-
i =1 it

servaciones del vector de series. El anfli--

sis de estas matrices permite determinar el

retardo a partir del cual estas matrices son
idénticamente nulas. Dado que los coeficien-
tes rij(Q) son muestrales, utiiizaremos que,
en la hipbtesis de que el vector Et es ruido
blanco, rij(g), para 2>0, tiene una distribu
cidn asintdticamente normal, con media cero

y varianza n_l. Por lo tanto, consideraremos
no significativamente distintos de cero aque
llos coeficientes menores, en valor absoluto

que 2n—l/2.

Es Gtil también calcular los determinantes -
de estas matrices para ver si son iguales a

cero.

Si el orden 4, tal que para h>2.R(h) tiene
todos los elementos nulos y |R(h)|=0 es alto

(mayor que 3 6 4) esto indica que el proceso

tendrd parte autoregresiva. Si el orden h es
bajo (1,2 6 3) la hipltesis tentativa més —-

simple es que el proceso es MA(h).
Por lo tanto, la funcidn de correlacidn sim-
ple nos permitird diferenciar, en una prime-

ra instancia, entre procesos AR y MA.

b) Las matrices de correlacidn parcial

Por definicidn, la matriz Eg 3
- ’

gz al ajustar por MCO la ecuacidn de regre--

es la matriz

sién multivariante:

Zyp = 098 g teeF Qo2 tEL (5.9)

o, trasponiendo, para escribirlo en forma es
téndar:

L} p— 1] L} L] L}
By 5204987 *eeet I 07 %Ey

Si llamamos Z'. al vector dila que contiene

las k observaciones de las componentes de Et

en el instante j:

2+1
Y =
L (n-1) xk
1] 1] 1]
2’ A 1
1 1 1]
Z n-1 Z n-2 Z n-%
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=S
I

nc
1l

6,1 Kixk o
(n-%) xk

Tendremos la ecuacibén multivariante de regre-

sidn:

¥Y=X¢+U (5.10)
cuya solucidn minimo-cuadrética es:
-t xy (5.11)

que nos dard la matriz k& x k de pardmetros
¢ij(h).

Si llamamos §(&) a la matriz k x k que da las

sumas de cuadrados de los residuos, defnida -

por:
s(®) = u'y
siendo U =Y - X ¢

entonces la matriz de varianzas y covarianzas
de los residuos se calcula con:

IT=--—1 s

n-k&

vy las varianzas y covariznas de los estimado-
~

res ¢ vienen dadas por:
x'xta¥
siendo ® el producto de Kronecker.

Estas fdérmulas constituyen la generalizacidn

inmediata del modelo de regresién multivarian
te clésico. Para contrastar la hipbtesis de -
que By g
de razbn de verosimilitud, con:

es cero, podemos utilizar un test -

ls(2) |

|s(a-1) |

La distribucidn de este coeficiente es la A -
de Wilks, que puede aproximarse a una x2 cen-
tral mediante:

x2 = -(N = 1. 2k} log A

2

que es, en la hip&tesis de que QQ es cero, =--
asintSticamente una x2 con k2 grados de liber
tad. Otras aproximaciones, utilizando la dis-

tribucién F de Snedecor, pueden verse en /99/
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En resumen, las estimaciones de las matrices
de autocorrelacibn parcial van a ser Gtiles
para determinar si el proceso es AR -en cuyo
caso habrid un pequefio nlmero de matrices dis
tintas de cero- o MA, en cuyo caso tendremos
matrices con coeficientes distintos de cero

hasta retardos elevados.

Una informacién importante de este andlisis
es el estudio de las matrices de autocorrela
cién simple.de los residuos estimados des---
pués del ajuste del modelo (5.9), ya que nos
proporcionan informacifén sobre la existencia
de un modelo mixto. Por ejemplo, supongamos
que el verdadero modelo es ARMA (1,1):

(I-4B) 2, = (I-9B)

t 2¢
y errdneamente especificamos un AR(1l) dado -
por:

—_* =

(I-¢*B) Z, = g4
es entonces inmediato ver que los residuos -
€, tendrdn estructura multivariante, lo que

nos llevard a reformular el modelo.

La estimacidn del modelo identificado se ha-
ce, al igual que en el caso univariante, ma-
ximizando la funcién de verosimilitud o algu
na aproximacidén de la misma, mediante algo--

ritmos del tipo Marquardt.

En el 6ptimo obtendremos el valor de los es-
timadores, de la matriz de larianzas y cova-
rianzas del vector de ruido asf como la ma--
triz de varianzas y covarianzas de los esti-
madores que vendrd dada por la matriz de in-
formacifn de Fischer. La funcidn de verosimi
litud exacta para un proceso ARMA vectorial,
ha sido obtenida recientemente por Hillmer y
Tiao (1979).

Los diagnosticos del modelo estén disefiados

para identificar posibles errores en la for-
mulacidén del mismo y se realizan mediante el
¢+ Bl ob

es ruido

andlisis de los residuos estimados a
e
jetivo es comprobar si el vector a

t
blanco, lo que implica:

a) cada componente ;it debe ser ruido blan-
co. Esto se comprueba analizando las fun
ciones de autocorrelacidn simple y par--
cial de cada componente. El contraste --
global utilizado es el estadistico de --
Ljung-Box /72/.



~
b) Conjuntamente el vector a, s8lo puede te-
ner correlacién contemporénea, lo gue im-

plica que, para 2#0:

- Las matrices de autocorrelaci6n Ra, (%)
deben tener todos los elementos no sig

nificativos distintos de cero.

- Las matrices ga(ll) deben tener todos
-t
los elementos -no significativamente --

distintos de cero.

- Los determinantes de estas matrices de
ben de ser cero.
~
Si observamos que it tiene estructura del ti-
po:

~

a2, = L(B) a,

entonces reformularemos el modelo mediante:
g(s)gt = Q(B)gt = Q(B)Q(B)Et

que seré el nuevo modelo a estimar.

Finalmente la formulacién ARIMA vectorial pue
de generalizarse para tener en cuenta la esta
cionalidad mediante:

s _ S
¢ () 285z, = 8®HB%a,

donde Et es el vector de series originales o
convenientemente diferenciado para que sea es

tacionario.

Una aportacidn interesante al andlisis multi-
variante de series temporales es el andlisis
canbnico de Box y Tiao (1977). Estos autores
investigan las combinaciones lineales de las
series originales que tengan predictibilidad
(definida como la proporcidn de variacibn ex-
plicada respecto al total) méxima o minima. -
Las combinaciones lineales de predictibilidad
mixima van a determinar la "tendencia" global
del sistema mientras que las de predictibili-
dad minima reflejan las relaciones estables -

entre las series.

6. CO TONES

Los tres enfoques bisicos en el andlisis de -
series temporales: andlisis espectral, mode--—

los en el espacio de los estados y modelos -~
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ARIMA tienen objetivos y, por lo tanto, domi
nios de aplicacién originalmente distintos.

El andlisis espectral es un enfoque no para-
métrico, -no pretende construir un modelo pa
ra la serie temporal univariante o vecto----
rial- se desenvuelve en el dominio frecuen--
cial y pretende esencialmente la comprensidn
cualitativa de las relaciones dindmicas-fre-
cuencias, amplitudes y fases- presentes en=-

tre las componentes de un vector de series -

Z-

La formulacién en el espacio de los estados

se ha desarrollado en el campo de la ingenie
ria de control en los que la estructura del

modelo, por lo menos en su parte dindmica, -
es conocida a partir de teorias fisico-mate-
m&ticas subyacentes, centrdndose los esfuer-
zos de los parémetros del modelo y en la uti
lizacién del mismo para el control de los --
procesos correspondientes. En los @ltimos --—
anos este enfoque se ha generalizado para el
caso en que la Gnica informacidén disponible

es la observacidn de las entradas y salidas

del sistema y es esa formulacidén la que pue-
de ser comparada con los modelos ARIMA al --

ser equivalentes las hipbtesis de partida.

La formulacién de modelos paramétricos con -
esa informacién inicial ha sido, desde sus -
orfgenes, el problema b&sico gque se ha queri
do resolver en el campo de los modelos ARIMA
y para el que se ha desarrollado una metodo-
logia sistemdtica de identificacién -estima-

cibén y verificacidén de modelos.

Desde el punto de vista del aparato mateméte
mitico utilizado y de la generalidad de la -
clase de modelos propuesta, creemos importan

te sefialar:

a) Existe una equivalencia matemitica -la -
transformada de Fourier- entre la fun---
cidén de autocovariancias y el periodogra
ma que son las herramientas bésicas en -
el drea de los modelos ARIMA y en el and
lisis espectral respectivamente. De he--
cho, las dificultades existentes en el -
disefio de ventanas para la estimacibn -~
del espectro se estln resolviendo utili-
zando esta dualidad, como se ha senalado

en el apartado 3 del presente trabajo.
b) Dado un modelo formulado en el espacio -

de los estados es inmediato encontrar su

formulacién ARIMA equivalente y, como se
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ha sefialado en el apartado 4, dado un mo-
delo ARIMA es posible encontrar una infi-
nidad de ecuaciones de estado equivalen--
tes y en particular escribirlo en forma -

candnica y escueta.

A la multiplicidad de formas canbnicas en el
espacio de los estados le corresponde la mul-
tiplicidad de condiciones que deben cumplir -
las matrices ¢ y € en los modelos ARIMA para
que dichos modelos sean identificables. Exis-
te pues una equivalencia matem&tica entre los
modelos ARIMA y los modelos en el espacio de
los estados que cumplan las condiciones de --
controlabilidad y observabilidad y deban ser
identificados a partir de las observaciones -

input-output finicamente.

Cifnéndonos a la comparacién entre los modelos
ARIMA y modelos en el espacio de los estados

es Importante resumir sus diferencias en lo -
concerniente a la metodologia de modelado. --

Desde este punto de vista cabe destacar:

a) En el &rea de los modelos ARIMA y debido
a los objetivos para los que se formulan
dichos modelos, la elaboracidn de un pro-
cedimiento sistemitico de modelado ha si-
do de importancia vital y una de las apor
taciones més relevantes de Box y Jenkins
(1970) y en particular la utilizacidn de
la informacidn empirica para la fase de -
identificacién. En este aspecto las apor-
taciones en el &rea del espacio de los es
tados hay que limitarlas al andlisis de -

correlacidn candnica propuesto par Akaike
(1974 .

b) El &rea de estimacién de los parfmetros -
del modelo ha sido objeto de numerosos --
trabajos en el drea de los modelos de es-
tado. Ello es debido a que problemas tan
importantes como el de la dimensién del -
vector de estado se consideran resueltos
"a priori". Mientras que en el &rea de --
los modelos ARIMA se utiliza cada vez con
mayor frecuencia la estimacibn miximo-ve-
rosimil, en el espacio de los estados si-
gue siendo notable la tendencia a la uti-
lizacidn de modelos autoregresivos que, -
al tener residuos lineales en los paréme-
tros, permiten una estimacién minimo-cua-
dr&tica que, si bien requiere menos tiem-
po de ordenador es menos eficiente desde
un punto de vista estadistico, si, por --

ejemplo, el verdadero modelc es de medias
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méviles.

En el drea de verificacién del modelo basta
decir que la gran mayorfa de los diagnbsti--
cos utilizados han sido desarrollados en el
drea de los modelos ARIMA ya que constituyen
la base de la reformulacidn de modelos, ele-
mento central en el proceso metodol8gico de
aprendizaje secuencial descrito por Box y =
Jenkins (1970). También el hecho de que este
importante aspecto del modelado de series --
temporales haya despertado poco interés en -
el espacio de los estados, debe atribuirse a
las hipbtesis de partida en este campo: el -

modelo es ya conocido al margen de los datos

Finalmente, desde el punto de vista de las -
aplicaciones, el andlisis espectral se ha u-
tilizado extensamente en primer lugar en el

estudio de sistemas fisicos en los que la in
terpretacidén en el dominio de la frecuencia

tiene una relacibén directa con el fenbmeno -
estudiado, como en la espectroscopia, el and
lisis de fenbmenos de turbulencia en fluidos
la ingenierfa eléctrica, la geofisica, la hi
drdulica, la acfistica, el estudio de ritmos

orgédnicos en Biologia o Medicina, etc. (Véa-
se /26/ para referencias extensas de estas -
aplicaciones). En estos estudios el andlisis
espectral es muy adecuado para identificar -
la importancia relativa de los distintos ar-
mdnicos y para la determinacién de la res---
puesta en frecuencia del sistema ante distin

tos inputs.

En segundo lugar, el anflisis espectral se -
ha utilizado como andlisis previo a la cons-
truccidn de un modelo paramétrico y comple--
mento y confirmacidn del modelado en el domi

nio temporal (véase /18/).

En tercer lugar, para la construccién de fil
tros y para el alisado y descomposicidn de -
series temporales o vectores de series. (Véa
se /106/ para un enfoque reciente del proble
ma) .

El modelado en el aspecto de los estados se
ha aplicado principalmente en el control de
sistemas fisicos en los que las ecuaciones -
de estado tienen una interpretacidn directa
en el sistema objeto de estudio. En particu-
lar, se ha aplicado, entre otros campos, en
el de la ingenierfa aerondutica y aeroespa--
cial, /76/, en el de sistemas de potencia, -
/68/, en el control de procesos, /14/, etc.
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Las aplicaciones a campos como el econbmico -
en que la estructura del modelo es desconoci-
da han sido m8s reducidas y presentan proble-
mas no resueltos. (Véase /5, 77/).

La popularidad de los modelos ARIMA ha sido -
debida principalmente al gran nfimero de sus -
aplicaciones en los campos mds diversos. Jen-
kins (1970) presenta una amplia panordmica de
las mismas. En nuestro pais, el lector intere
sado puede encontrar en el nlmero monogrifico
de Cuadernos Econbmicos del ICE (1979) una --
muestra de trabajos realizados por investiga-
dores espafioles. En particular, los autores -
de este trabajo han aplicado estos procedi---
mientos con é&xito al estudio de la demanda de
energfa eléctrica (/74, 92 y 93/)al estudio -
de precios del trigo en la Espafia del siglo ~
XIX (/88/) y al estudio de transmisidén de pre

cios en mercados agrarios /87/, entre otros.

Como resumen de este trabajo, cada una de las
metodologias revisadas tiene un dominio de --
aplicacidn para el cual ha sido disefiada y en

el cual es especialmente apta.

El andlisis espectral cuando el dominio fre--
cuencial se corresponde estrechamente con la
naturaleza ffsica del fendmeno y como herra--
mienta exploratoria muy general, sirve de so-

porte en los otros enfoques.

El modelado en el espacio de los estados cuan
do la estructura dindmica del sistema es cono
cida y el objetivo bdsico es el control del -
mismo. El enfoque paramétrico ARIMA en el res
to de los casos en los cuales el objetivo b&-
sico es la construccién de modelos estocdsti-
cos a partir de la evidencia empirica disponi
ble. Los autores confian en que las estrechas
relaciones que se han seflalado entre estos en
foques conduzcan en un futuro préximo a una -

mayor integracién entre los mismos.
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