CONSTRUCCIO DE SUPERFICIES MITJANCANT FUNCIONS SPLINE

P. BRUNET I CROSA

La construcei6 d'una supergicie que intenpoli un conjunt de punts donats amb uns cents reque-
niments de Auavitat 4 continuitat, & un problema de gran importdncia tant en aplicacions de
disseny grdfic com en el procés de dades expenimentals. En una primera part del present ar-
ticle 4'exposen els princdpals mitodes uwtilitzats actualment, comparant LLurs prestacions L

definint LLurns camps d'aplicacif. A La segona pant, es presenta un algorisme que pemet d'in
tenpolan punts Lvegularment distribuits £ déna LLoc a una superflcie amb continuitat gins -
Res denivades parcials segones. Es discutedixen amb detalf LEuns propietats L es compara amb

d'altres metodes fa existents.

1. INTRODUCCIG

La necessitat de construir una superficie a
partir del coneixement d'alguns punts de pas
pot surgir tant en aplicacions de disseny --
grdfic assistit per ordinador com a l'hora de
con&ixer el comportament d'un cert fendmen -
experimental en punts no tabulats. En el pri
mer cas, probablement caldrd disposar d'un -
algorisme capag d'anar modificant la posicid
dels punts coneguts fins arribar a una super
ficie amb la forma desitjada; en el segon cas
obtindrem la solucid en una sola iteracid.
Perd ambdés problemes es redueixen a 1'obten
cié de la superficie d'interpolacid la qual
cosa no &s trivial. Ja en el cas d'una dimen
sié -interpolacié de corbes- sén ben coneguts
els problemes inherents a la interpolacid po
lindmica de Lagrange. En dues dimensions,ens
trobem amb problemes de baixa continuitat al
llarg de 1l'interpolant -cas dels métodes lo-
cals- o de temps de cdlcul elevat i possibi-
litat d'aplicacidé només en configuracions --
molt determinades de les dades -métodes glo-
bals-.

En el present article, un cop presentats els
métodes més utilitzats actualment per a la -
construccié d'interpolants superficials, es
proposa un mé&tode que reuneix d'una banda -~
els avantatges dels esquemes globals (conti-
nuitat elevada, amb el que aixd comporta de
suavitat de la superficie resultant) i d'al-
tra banda les dels esquemes locals (possibi-
litat d'interpolar punts irregularment dig--

tribuits) . La comparacid dels resultats i --
temps d'execucif amb els d'altres algorismes
molt utilitzats actualment confirma la seva

adequacid a un gran nombre d'aplicacions.

2, INTERPOLACIO UNIDIMENSIONAL

Abans d'estudiar els algorismes existents per
a la interpolacid superficial comengarem per
una presentac i 6 dels esquemes de construc -
ci6 de corbes. Parlarem només d'interpola -
cions polindmiques a trossos, donat que la -
interpolacié cldssica de Lagrange no té€ asse
gurada la convergéncia en augmentar el nom -
bre de punts.

2.1 Corbes de Bézier i B-Splines

Donat k i1 un conjunt de nodes T,,...,71

1’ n+k’

tal que riéT. si i<j, es pot definir la base
3 1

de B Splines d'ordre k, Nl,k(x)""’Nn,k(x)

a partir de la seglient relacid de recurrén -

cia /1/

Ni,l(x) =1 si Ti< X<,
Ni,l(x) =0 six ﬁ[Ti’Ti+l]
(x—T IN. o, (x) (1)
N. k(x) - i 1:k 1 +
a Titk-1""1
(T ¥ Vg0 k-1

Titk -Ti+l
El conjunt de funcions Nl,K(X)""’Nn g (%)

d'ordre K (formades per trams polindmics de
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grau K-1-i tals que Ni K(x)>0 ¥x,i,K, -—-—-
I
Ni,K(X) =0 ¥x ﬁhi,Ti+K]) formen base de -
l'espai de dimensi6 n de funcions polindmi-
ques a trossos definidies sobre Tl""’Tn K
Donada la malla definida per les abcises crei
< <« —
xents El\£2\53 "‘<E1+1’ podem trobar la ba
se de B-Splines, /2/, construint el conjunt

de nodes de la seglient manera:

- fem 1, =7, = ... =1, = £

1 2 K 1
- fem T 4= ..o TTux =€1+1
- per tot i, 1<i<l cal gue existeixi un r tal
que T = ... =Tr+si =Ei essent §; = K-1 -

r
(nombre de condicions de continuitat desit-
jades al nis Ei).

Es a dir, els nodes definidors dels B-Spli -
nes coinciideixen amb els punts de la malla,
i la seva multiplicitat ens indica el grau
de continuit;t a cada un dels seus punts; a
partir del conjunt de nodes Tj ja &s imme -~
diat, amb (1), calcular la base. Per exemple
amb k = 3, la base calculada a partir delsng
des 0,0,0,1,3,4,5,5,5 permet generar totes
les funcions construides per trams d'ordre 3
-parabdlics~- als intérvals de la malla d'ab-
cises 0,1,3,4,5 conectats entre ells amb con
tinuitat fins la primera derivada,figura 1l-a;
en canvi, a partir dels nodes 0,0,0,1,1,3,3,
3,4,4,5,5,5 trobem una base que permet gene-
rar funcions discontinues al punt d'abcisa

x = 3 i amb continuitat només de la funcid -
als altres punts, com veiem a la figura 1-b.
Totes aguestes funcions es podran obtenir -~
evidentment com combinacié lineal dels B-Spli
nes:

n
f(x) = ) @y Ni k(x) (2)

1

—

Es pot demostrar, /2/, que si considerem els
punts del pla,

(al’tl) 1y (Unrtn)

t; = g1l

Typrtre e #F Ty (3)

,———~\\~\______",,//

gi g). g 3 gq gg

a- Base amb nodes 0,0,0,1,3,4,5,5,5
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g{ fz. !3 fq gs‘

b- Base amb nodes 0,0,0,1,1,3,3,3,4,4,5,5,5

Figura 1. Exemples de funcions po-
lindmiques a trossos ge-
nerades a partir de dues

bases de B-Splines

la forma de la funcié f(x) polindmica a tros
sos definida per (2) ve modelada per la poli
gonal que uneix els punts (ai,ti), com es —--
pot veure a la figura 2 on s'ha representat
un cas amb n=5, Per tant, un cop s'ha calcu-
lat la base de B-Splines &s molt senzill el
disseny de corbes, a les quals podem anar --
canviant la forma variant la poligonal. A -
més, la propietat ja anunciada que Ni,k(x)
=0 ¥x t[Ti,T‘

i+k
de construccibé que estem esmentant &s local

] implica que el procés --
en el sentit que la modificacid d'un punt de
la poligonal només afecta la corba resultant

en la zona propera.

El cas particular de les funcions f(x) gene-
rades segons (2) gquan els B-Splines es basen

en una malla de dos punts g 4., s'anomenen

Figura 2: Poligonal construida amb els
components «j d'una funcid
en la base de B-splines.
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corbes de Bé&zier, /3/. Veiem els nodes que -

serveixen per a la construcci6 d'aquests B-

~Splines:
K | nodes
3 0,0,0,1,1,1
4 0,0,0,0,1,1,1,1
5 6,0,0,0,0,1,1,1,1,1

(K 8s l'ordre del polinomi, o grau +1)

Les corbes de B&zier i els B-Splines han es-
tat dues té@cniques molt utilitzades per al -
disseny interactiu de corbes mitjangant ordi
nador, degut a llur carlcter local i al fet
Ara b&, sbn -
m&todes no valids per a la interpolacib -al

que s‘'adapten a la poligonal.

menys en la forma que habitualment es presen
ten- ja que la corba obtinguda no passa pels
punts donats.

Finalment direm que tot el dit fins ara, ai-
xf com també els m&todes que anirem veient a
continuacib, &s clar que també s'apliguen a
la construccié de corbes a l'espai definides
en paramétriques: x(t), y(t), z(t). En ----
aguest cas hauriem de substituir l'equacib -

(2) per la seva eguivalent vectorial,

x{(t) n &
y(t) = = o Ni,k(t) (4)
z(t) o i

V4

amb una poligonal definida pels punts

2.2 Funcions Spline Locals

Passem ara als algorisme de disseny de cor -
bes que es basen en la interpolacié a partir
d'un conjunt donat de punts, i en els gue, -
per tant, la corba final passa per tots ells,
La gran majoria es basen en les funcions Spli
ne ctbigues definides sobre el conjunt donat
de punts (El,yl),...,(51+1,yl+1):

(5)

f(x) = Pi(x) ¢ S x <&

essent Pl(x)...Pl(x) polinomis cfibics
P (El) = yl ’ Pl(gl*l) = yi+1

Les funcions spline local venen definides per
les equacions (5), i a més, per:
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p!

i(gi+l) =1...1-1 (6)

= Piy1l8pg) 3
amb la qual cosa gueda assegurada la conti-
nuitat fins la primera derivada per xe[El,
El+1] . Ara bé, les equacions (5)i (6) dei-
xen 1+1 graus de llibertat a 1l'hora de deter
minar els 41 coeficients dels polinomis P,..
Un dels
mdtodes més extesos, /4/, per tal d'eliminar

-.Py integrants de 1l'spline f£(x).

els esmentats graus de llibertat, calcula un
valor aproximat de les 1+1 derivades prime -
res Pi(£;) ;... P (E]),P{(E,,4) fent, per al
punt 4r una ponderaci6 de les derivades di,l’
di,2 dels polinomis cbics que passen pels -
punts £; or8; 108508541 T Bio1r8irfipartie
respectivament. El resultant &s un interpo-
lant local en el mateix sentit que els B-Spli
nes: la modificaci® de l'ordenada d'un punt
no produeix un canvi en la forma de tota la
corba final, siné només en la zona més prope

ra.

2.3 Funcions Spline Cardinals

Es defineixen com splines clbics naturals els
que cumpleixen, a més de les condicions ex -
pressades per (5) i (6),

p" (E

i ) = i=1...1-1 (7)

i+1) = PipilEiyq)

Pi(£)) = Pj(£),4) =0 (8)
En aquest cas, hem determinat 1-1 dels 1+1

graus de llibertat de les funcions spline 1o
cals al imposar continuitat fins la segona -
derivada, la qual cosa augmenta considerable
Per tal de de

terminar els dos graus de llibertat restants

ment la suavitat de la corba.

una alternativa a les equacions (8) é&s consi
derar el subespai de funcions spline tals que
T 3 1
Priteg) 3Pyt (Eyy)
nents als polinomis d'interpolacié que pas-
sen pels punts d'abcises

sén les correspo --

51152,53,54 i
El—2’€1-1’51'51+1 respectivament. D'ara en
davant parlarem sempre de funcions spline que
satisfan aquesta filtima restriccid, en haver-
se demostrat que déna resultats molt més ac-

ceptables en aplicacions de disseny.

En aquests moments, podem definir els spli-
nes cardinals cl(X)""Cl+l(x) com les fun-
cions,/5/, que cumpleixen (5), (6), (7), la

restricci6 de derivades terceres, i:

CK(Ej) = 8x5 Y. 5 (9)
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Aquestes funcions formen base del subespai
de funcions spline gue estem considerant:

donat un conjunt de punts (gl,yl),...,(€l+1,
yl+1) &8s immediat comprovar que l'spline cfl-
bic amb continuitat C2 gue passa per tots --

ells és,

1+1
SA(x) = i ini(x) (10)
on A = {& £ } és la malla

177 7 1+1

A la figura 3 es tenen les components de la

base per a 1l =5

N

/N
N
— U

Figura 3. Els elements de la base de splines
cardinals per a 6 punts igualment
distanciats.

Cal observar que:

L]
- Els splines cardinals Cl,...,C1+l queden
totalment determinats a partir de la malla
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A. Si es modifiquen les ordenades no cal
canviar la base; calculant de nou el suma-

tori (10) es té el nou interpolant SA(x).

- L'interpolant obtingut passa pels punts do
nats, a difer@&ncia dels esquemes basats en

B-Splines.

- L'interpolant SA(x) pertany a c? i per tant
6s més suau que els obtinguts amb criteris

locals.

- E1 fet gue les funcions Ci(x) sén no nul.
les a tot l‘'intérval [El'gl+1] -vegeu la
figura 3~ implica que aguest €s un m&tode
global:
modifica la forma de tota la corba.

el canvi d'una sola ordenada y;

Com a resum de tot el gque hem dit respecte a
la interpolacié unidimensional, veiem que hi
ha dos criteris que cal analitzar a l'hora -

d'escollir un métode de disseny de corbes:

~ cal optar per un m&tode local, on es té& po
ca continuitat perd &s possible de modifi-
car punts sense que canvii la forma de tota
la corba, o per un m@tode global, gue d6na
interpolants més suaus perd tota modifica-
ci6 repercuteix -tot i que atenuada- al --

llarg de tota la corba.

- Cal optar per un esquema d'interpolacié --
(splines local o splines cardinals) o bé& -
per un d'aproximacié a una poligonal cone-

guda (B-Splines, Bé&zier).

En tot cas, l'opcid concreta dependrd de 1l'a
plicacié especifica que es vulgui realitzar.

3. DISSENY DE SUPERFICIES A PARTIR D’UNA
MALLA RECTANGULAR

El cas m€s senzill de construccid de superfi
cies se'ns presenta gquan les dades s6n els -
valors zij ,1i=1,...,n, J =
els n xm punts de la malla rectangular AX-AY

i,...,m, en

definida per les particions unidimensionals

Ay = {xl,xz,...,xn}

(11)
B, = A¥qs¥preeyp}

Y
Sense considerar els esquemes provinents del
treball amb funcions spline locals, parlarem
a continuacié de B~-Splines i splines cardi--
nals.
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3.1 Superficies construides amb B-Splines

En aquest cas, a partir de la informacié (11)
i de les condicions de continuitat als punts
de la malla, es construeixen les dues bases

unidimensionals de B-Splines N
«oe,N

1,K,x (X),...

nIKIX(X) i NHKrY(y)"..,NmrKry(Y)
(cal entendre els punts Kyreo X, i els Yqre-

<--/Y COm a una generalitzacié dels punts ~
t; de 1'equacié (3) que ens definien la poli

gonal inicial; ara tindrem una "poligonal" a
2 .

R”, unib dels punts (Xi'yi’zij) ¥i,j)'

En aquest moment es pot definir (/6/) la su-

perficie construida amb B-Splines com,

n m
£ = N, N,
() 221 E;; 15 Yi,k,x® Ny,x,y W)
(12)

La superficie resultant f(x,y) &€s un tros bi

clibic a cada rectangle definit per xi<><<

< <y <
Xiv1r Yj Yy yj+l'

tinuitat -en les derivades parcials- entre =

Les condicions de con-

diferents trossos venen determinades per la
construccié de les bases de B-Splines. Com
en el cas unidimensional, la superficie no
passa pels punts donats, tot i que la seva
forma ve modelada per la de la poligonal (fi
gura 4).

Figura 4: Superficie construida amb
B-splines i la poligonal
que ha servit per a la se-
va generacié.
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malla i no de les altures,

3.2 Superficies construides amb Splines

Cardinals

Si, a partir de la informacié (11) sobre la

malla rectangular,

- construim la base de splines cardinals en

direccib x, Cl(x),...,cn(x).

- construim la base en direccid y, Cl(x),...

...,Cm(x).

podem definir la superficie d"interpolacid

construida amb splines cardinals, /5/, com
n m
s(x,y) = 2: 2: z..C. (%) C.(x) (13)
i=1 =1 t3 1t J

En aquest cas,

- La superffcie s(x,y) estd composta també
de trossos bictbics definits a cada rectan

gle de la malla

- Hi ha continuitat entre els diferentes tros

sos fins les derivades parcials segones.

- L'interpolant passa per tots els punts do-

nats Zij’ i es pot demostrar que &s el de
midxima suavitat.

En resum, els dos m&todes exposats per a la

construccid de superficies tenen com a prin-
cipal diferéncia el passar o no pels punts -
donats, En canvi, a tots dos es parteix del
cdlcul dels elements de les dues bases en di
reccions x,y, bases gue només depenen de la

Per tant, un can-
vl en les altures implica refer només els su
matoris (12) o (13). A més, cal observar que
el cdlcul de les bases comporta finicament el
doble de treball que en el cas d'una dimen-

sib.

Probablement, ,1'esquema basat en B-Splines =
serd més utilitzat en processos de disseny -
de formes que no contenen punts de pas obli-
gat mentre que utilitzarem els splines cardi
nals en aplicacions on s'imposen a priori --

unes certes cotes a la superficie.

4, PUNTS TRREGULARMENT DISTRIBUITS:
ESQUEMES LOCALS

Desafortunadament, en molts casos se'ns dema
na construir una superficie que passi per p

punts distribuits irregularment en el pla,

(xi,yi,zi) i=1,...,p (14)
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Tot i gue el problema &s molt més engorrSs -
gue en el cas de malla rectangular, i que &s
aconsellable anar a parar a aquest Gltim sem
pre que sigui possible, hi ha casos que és -
forg6s plantejar-se el cas general (14): da-
des experimentals que volem interpolar, ca -
sos en els qguals cal construir la superficie
a partir del coneixement de les corbes de ni
vell, etc. En aquests casos certs esquemes
parteixen d'un finic interpolant global que -
&s obligat a passar pels punts donats; aixi
ho fan els splines tipus placa prima, /7/,

que prenen la forma d'una placa deformada,

(amb minima energia). L'eguaci6 de 1l'inter-

polant &s
P
2 2 2
£(x,y) = 2;;%1 [ (x-x;) +(y—yi)]-109[(x—xi) +
2 )
+ (y—yi) +a1x +o,y +a3 (15)
T .
on els vectors N = (xl,...,xp) i

= )T leixen
a = (0gs05,04 cumpleixen,

KA+ Ea= (zl,...,z )
ETa=0

2 2 2
[(xi—xj) + (yi—yj) 1. log[(xi—xj) +

+ (yi—yj)zl , 1#3

K. =
J (16)
‘ 0 si i=j3
1 x1 Yl
E=| TTTTTTTTT
1
*»  Ip

Encara que aquest é€s 1 esguema dptim d'inter
polacié, s'utilitza poc en comportar un temps
de calcul de l'ordre de p3. En canvi s'han
utilitzat molt més ampliament els esquemes lo
cals basats en una triangularitzacié previa
del domini. En ells,

- Es divideix el pla x-y en un cert nombre de
triangles, cada un dels quals té com a vér
texs les projeccions de tres dels punts do
nats sobre el pla x-y.

- Es construeix una superficie d'interpola -
ci6 diferent a cada triangle,procurant unes
condicions correctes de continuitat en pas

sar d'un triangle a un altre.

En particular, Lawson, /8/, ha desenvolupat
un mé&tode dptim de triangularitzacié a par -
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tir dels punts (Xi,yi), i=1,...,p. En -
ell, utilitzant un procés gquasi seqliencial,
s'arriba a la configuracid final en qué& per
a tot guadriliter convex, la divisid en dos
triangles maximitza el seu minim angle inte-
rior. A la figura 5 es poden veure exemples

de triangularitzacid.

Figura 5: Triangularitzacions obtingu-
des amb 10,20,30 i 40 punts.
En cada cas s'han afegit 10
punts m8s a la configuracid
precedent.

Akima, /9/, ha publicat un algorisme d'inter
polacié que es basa en una primera triangula
ritzacid seguint l'esquema de Lawson seguida
de la interpolaci6 a cada triangle amb una -
funcib polindmica de grau cinc:

5 5-3

fix,y) = 2:

q.KnyK (17)
3=0. k=0 )
en la que els 21 coeficients 9;4 ©8 determi-

nen a partir del coneixement de,

- els valors de la funci6 i de les seves de-
rivades parcials primeres i segones, 2,24,
zy, 2! zyy' zxy, a cada un dels tres vér
texs del triangle (18 condicions)

~ els valors de la derivada parcial en sentit
normal als costats, calculada al punt mig
d'aquests.

En relacié amb l'algorisme d'Akima cal obser
var,

- Que cal realitzar un primer c3lcul aproxi-
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mat de les derivades parcials que s&n ne-
cessdries per a obtenir els P En aquest
sentit, l'algorisme fa Gs dels punts més -
propers al que analitza, i cal indicar-1li
a priori el nombre de punts adicionals a

fer servir.

- Que es pot demostrar que l'interpolant ob-

tingut pertany a Cl (continuitat de deriva
des parcials primeres entre triangles), la
qual cosa fa que siguil un algorisme molt -

utilizat.

5. PUNTS IRREGULARMENT DISTRIBUITS:
FUNCIONS SPLINE GLOBALS
Com ja hem vist, els md@todes basats en una
primera triangularitzacid del domini, donen
lloc a interpolants locals (d'equacid dife-
rent a cada triangle) que com a maxim.presen
ten continuitat a nivell de les derivades --
parcials primeres. S5i volem en canvi unasua
vitat més gran, hem d'anar a interpolants
globals no basats en triangles siné en pro-
ducte tensorial d'interpolants unidimensio-
nals. Suposem gue coneixem les coordenades
(14) de p punts donats, i gque volem cons =--
truir una superficie suau que passi per tots
ells. El métode que presentem a continuacid
utilitza un spline bicfbic global i segueix
els passos seglients:

a- Es construeix una malla rectangular A Ay
amb n intérvals en'd1recc16 Xim 1ntér—

vals en direcci6 y. Normalmente Ax s'ex-
tén des de m%n(xi) fins a max(xi), i el

mateix per A_. D'altra banda, n i m s&n

(n+1) *
“(m+1) >p, (n+l)-.(m+l) <1.5p (sempre &s pos
sible si p=>3, només cal fer n = ent(VP)
im=n si p=>n(n+l) o bé m=n-1 si p <

< n{(n+l))

escollits de manera que |n-m|<i,

b- Es calcula la matriu F de (n+1)-+(m+l1l) va-
lors a la malla anterior, de manera gue la
superficie obtinguda per splines cardinals
a partir de les altures fi

§ interpoli els
p punts donats.

c- En aquest moment, hem reduit la interpola
cié bidimensional de p punts irreqular —-
ment distribuits, a la dels (n+1)- (m+1)--
punts de la malla AX-Ay, problema gue po-
dem resoldre facilment segons hem vist a
1l'apartat 3, eguacid (13) .

La fase b~ del procés no té& solucié finica,
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doncs existeixen (n+1)°+ (m+l)-~p graus d'inde-
terminaci6. L'elecci6 dels valors de n i m
que hem exposat a l'apartat a- minimitza ---
aquesta indeterminaci® aixiI com 1l'ocupacié de
meméria per part de la matriu intermitja F.
(Ara bé&, 8s evident gue tot el procés conti-
nua essent v3lid amb qualsevol eleccié de n,
m tals que N = (n+1)+{(m+l1l)>p). Si definim
f com el vector de dimensi6 N que conté to=
tes les components de F, la naturalesa line-
al de la interpolacis bidimensional per spli
nes cardinals ens porta a qué
z =Bt amb z = (Z,,...,2 )" (18)
1 p
B matriu de pxN

on B &s una matriu funcié de la malla i de
(xiryi)r i=1,...,p.
univocament f,

Per tal de determinar
imposarem que a més es minimit
zi un cert funcional guadrdtic

v=fME (19)

Discutirem a continuacid criteris de minimit-
zaci6 de la norma o de la varidncia de f (ja
que s'ha demostrat, /5/, que la minimitzacid
de la corbatura entesa com integral de qua--
drats de derivades parcials segones, produeix
interpolants abruptes i és per tan un criteri
no desitjable).

Critersz 1 (minima norma): De tots els inter-
polants definits per vectors f que
cumpleixen (18), escollirem el que
t& minima norma £ f. En altres pa-
raules, volem minimitzar (19) amb
M =1I.

Criteri 2 (criteri quadrdtic respecte la mit-
jana, o de minima varidncia): De
tots els interpolants definits per
(18) escollim el que t& minima la -
norma del vector de diferéncies en-
tre £ i la seva mitjana £:

£f=auf , & =3, u=(1,...,1)

(20)
f-uf = (I-aU)f = uu’
i ens cal minimitzar (19) amb M = (I—aU)2 =

= I-aU, ja que IT-oJ &s idempotent.

Criteri 3 (criteri quadrdtic respecte l'in-
terpolant lineal): D'entre els in
terpolants definits per (18) esco-

1llim el que t& mfnima la norma del
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vector de diferé&ncies entre £ i -
els valors als punts de la malla -
A, Ay de l'interpolant lineal a -
trossos gue anomenarem 7. Aquest
Gltim es defineix mitjangant el se
glient algorisme: donat un punt ---
(x,y) ,1'altura z de l'interpolant
&és la del pla que passa pels 3 --

i
(xy1¥gr2g) mEs propers al donat,

punts (X;,y;,2;), (xj,yj,zj), ——=-

en la seva projeccié sobre el pla
x-y. Dient g al vector de valors
d'aquests interpolant en els N --
punts de la malla, volem minimit-

zar, en lloc de (19),

v = (f-g)T(f—g)
o bé (21)

T

v.= £1f - 2fTg

1

Utilitzant els multiplicadors de Lagrange, i
dient A al vector (de dimensidé p) de multi-

plicador, el cdlcul de f es concreta en:

1. Criteri de minima norma

£ =872
Bf = (22)
2. Criteri de minima varidncia
ME =B\ ,M=TI-aU
Bf = 2z (23)

3. Criteri de minima varidncia respecte

£ =g+B0\
Bf = z

(24)

En definitiva, per tant, en qualsevol dels

tres casos és important poder generar el sub
espai de RY definit per BTR, on A és un vec-
tor gualsevol de RP. AixI com en els crite-

ris 1 i 3 la solucid &s immediata

Solucibé-Criteri 1
3 T -1
A= (gB } z (25)
£f =B A

Solucid-Criteri 3

X

i

(BBT)_l(z—Bg)
- 5T a (26)

hem d'estudiar més a fons les propietats de
la transformaci6 M = I ~ oy per tal d'obtenir
la solucié de (23) amb un temps de cdlcul me

nor que el que tindriem on resoldre directa-

Qilesti6 — V. 5, n.° 2 (Juny 1981)

ment el sistema,

m | 3T £ 0

SRt et I T el i (27}
B o -\ z

En aquest sentit, podem dir:

-~ Que la matriu M = I -oU &s singular. En
efecte,det(M-I) =-adet@) =01 1 és un va
lor propi de M amb multiplicitat N-1; com
que la traga de M &s N-1, 1l'altre valor -
propi &s zero. I el vector propi corres-

ponent &s u: Mu = 0.

- En conseqgli®ncia,donada la transformacié di
recta h,

h=Mf

no &s possible anar enrera per tal de re-
trobar f.

- Donat h, existeix una simple infinitut f*

de vectors tal que h = Mf*, on

f*= h + pu (rqualsevol escalar)

En efecte:

Mf*= (I -oU)(h+ypu) = h+pu=-oaU h-oUQpu =
= h-Uh = Mh =M’ =Mf =nh (28)

ja que M = M2, i u=qa0u.

A més, segons (23) cal que BTA sigui de la
forma Mf; per tant, ueTa= 8TA , la qual cosa
8s equivalent a dir UBTA=0 i u'B™ = o.
En definitiva, podem explicitar £ en les --
equacions (23) de la forma:
f = BTA +yuu
Bf = z

amb
u'BTr = uTBT(BBT) 7! [z -yBul = 0 (30)

(29)

Per obtenir la solucid en el criteri 2, un
cop calculat el valor de amb (30), tenim,
a partir de (29),

(BBT)N = z-uBu
f = BT7\+uu (31)

En resum, el procés d'interpolacif consis-
teix en

~ Construir la malla AX-A de N = (n+l1) -
«{m+1l) punts {(pas a))

- Calcular el vector de valors f del spline

als punts de la malla. Cal utilitzar les
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equacions (25), (30)-(31) o (26) segons el
criteri d'optimalitat escollit (pas b)

- Determinar les 2 bases de splines cardi-

nals en direccions x e y

- Calcular valors de 1l'interpolant amb l'e-
quacidé (13), on zij seran els valors dels

components de f.

6. RESULTATS I DISCUSSIO

A l'apartat anterior hem exposat tres crite-
ris diferents per a obtenir interpolants &p-
tims amb continuitat fins les derivades par-
cials segones a partir d'un conjunt gqualse-

vol de punts donats. De fet, l'eleccié d'un
d'entre aquells criteris dependrd de 1l'apli-
cacibd concreta i de que es demana a l'inter-~

polant. En particular,

- El criteri 1 (norma) d6na lloc a superfi-
cies que tendeixen a concentrar-se prop --
del pla x-y, a part de passar evidentment
pels punts donats,

- El criteri 2 (varifincia) d6na lloc a super
ffcies poc allunyades del valor mig. Evi-
dentment, els resultats coincideixen amb

els del criteri 1 si la mitjana &s nul.la.

- El criteri 3 (aproximacié a 1l'interpolant
lineal) porta a superflicies m€s suaus que
els altres, i a mfs, com &s ficil de com~
provar, €s l'Gnic que interpola plans do-
nant plans. Per aquestes raons serd nor-
malment el més utilitzat, a no ser que es
tinguin raons clares a favor d'un dels al-
tres dos.

Les figures 6 i 7 mostren els interpolants
obtinguts pel métode d'Akima (/9/) i el cri-
teri 3, respectivament, a partir d4'un mateix
conjunt de dades., A les dues figures s'ha
representat amb petites fletxes la posicié
dels 15 punts inicials., De la comparacid
d'ambdues figures es pot observar gue les su
perficies sé6n forga coincidents excepte, com
€s 18gic, a la zona d'extrapolacif -a l'es-
querra de les figures-, A més, a la zona --
que envolta el punt de mdxima altura s'obser
va una major discontinuitat a la figura 6 --
que a la 7. El criteri basat en splines car
dinals d6n lloc per tant a interpolants més
suaus.

A part, s'ha efectuat un estudi comparatiu
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Figura 6: Interpolacid cl per triangu-
laritzacid del conjunt de 15
punts indicats per fletxes.
El punt d'altura m3xima é&s
el m.

Figura 7: Interpolacid c? segons el
criteri 3, del conjunt de
15 punts indicats per flet-
xes. El punt d'altura maxi-
ma &s el m.

basat en la interpolacié de la superficie
fix,y) = exp [ (x+2y)/3 ], a partir de 10,20
i 30 punts a l'atzar dins del rectangle 0 <
< x <1, 0<y<1. La distribucid dels punts
és la indicada a la figura 5; per a cada con
junt de punts es partia de l'anterior incre-
mentant-lo en 10 punts més a l'atzar. A la
taula I es presenta una comparacid de resul-
tats:
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TAULA T

Comparacié de Variancies i Errors Quadrdtics en funcid del Criteri i

del Nombre de Punts.

€

€ €

Pl % | % | %3 | °a3 | %a5 | %2 3 A3 A5
10 .113 .101 | .109 .117 . 115 .0064 .00062 .0006 .00026
20 .118 .107 .113 .118 .120 .0087 .0039 .00003 .00015
30 .131 .126 127 .05 .03 .0056 .0019 2.88 2.87
on,
S és la varidncia dels punts considerats
de superficie analfitica inicial
Tyefy s6n la varidncia i error gquadrétic
mig respecte a la superficie analitica, en seg-
el criteri 2.
O3r€4 id. en el criteri 3
0A3,€A3 id. en el métode d'Akima que utiliE | y
za 3 punts adicionals per al cdlcul de de- <
rivades. +
Ao

Oa5ras id. en el métode d'Bkima amb 5 punts

adicionals.

D'aquests resultats es pot deduir,

- Que, com era d'esperar, sempre 0T>>03> Ty
(La variéncia &s el que hom minimitza en
el criteri 2). Normalment a més,cA3 roAS
sén més grans qgue Trp e
- Que l'error quadrdtic &s menor a A3 i A5
que als criteris 2 i 3, encara qgue aquests
s6n acceptablement petits per a la majoria

d'aplicacions.

- Que els criteris 2 1 3 presenten un compor
tament més homogeni i estable que els al -
tres. Aixd gueda palé&s en el cas p = 30,
en el gue els interpolants d'Akima sb6nmolt
dolents, amb errors quadrdtics realment im
portant. La ra6 cal cercar-la en el fet -
que aguest Gltim métode queda molt mé&s afec
tat per la distribucié dels punts, en ser
local. En canvi els criteris 2 i 3 produei
xen interpolants globals i de comportament

més uniforme.

- Comparant els criteris 2 i 3, 1'Gltim &s -~

sempre millor quan a l'error quadratic.

Finalment, a la figura 8 es presenta una com
paracié de temps de proc&s entre els dife —~
rents mé&todes, en funcibé del nombre p de ---
punts. Com es pot veure, tot i que el temps
inicial -necessari pel cdlcul del vector f-

€s més elevat que en els altres métodes, pos
teriorment €s molt facil el cdlcul de cada -
nou valor interpolat. fs interessant d'ob -
servar que el temps de la segona fase creix
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p 3
:#:/
$ $ NP

Temps de cdlcul del primer punt

de

la superficie.

Sﬁg.
41 ts
34
t3
2+
q4
<
= — + NB
40 20 30 40

Temps de calcul del valor
interpolat a cada nou punt.

Figura 8: Comparacid de temps de pro-

c8s. c:criteris 2 i 3 (els
temps s6n molt semblants)
ts5,t3: criteri d'Akima amb
5 i 3 punts adicionals.
Temps de procés a un ordi-
nador Data General Eclipse
S-130.
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linealment amb p a tots els criteris.

Per exemple, si comparem els criterios ¢ i
ty per a p = 30, el temps de calcul per a n,
valors interpolats és respectivament 2.7 +
+ 0.01 n;, i 0.7 + 0.2 n;; per tant només
€s més ripit el criteri t, si ni‘<1l.

que la fase costosa &s la primera els crite-~

Donat

ris ¢ sén sobretot aconsellables quan cal in
terpolar a molts punts.

7. CONCLUSIONS

Despr&s d'una presentaci6 dels principals mé&
todes existents a l'actualitat per a la cons
truccié de corbes i superficies, en el pre -
sent article s'ha exXposat un algorisme per a
la interpolacis de punts irregularment dis -
tribuits, que déna lloc a superficies biclbi
ques a trossos i amb continuitat fins les de
rivades parcials segones. De la seva compa-
racié amb el m&tode d'Akima se'n deduexi que
d6na lloc a interpolants més suaus i que pre
senten errors quadrdtics respecte la superfi
cie tedrica acceptablement petits. El temps
de cdlcul en funcié del nombre de punts ini-
cials el fa un algorisme molt aconsellable -
en casos en qué cal obtenir molts punts in--
terpolats a partir d'un nombre no massa ele-

vat de punts coneguts.
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