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APROXIMACION ALEATORIA
DE CUERPOS CONVEXOS*

FERNANDO AFFENTRANGER

Abstract

Problems related to the random approximation of convex bodies
fall into the field of integral geometry and geometric probabilities.
The aim of this paper is to give a survey of known results about
the stochastic model that has received special attention in the
literature and that can be described as follows:

Let K be a d-dimensional convex body in Euclidean space
R<,d > 2. Denote by H, the convex hull of n independent ran-
dom points X1i,...,X, distributed identically and uniformly in
the interior of K.  If ¢ is a random variable on d-dimensional
polytopes in R¢, we define the random variable ©n by

¥n = p(conv{Xy,..., Xn}),

where conv denotes the convex hull. Typical random variables
studied in the literature are numbers of vertices and facets, vol-
ume, surface area and mean width. Qur main interest concerns
the study of the mathematical expectation E(pn) of pn.

Some further stochastic models and other problems related to
random points studied in the literature will be presented.

1. Introduccién

Los problemas relacionados ¢on la aproximacién aleatoria de cuerpos
convexos pueden ser situados dentro del campo de la Geometrfa Integral
y las Probabilidades Geométricas.

El clasico “problema de la aguja”, propuesto y resuelto por Buffon
en su ’Essai d’Aritmétique Moral’ en 1777, se considera como el primer
problema de Probabilidades Geométricas:
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Supongamos trazadas en el plano una sucesién de rectas paralelas, a
una distancia a una de otra. ; Cudl es la probabilidad geométrica P de
que una aguja de longitud [ (I < a) lanzada de manera arbitraria sobre
el plano intersecte una de las rectas trazadas?

Buffon concluye (cf. [50]) que

2l

(1) P= —

El resultado 1lamé la atencién por el hecho de que, conocidos a y !, la
férmula (1) permite el cdlculo de = por el azar, pues la probabilidad P
puede medirse de manera experimental como el cociente entre los casos
favorables y el total de los casos ensayados. Observemos, sin embargo,
que el método presenta ciertas deficiencias practicas. Se ha calculado
que eligiendo [ = a (que, como se demuestra, resulta ser el caso éptimo)
habria que lanzar la aguja durante tres afios y a razén de un lanzamiento
por segundo para poder garantizar con un 95 % de seguridad los primeros
tres decimales de 7 (cf. capitulo 1 en [51]).

Analizando los razonamientos de Buffon se llega a la conclusién de que
el experimento descrito se ajusta al siguiente modelo estocastico:

La posicién de la aguja queda determinada por los pardmetros z €
[0,%] y @ € [0, ] donde z es la distancia del centro C' de la aguja a la
recta mds préxima y o el 4ngulo que forman la aguja y la perpendicular
a las rectas trazadas que pasa por el punto C. Dado que el experimento
se realiza sin dar preferencia a ninguna posicién de la aguja, podemos
suponer que z y « estdn distribuidos de manera uniforme en los intervalos
(0, %] v [0, 5], respectivamente. En términos probabilisticos dirfamos que
estamos considerando un espacio de probabilidades (€, A, 1) donde € :=
[0,%] x [0, %], A es la g-4lgebra de los borelianos en §2 y u una medida
de probabilidades cuya densidad respecto de la medida de Lebesgue es
constante en §. La probabilidad de todo suceso A € A estd dada por

ffdxda‘
ffda:da

P(A) =

Para el suceso A := {la aguja intersecta una recta} se obtiene por lo
tanto

1
2COS&

=—4—/ / dzdazz—l
wa a
0

en coherencia con el resultado de Buffon.
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Pasaron alrededor de cien afios hasta que en la década de los afios
60 del siglo pasado Sylvester, Crofton y otros matemdticos ingleses em-
pezaron a aplicar la teorfa de las Probabilidades Geométricas a la ob-
tencién de sorprendentes férmulas integrales como

() L(C) =3 / card(g N C)du(g)

donde L(C) es la longitud de una curva rectificable C ¢ R? y u la medida
invariante del conjunto de rectas en el plano euclideo (cf. por ejemplo
[60, pag. 31]; el concepto de medida invariante serd tratado con mas
detalles en la seccién 2). Este tipo de férmulas puede ser considerado
como el inicio de la Geometria Integral.

En el afio 1865 Sylvester {cf. [56]) propuso determinar la probabilidad
geométrica de que 4 puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme
en un recinto convexo plano sean los vértices de un cuadrildtero convexo.
Este problema, conocido como el “problema de 4 puntos de Sylvester”,
es el punto de partida de la aproximacidn aleatoria de cuerpos convexos.
Su solucién y extensiones serédn tratadas con mas detalles en la seccién
3.

Mencionemos finalmente que hoy en dia un tercer campo se ha unido
al de la Geometria Integral y las Probabilidades Geométricas: la llamada
Geometria Estocdstica.

Como referencias basicas quisiera citar las obras de:

L.A. Santalé: Integral geometry and geometric probabilities, 1976
y

D. Stoyan, W.S. Kendall, J. Mecke: Stochastic geometry and its
applications, 1987.

El libro de Santald contiene todos los elementos cldsicos de la Geome-
tria Integral y con sus 736 referencias bibliogréaficas es lo mas completo
que se tiene hasta 1976.

El segundo libro da una introduccién a los diferentes modelos es-
tocdsticos que intervienen en la geometria aleatoria (procesos de pun-
tos, procesos aleatorios de figuras geométricas, mosaicos aleatorios,. . .)
y muestra sus aplicaciones en otras areas de las ciencias (estereologia,
medicina, biologia, mineralogia,. . . }.

Para motivar lo que sigue consideremos €l siguiente ejemplo vinculado
a la aproximacién de cuerpos convexos.

Sea K un recinto convexo suave (i.e. de borde diferenciable) de peri-
metro L(K) en el plano euclideo. ; Cémo se han de distribuir n puntos
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Xi,...,X, en K para que la diferencia entre L(K) y el perimetro de
la capsula convexa H, de Xi,...,X, resulte minima? Intuitivamente
resulta claro que los n puntos han de distribuirse sobre el borde y en
funcién de la curvatura de 8K. Si el nimero de puntos n tiende a
infinito se tiene que

6 L)L) ~ ([ melas g, n—
oK

siendo k(s) la curvatura de K en el punto s (cf. [31, pag. 43]).

Por otro lado, si los n puntos estin distribuidos de manera aleatoria
sobre 0K y su densidad de distribucién es

g(s) = k(s)8/ [ k(s)¥ds
|

(es decir, la ley de distribucién depende de la curvatura de 8K') tenemos
que

@ LK) - E(L(H) ~ 7 / s()ds)' =y, 1o,
K

siendo E(L(H.,)) el valor medio de L(H,,) (cf. [44] ).

Comparando las expresiones (3) y (4) podemos constatar que el orden
de convergencia es el mismo en los dos casos y que la aproximacién
éptima y la aleatoria difieren \inicamente en las constantes asintdticas
(factor 6 a favor de la aproximacién 6ptima). Podemos concluir, por lo
tanto, que la calidad de la aproximacién aleatoria no es tan mala como
su nombre pudiera sugerir.

Gruber [35], y en el caso particular -de la aproximacién aleatoria
de cuerpos convexos Buchta [15] y Schneider [53] , han establecido
resimenes muy completos del tema en los cuales se pueden encontrar
numerosas referencias bibliograficas.

En la seccién siguiente damos una descripcién tedrica del modelo es-
tocdstico (aproximacién por dentro) que més interés ha despertado en los
ultimos afios. Siguen, a continuacion, tres secciones en las cuales se pre-
" tende dar una idea de los métodos utilizados y los resultados obtenidos
hasta el momento. En las secciones 6 y 7 se mencionan otros mode-
los estocdsticos que han sido estudiados como asimismo otros problemas
relacionados con puntos aleatorios en cuerpos convexos.
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2. Modelo estocastico

Sean (£, A, P) un espacio de probabilidades y (R¢, B%) el espacio
euclideo de dimensién d (d > 2) dotado con la o-dlgebra de los bore-
lianos en R?. Llamamos punto aleatorio en R% a toda aplicacién medible

X:0Q— R4

(medible respecto de Ay B%). La distribucién de X estd dada por Py,
la imagen de P por X; es decir, para todo boreliano B € B? tenemos
que

Prob (X € B) = Px(B) = P(X~}(B)).

A continuacién restringiremos nuestro interés a cierto tipo de puntos
aleatorios en R%.

Sea K C R? un cuerpo convexo (subconjunto compacto y convexo de
R? con puntos interiores). Diremos que X es un punto aleatorio con
distribucion uniforme en K si

(i) X es un punto aleatorio en R¢ y
Px(B) = ~————,B
() Px(B)= g BB

siendo A4 la medida de Lebesgue en (R4, BY).

Sean X1,..., X, n puntos aleatorios distribuidos de manera indepen-
diente y uniforme en un cuerpo convexo K; es decir, consideremos la
aplicacién

X1 X xXn: Q>R x - x R?

n—veces

y pidamos que la distribucidn simultdnea de X; x -+ x X,, cumpla la
condicién
Px,x..xx, = Px,® - ® Px,_,
donde ® significa el producto de medidas. Para fijar ideas, si w € Q,
tenemos que
X1 %X Xp(w) eREx - x RY
n—veces

es una realizacién de la aplicacién medible X; x --- x X,. Nuestro
propésito es estudiar funcionales vinculados a la cépsula convexa,
conv{X;(w),...,Xn(w)}, de X;(w),..., Xn(w). Es decir, pretendemos
estudiar variables aleatorias del tipo

w i goconv{Xi(w),..., Xn(w)} = p(Hy,).
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Para poder hablar de variables aleatorias en este caso introducimos en el
espacio de poliedros convexos de dimensién d una estructura topolégica
adecuada. Si Ky y K> son dos cuerpos convexos de dimensién d, tenemos
que la distancia de Hausdorff dy entre K y K3 esta dada por

du (K1, K2) =inf{p > 0: K; C (K3), y K2 C (K1),},

donde K, es el paralelo exterior de K a distancia p. La distancia de
Hausdorff dy induce una topologia en el espacio de poliedros convexos
de dimensién d.

Dado un funcional ¢ consideremos finalmente el valor medio

E(p(Hn): K) = / - / o(Ha)dPx, ... dPx,

R4 R4

0, abusando de la notacidn,

(5)  En(p;K) = ﬁ / » / o(Hn)dAa(z1) . . dha(en).
K K

Tomando a la derecha de (5) la integral de Lebesgue el problema de
existencia no causa mayores dificultades. :

Tema central de la aproximacién aleatoria de cuerpos convexos es el
estudio de tales integrales multiples. A partir de la expresién (5) las
investigaciones se dividen en tres grupos:

1. Determinacién explicita de En(yp; K),
2. Estudio del comportamiento asintético de E,(p; K) y
3. Obtencién de desigualdades para E,, (¢; K).

Estos tres diferentes aspectos de la aproximacién aleatoria de cuerpos
convexos serdn tratados en las secciones 3, 4 y 5, respectivamente.

De particular interés resultan ser los casos en que K es un poliedro
convexo de dimensién d (d-cubo, d-simple) o un cuerpo convexo suave
(d-esfera). Diremos que K C R¢ es un cuerpo convezo suave si €l borde
de K es tres veces continuamente diferenciable y si la curvatura de Gauf}-
Kronecker existe en todo punto del borde y es estrictamente positiva.

Los funcionales vinculados a la cédpsula convexa H, que més interés
han despertado hasta el momento se dividen en dos grupos:

(i) o= fr, 7€ {0,1,...,d — 1}, nlimero de lados de dimensién r de
la cdpsula convexa H, (fo: ndmero de vértices, fi: numero de
aristas, ..., fq_1: numero de facetas) y

(i) o = W;, i € {0,1,...,d — 1},i-ésimo funcional de Minkowski (o
QuermaBintegral) de la cépsula convexa H, (cf. [50, p. 217]).
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Observemos que con probabilidad 1 la cdpsula convexa H, serd un
poliedro simplicial; es decir, las facetas de H,, serén casi siempre simples
de dimensién d — 1. En el plano el nimero de vértices coincide con el
nimero de lados para todo poligono convexo. Tenemos por lo tanto que
fo = fi1. En el espacio de tres dimensiones, teniendo en cuenta que
fo— fi + f2 = 2 (férmula de Euler) y
f1= % f2 (cada arista coincide con dos caras, las caras son trign-
gulos),

se deduce que

1
fo=2+ §f2-

Por lo tanto, conociendo el niimero de caras de la cdpsula convexa H,,,
podremos determinar directamente el nimero de aristas y vértices de
H,.

En el caso general de d dimensiones se tiene que

d
fa—2 = §fd—1~

Ademiés fo, f1,..., fa—1 estdn vinculados por las relaciones de Dehn-
Sommerville vilidas para todo poliedro simplicial (cf. por ejemplo [36]).
No obstante, el tipo combinatérico de H, no queda determinado de ma-
nera 1nica por el numero de facetas.

Los funcionales de Minkowski Wy, ¢ € {0,1,...,d — 1}, resultan ser de
gran interés para el estudio de cuerpos convexos y son una extensién a
més dimensiones del concepto de longitud y 4rea en el plano o integral de
curvatura media, superficie y volumen en el espacio de tres dimensiones.

Si G4,; es la variedad de Grassmann, tenemos que

6) Wi(K)zcl(d,i)/)\d_i(K;_i)dud,,»(Ui), i=1,...,d-1,
Ga,i

donde K)_; es la proyeccién ortogonal de K sobre el complemento or-
togonal de U; y pq,; la usual medida invariante en G4; (cf. (50, p. 202]).
Recordemos que todo grupo topoldgico G localmente compacto admite
salvo un factor constante una Unica medida invariante (la llamada me-
dida de Haar en G, cf. [21, pdg. 303]). Con ciertas hipdtesis adicionales
el resultado también es vélido para espacios homogéneos localmente com-
pactos {cf. [46, p.. 138]).

Por otro lado se tiene también que

M W) =aldi) [ sz, i=01,.d-1,

L,ﬂK;é(b
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~siendo fig,; la usual medida invariante en el espacio de variedades lineales
de dimensién i en R? (cf. [50, p. 204)).
En particular se tiene que

Wo(K) = V(K) (volumen),
dWi(K) = S(K) (superficie) y

;2-Wd_1(K) = W(K) (anchura media)
d
donde pq es el volumen de la d-esfera unidad.

3. Determinacion explicita de E,(y; K)

El valor medio del rea del tridngulo cuyos vértices estdn distribui-
dos de manera uniforme en un recinto convexo plano (es decir, €l caso
E,.(p; K) con n = 3 y ¢ = 4rea) estd directamente relacionado con el
famoso “problema de 4 puntos” de Sylvester:

Dados 4 puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme en un
recinto convexo K C R?, ; cudl es la probabilidad geométrica P(K)
de que los 4 puntos en cuestién sean los vértices de un cuadrildtero con-
vexo?

Se obtiene ficilmente

Es(4; K)

siendo A(K) el drea de K (cf. [53, p. 219]). De manera andloga se
deduce para todo cuerpo convexo K en R% que -

En—1(V; K)>

9) E.(fo; K) =n<1— V(E)

donde V(K) representa el volumen de K. Esta tltima férmula, de-
mostrada por Efron [30], muestra que el estudio del valor medio-de los
funcionales fo y V' es equivalente.

La determinacién explicita de E,(y; K) resulta ser bastante dificil y,
salvo algunos valores aislados, no se ha llegado muy lejos.

Antes de pasar a los ejemplos observemos que

E.(V; K)

e En(fi; K), i€{0,1,...,d~1},
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son invariantes afines. Por lo tanto, en casos concretos convendr4 siempre
elegir una imagen afin de K adecuada.

En el plano ha quedado solucionado de manera satisfactoria el caso de
los poligonos convexos y las elipses. En el caso de los poligonos convexos
de m lados las férmulas son muy engorrosas. Unicamente resulta ser
simple el caso de un tridngulo T

?H'—‘

(10) A(T) = En(4;T) = 220 i

(cf. [14)).
En més dimensiones lo tnico que ha resultado accesible ha sido la
d-esfera B? para la cual se conocen los valores de

En(fi; BY), ie{0,d-2,d-1}, y
E.(W;;BY), ie{0,1,...,d~- 1},

(para i = 1,d — 1 cf. [19], los otros casos estdn resueltos en [1] y [4]).
Asf por ejemplo, si A es el drea y V el volumen tenemos

34
A; B2
Ea( )= yrm
4r 8n
E.(V;BY) = — - ——
n(V; BY) 3 3n+3
2 n-2\/2n+k+5\""
_ -1 ] -9 kan—k—2 -
(n )n27rkz=%( V=3 (k)( 5 > ,
4 3 1112 12
|E7(V;B4)= 73227 08400812867

777600072 10568143872000074

Acabaremos esta seccién con algunos problemas abiertos.- El siguiente
problema, propuesto por Klee [39], se cita mucho en la literatura del
tema y ain estd sin resolver.

Problema 1. ; Cudl es el valor medio del volumen de un tetraedro
cuyos vértices estan distribuidos de manera uniforme en un tetraedro de
volumen unidad?

El cldsico problema de Sylvester es generalizable a mds dimensiones
y para cualquier nimero fijo de puntos aleatorios: dados d + m puntos
aleatorios distribuidos de manera uniforme en K, determinar la probabi-
lidad Py4;(d+m; K) de que la cdpsula convexa Hy, ., tenga d+ 1 vértices
(G=1,2...,m).
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El caso m = 1 resulta ser trivial. El caso m = 2 se reduce al clasico
problema de Sylvester. Para las probabilidades Pd+1 (d+2; K) y Pyyo(d+
2; K) tenemos que

Ea+1(V; K)
V(K)
Eq1(V; K)
V(K)

Py1(d+ 2, K) = (d+2)
Piio(d+2,K)=1—(d+2)

El caso m = 3 ha sido resuelto recientemente por Buchta [17]:

Pi1(d+ 3, K) = (d;?))gz}gg?)’

Paso(d+ 3 K) = <d+3> (IE4+1(V;K) _ 2.M2(K)> |

9 V(K) V(K)?
d+3\ [Egp1(V; My (K
Pd+3(¢+3;K) =1- ( 2 > ( dJ;/lEK)K) - Vz-ﬁf)i’))

siendo M»(K) el segundo momento del volumen de un simple con vértices
distribuidos de manera uniforme en K.

Buchta [17] demuestra asimismo que

Pigm(d+m;BY) -1 y
de+i(d+m;Bd)'—)0’ iE{l,...,m—l},

para el caso en que la dimensién d tiende a infinito.
Problema 2. Determinar las probabilidades
Puy1(d+m; K),..., Papm(d + m; K)

para el caso m > 4.

4. Comportamiento asintético de E,(p; K)

En 1963 Rényi y Sulanke [47], [48] se plantearon el problema de es-
tudiar en el plano euclideo el comportamiento asintético de E,(p; K) en
funcién del contorno del recinto convexo K: Los dos trabajos de Rényi y
Sulanke, considerados hoy en dia cldsicos en el campo de la aproximacién
aleatoria de cuerpos convexos, son el punto de partida de numerosas ex-
tensiones y generalizaciones. Antes de empezar con un breve resumen de
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los resultados obtenidos y los métodos de aproximacién utilizados fijemos
algunas notaciones.

Todas las notaciones asintéticas que aparecen en el texto se refieren al
caso de n — oo. Diremos que

f(n) = O(g(n))

si existe una constante C tal que

) _
1 gy S

y escribiremos

f(n) = Qg(n))
si g(n) = O(f(n)). Sivalen f(n) = O(g(n)) y f(n) = Q(g(n)) entonces
diremos que

f(n) = ©(g(n)).

La notacién
f(n) = o(g(n))
significa que
f(n)
lim =0
n—co g(n)

y, finalmente, escribiremos
f(n) ~g(n)
siy sélo si f(n) = (14 o(1))g(n).

A modo de ejemplo quisiera citar en el caso del plano euclideo los
siguientes resultados de Rényi y Sulanke [47], [48]:

(1) Enlfor K) ~ (§>r (g) A(K)"i’al s(s)¥ds

donde K es un recinto convexo suave y &(s) la curvatura del borde de
K en el punto s. Para poligonos convexos P de m lados tenemos que

2
(12) En(fo; P) ~ 3m log n.
Sorprende encontrar comportamientos de divergencia tan dispares como

lo son n3 y logn. Resulta dificil dar una explicacién intuitiva de este
fenémeno.
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En el caso de més dimensiones (d > 3) se conoce el comportamiento
asintético de

E.(W4_1; K) para convexos suaves y poliedros (cf. [54] y [52]),
E.(fo; K) para convexos suaves y poliedros convexos (cf.[8] y [9]),
E.(fs—1; K) para convexos suaves y poliedros convexos simples

(cf. [58] y [6]) y -
E.(W;; K) para convexos suaves (cf. [8]).

Recordemos que en cada vértice de un poliedro convexo simple coinciden
d aristas.

Para dar una idea del interés que ha despertado el tema de la aproxi-
macién aleatoria de cuerpos convexos quisiera mencionar a continuacién
los resultados obtenidos en el caso particular de E, (fo; P) donde P es
un poliedro convexo.

d = 2. P: poligono convexo de m lados.
2
En(fo; P) ~ zm logn Rényi and Sulanke [47], 1963

d = 3. T: tetraedro

E.(fo; T) ~ i—loan Buchta [16], 1986 °
d>2.
C?: d- cubo
Eﬁ(fo; Cd) = O(logd_] n) Devroye [24], 1980
En(fo; C4) ~c(d)log'n  van Wel [57], 1989
S: poliedro convexo simple de m vértices
En(fo; S) = Qlog?~'n)  Dwyer [26], 1988
E.(fo;S) = ©(log?~'n)  Buchta [18], 1989

dm d-1

E.(fo; ) ~ W_—T log“ " n Affentranger y Wieacker [6], 1990

P: poliedro convexo

E.(fo; P) = O(log® n) Dwyer y Kannan [29], 1987
En(fo; P) = O(log?'n)  Dwyer [26], 1988
E.(fo; P) = @(log”l'1 n) Bérdny y Larman [10], 1988
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c(P)
(d+ 1)4-1(d - 1)!
siendo C'(P) el nimero de cadenas Fy C Fy C -+ C Fy_9 C Fy_y (F, es
un lado de dimensién r) de P. Este Gltimo resultado ha sido anunciado
en [9] y su demostracién se encuentra actualmente en preparacién.

En(fo; P) ~ log?~'n  Bérany y Buchta [9], 1990

Para dar una idea de las técnicas de aproximacién y para ver dénde
intervienen las caracteristicas geométricas del borde de K consideremos
a continuacién el caso particular ¢ = f;_; (nimero de facetas de H,,).

Habiamos constatado anteriormente que con probabilidad 1 las facetas
de H, serdn simples de dimensién d — 1. Puesto que los n puntos en
cuestién estdn distribuidos de manera idéntica e independiente se tiene

que
n .
E.(fi—1; K) = d Prob(conv{zy,...,z4} sea faceta de H,,).
La cdpsula convexa de z,...,z,4 determina una faceta de H,, si y sélo
si los n — d puntos restantes z441,. .., T, se encuentran todos en una de
las dos regiones K1 y K3 en que queda dividido K por el hiperplano H
que pasa por Iy,...,Z4. lenemos, por lo tanto, que
[E'n, (fd—l; K)

_ (Z)V(K)—n/. . / [f/"—,d +(V - V)"“’iJ dAi(xy) .. dAg(zg)
K K

donde V = V(f{) = nlin{Y(Rl), V(K3)}. Observemos que con probabi-
lidad 1 vale V(K;) # V(K>).

Utilizando la conocida férmula de Blaschke-Petkantschin

d/\d(.’l','l) .. .d/\,l(:cd)

= (d - D)!g_i(conv{zy,...,zydra—1(z}) ... dhi—1(z))dfig a—1 (H)

donde [i4,4-1 es la usual medida invariante cn cl cspacio de hiperplanos
de R? (cf. [50, pag. 201]), se obtiene

En(fa—1; K)
- <Z> (1(/1(}13,,! / (774 (V= U] MK 0 H) g g (H)
HOK£0
donde

M(KNH) = // Aa—1(conv{zy, ...,z NdAg—1(z}) ... dra—1(z]).
KNH KnH
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Teniendo en cuenta que el comportamiento asintdético de E,(f4—1; K)
ser4 determinado nicamente por-hiperplanos que estdn “cerca” del bor-
de de K (“cerca” significa que la distancia entre el hiperplano H y el
hiperplano de apoyo paralelo a.H que apoya a K es suficientemente
pequefia) obtenemos

d v 5o\ "¢
En(fa-1; K) ~ E—V"ZT)d / / (1 - %) M(KNHy,;)drdwa(u),

Sd-1 0

donde wy es la medida esférica de Lebesgue sobre la esfera unidad Sd=1
¢ > 0 una constante suficientemente pequefia (pero fija) y

Hur = {w € R (z,u) = 7)

el hiperplano paralelo al hiperplano de apoyo H, o de K en direccién u
y a distancia 7. Observemos que si f es una funcién integrable en el
espacio de hiperplanos en R4, se tiene que

oC

| / f(H)dpa,u-1(H) = / / f(Hu,r)drdwa(u)
§d-1 0

(cf. [50, pdg. 204]). .

A partir de aqui el comportamiento asintético de En(fa—1; K) depen-
dera de la eleccién de K.

En el caso de cuerpos convexos suaves, por ejemplo, se obtienen buenas
estimaciones de V = V(u,7) y M(K N H, ) con ayuda del pataboloide
osculador (aproximacién local de Taylor del borde de K alrededor del
punto s(u) donde el hiperplano H, ¢ apoya a K):

V(u,7) = bi(dr(s(w)"3rF (1+0(1))

d+1 d-1)(d+1)
T 2

M(K N Hy,r) = by(d)s(s(u))™ 2 (1+0(1)),

donde b1 (d) y ba(d) son constantes que dependen dnicamente de la di-
mensién d y x(s(u)) la curvatura de Gauss-Kronecker en el punto s(u) €
0K.

El resto de los detalles puede ser consultado en el trabajo de Schneider
y Wieacker [54] o en Affentranger-Wieacker [6] para el caso de poliedros
convexos simples.
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Observaciones.

(1) Los métodos de Bdrdny y Larman sobre el comportamiento asin-
totico de valores medios relacionados con la edpsula convexa de puntos
aleatorios uniformes (cf. [10], [7]) difieren de los restantes. En un primer
paso los autores demuestran que para todo cuerpo convexo K C R y
n suficientemente grande existen constantes ¢; = ¢1(d) y ¢2 = ca(d, K)
tales que

(13)  aV(KL) S V(EK) - En(V;K) < V(K1)
donde
K[%] = {z e K :min{\(KNH):z e H; HC R? semiespacio } < %}

Se sabe que para n suficientemente grande K\K[1] es convexo (una es-
pecie de paralelo interior a K). A partir de (13) el problema se reduce
a determinar el comportamiento asintético de V(K[1]) que, aparente-
mente, resulta ser mds accesible.

(2) Los métodos cldsicos de Rényi y Sulanke (cf. [47] y [48]) y sus
generalizaciones no permiten el estudio de la varianza, momentos de or-
den superior o distribucién de las variables aleatorias en cuestién. Para
el plano, utilizando métodos de la teoria de martingalas, Groeneboom
[34] establece vinculos entre el nimero de vértices de la cdpsula con-
vexa H, y clertos procesos estocasticos que, ajustados adecuadamente,
resultan ser marcovianos y a partir de los cuales obtiene, por ejemplo,

10
vary (fo; P) ~ 2—7m logn

para un poligono convexo P de m lados.

(3) Recientemente Dwyer [27] ha considerado el caso de n puntos
aleatorios distribuidos de manera uniforme en un producto de esferas
unidad B* de diferentes dimensiones. Sea

K=B% xB% x...x B%

talqued)y =dy = =dm >dm+1 2 dmy2 > 2deydi+---+di =
d. Dwyer demuestra que

dy—1
E.(fo; K)=0© <n31+' log™™! n) i
Como casos particulares resultan

i) di=1m=d: E.(f,C)=0®og?"n) vy
() di=dm=1: En(fo, B =0OnT).
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El método de Dwyer se basa en las siguientes estimaciones utilizadas
anteriormente por Devroye [24]: sea H, la cipsula convexa de.n pun-
tos aleatorios X1, ..., X, distribuidos de manera uniforme en un cuerpo
convexo K C R¢. Si Hy,...,Hy son d hiperplanos mutuamente ortogo-
nales que se intersectan en X, tenemos que Hy, ..., Hy dividen a K en
2¢ regiones convexas K Lyenes f{gd. Llamando

V(K) = min{V(K}),...,V(Kz)}

tenemos que

~ n—1
V(K
Prob(X; sea vértice de Hy) < 24 <1 — %) .

Por otro lado, si H es un hiperplano que pasa por X; y V(K) =
min{V(K), V(K3)}, donde K; y K, son las regiones en que H divide
a K, tenemos que

~ n—1
L V(K)
CE n) 2 - —= .
Prob(X, sea vértice de H,) > ( V(K))

Citemos finalmente un par de problemas abiertos relacionados con el
comportamiento asintdtico de E,, (p; K).

Problema 3. Determinar el comportamiento asintético de En (f; BY),
re{1,2,...,d — 3}, para el caso de la d-esfera B¢,d > 6.

Para d = 3,4 y 5 las constantes del comportamiento asintético de
En(fr; B%), r € {0,1,...,d — 1}, se deducen de las relaciones de Dehn-
Sommerville conociendo los respectivos comportamientos asintéticos de
[E'n (f(); Bd) y IEn(fll—l ) Bd)'

Problema 4. En [8, pig. 3], Bdrdny conjetura que si K es un
cuerpo convexo suave y £(s) la curvatura de Gauss-Kronecker en el punto
s € 0K, entonces vale

E.(fr; K) ~ c(r,d) / n(s)ﬁdo(s) (ﬁ)m ,ref{0,1,...,d— 1},
oK .

donde o es la usual medida de superficic de K y ¢(r,d) una constante
numérica que depende Unicamente de r y d (parar =0,d—-2y d—1 cf.
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8] y [58)).

Problema 5. Estudiar las varianzas de f. y Wy, re{0,1,...,d-1},
para d > 3 (cf. [34])).

Problema 6. (cf. [27]). Sea K C R? un cuerpo convexo y z un punto
sobre el borde de K. Si en z coinciden k hiperplanos de apoyo afinmente
independientes, demostrar que entonces

W(K) - Ep(W; K) = Q (n—vﬁ)

(para el caso k = d cf. [52, p. 309]).

5. Desigualdades para E,(y; K)

En el afio 1885 Crofton (cf. {22]) retomdé el problema de Sylvester y
propuso determinar aquellos recintos convexos para lo cuales P(K) es
mdxima o minima. Recordemos que P(K) es la probabilidad de que 4
puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme en un recinto convexo
K C R? sean los vértices de un cuadrildtero convexo.

Anos més tarde Blaschke (cf. {11} y [12]) demostrd que

= .
35 _Es(4K) _ 1

(14) 48n2 = TA(K) " 12

con igualdad a la izquierda si y sélo si K es una elipse y a la derecha si
y s6lo si K es un tridngulo. De (8) y (14) se deduce que

2 < P(K) <1220 (= 0.704)

122

La primera desigualdad de Blaschke fue generalizada a m4ds dimensiones

y para un nimero arbitrario de punto% aleatorios por Groemer (cf. [32],
(33])

EL(ViBY) _ EL(V;K)
(15) S VK

con igualdad si y sélo si K es un elipsoide. Férmulas integrales que
permiten el célculo explicito de E,,(V; B%),d > 2,n > d+ 1, estdn dadas
en [1]. Las demostraciones de Blaschke y Groemer se basan en el proceso
de simetrizacién de Steiner.
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Recordemos que si K es un cuerpo convexo en R¢ y H un hiperplano
que contiene al origen de R¢, entonces se define

K* = U{sg : g recta ortogonal a H}

siendo s, el segmento de longitud A;(gN K) y cuyo centro estd contenido
en H. Se comprueba ficilmente que K™ es convexo, simétrico respecto
de H y que V(K*) = V(K). Tanto Blaschke como Groemer utilizan el
hecho de que

En(V;K) 2 Ea(V; K¥)

donde la igualdad se cumple si y s6lo si los centros de todos los segmentos
gNK,gNK # 0y g ortogonal a H, estdn incluidos en un hiperplano.
Esta dltima propiedad caracteriza a los elipsoides. Elresto de los detalles
puede ser consultado en [32] y [33] (mds informacién sobre el proceso
de simetrizacién de Steiner se encuentra en [40]).

Problema 7. Generalizar a mds dimensiones y para un nimero arbi-
trario de puntos aleatorios la segunda desigualdad- de Blaschke en (14);
es decir, demostrar que

En(ViK) _ En(ViT%
VEK) — V(@9

d>2,n>d+1,

con igualdad si y sélo si K es un d-simple T

Esta conjetura ha despertado el interés de muchos matemaéticos y estd
relacionada directamente con €l problema 1 de Klee (39] (cf. seccién 3)
que propone calcular explicitamente el valor de E,,(V; T4) para el caso
particular d = 3,n = 4. : _

La observacién de Blaschke (cf. [11]) de que su demostracién se ge-
neraliza sin mayores dificultades a més dimensiones parece ser errénea.
La argumentacién de Blaschke se basa en cierta caracterizacién del trian-
gulo no generalizable a mds dimensiones o para un nimero arbitrario de
puntos aleatorios.

Recientemente Dalla y Larman {23} han demostrado que

E.(4; K) < E.(A4;T?)
AK) < AT

siendo la desigualdad estricta en caso de que K sea un poligono convexo
de por lo menos 4 vértices: Los autores demuestran asimismo que
E.(V; P) < E.(V;T%
v(p) - V(T
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siendo P un poliedro convexo de a lo sumo d + 2 vértices (la igualdad se
cumple si y sélo si P es un d-simple).

Mas accesibles resultan ser las desigualdades que se obtienen suponien-
do que n, el mimero de puntos aleatorios en cuestién, es suficientemente
grande.

En el caso de la anchura media W(K) (o equivalente el {d — 1)-ésimo
funcional de Minkowski) Schneider [52] demuestra que para todo cuerpo
convexo K C R? existen constantes positivas c;(K) y co(K) tales que

(16) e (K)n™ T < W(K) — En(W; K) < cp(K)n~ %

para todo n suficientemente grande (la igualdad a la izquierda se cumple
si K es un cuerpo convexo suave y a la derecha si K es un poliedro
CONVEXO).

Problema 8. Demostrar que los cuerpos convexos suaves s¢ carac-
terizan por ser los nicos cuerpos convexos que cumplen

W(K) — Eo(W; K) = ©(n~T51).

El resultado andlogo para el caso en que ¢ es el volumen fue de-
mostrado por Bardny y Larman [10]: si K es un cuerpo convexo en R4
y n suficientemente grande se tiene que

logd“ln _ 2
17 c;;(K)T <V(K)~E.(V;K) < cq(K)n~ &1
donde la igualdad a la izquierda se cumple si K es un poliedro convexo
y a la derecha si K es un cuerpo convexo suave.

Resulta notable que el papel que juegan los cuerpos convexos suaves
y los poliedros convexos se invierta en (16) y (17). Resultados pare-
cidos para el caso en que ¢ es el numero de lados de dimensién r,
r € {0,1,...,d — 1}, han sido establecidos recientemente por Barany
[7].

Problema 9. Demostrar que los poliedros convexos se caracterizan
por ser los Unicos cuerpos convexos que cumplen

(l—]n

V(K) - En (Vi) = 0251,

Problema 10. Para los funcionales de Minkowski W;(K), 1 € {1,...,
d — 1}, Bérdny [7, pdg. 675], conjetura que para todo cuerpo con-
vexo K C R? y n suficientemente grande existen constantes positivas
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es(K), ..., cs(K) tales que

.2 __a . d+1
cs(K)n~ 7 < Wi(K) —E (Wi K) < ce(K)n™3=71,1<i < — |

y
cr(K)n™ 747 < Wi(K) = En(Wi; K)

SCg(K)n_ﬁ_l,{d; ]+1< <d-1.

6. Otros modelos estudiados

6.1. El modelo dual (aproximacién por fuera). Sean K y L dos
cuerpos convexos en R? tales que K C int Ly 0 € int K. Consideremos
n hiperplanos aleatorios isotrépicos Hy, . .., H, tales que

H,NL#0) y H,NK=0, ie{l,...,n}.

El modelo se rige por la medida invariante en el espacio de hiperplanos
en R? (cf. [50, pag. 204)). La interseccién de los n semiespacios de
dimensién d, acotados por los hiperplanos y que contienen a K, define un
conjunto poliédrico H,, que no tiene por qué ser acotado. Rényi y Sulanke
[49] estudian el comportamiento asintético (n — oo} de valores medios
relacionados con H,, en el plano euclideo. El modelo tiene importancia
en problemas de optimacién lineal (H,, puede ser interpretado como el
conjunto de soluciones de un sistema de desigualdades lineales) y ha sido
investigado recientemente por Kaltenbach [38].

6.2. Puntos aleatorios no uniformes en R%. Sea K un cuerpo con-
vexo en R?. La calidad de la aproximacién aleatoria aumentars conside-
rablemente si elegimos los puntos aleatorios directamente sobre el borde
de K siguiendo una ley de probabilidad dada. Han sido estudiados los
siguientes casos:

- n puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme sobre ¢l borde
de un cuerpo convexo suave, en particular sobre ¢l borde de la d-esfera
(cf. [20], [1] y [45)),

- n puntos aleatorios sobre un cuerpo convexo suave que admiten una
distribucidn absolutamente continua respecto de la medida de superfi-
cie de K y cuya densidad de distribucién cumple ciertos requisitos de
continuidad (cf. [44)),

- n puntos aleatorios de los cuales n — ¢ estdn distribuidos de manera

uniforme en la d-esfera B¢ y los restantes i de manera uniforme sobre el
borde de B¢ (cf. [43], [1]).
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Asimismo es accesible el caso en que los puntos aleatorios tienen una
distribucién invariante bajo rotaciones, en particular los puntos aleato-
rios con distribucién normal en R? (cf. [28], [4]).

6.3. Intersecciones aleatorias de poliedros convexos. Si P ¢ R¢
es un poliedro convexo y L; una variedad lineal aleatoria de dimensién
i (cf. [50, pdg. 204]) que intersecta a P, tenemos que P N L, serj
un poliedro aleatorio de dimensién i. Este modelo ha sido considerado
detalladamente por Miles [42].

6.4. Proyecciones aleatorias de poliedros convexos. Si P C R¢
es un poliedro convexo y U; un subespacio aleatorio de dimensién 4 (cf.
(50, pdg. 204]) la proyeccion II;(P) de P sobre U; serd un poliedro
aleatorio de dimensién i. En el caso particular de un d-simple regular
T¢ se tiene que, para k € {0,1,...,7 — 1}, f&, €l niimero de lados de
dimensién k de I1;(T9), cumple

BT ~ 22 (4 )8 T ) os ), d o,

donde B(T*,T*71) es el dngulo interno de T°~! en T%. Observemos
que en este caso el comportamiento asintético se refiere a d — oo (cf.
[5]). También este modelo tiene importancia en problemas de optimacién
lineal (cf. Borgwardt [13]). ‘

7. Algunos problemas relacionados con puntos aleatorios

7.1. Tridngulos aleatorios. Sean X, Xy y X3 tres puntos aleato-
rios distribuidos de manera uniforme en un cuerpo convexo K C RY
. Cudl es la probabilidad geométrica P(K) de que X1, Xy y X3 formen
un tridngulo acutdngulo? Se conoce P(K) para el rectangulo y la d-esfera
(cf. Langford [40] y Hall [37], respectivamente).

Problema 11 (Hall [37]). Demostrar que si K C R* ¢s un cuerpo
convexo, entonces

P(K) < P(BY)
donde la igualdad se cumple si y sélo si K es la d-esfera B®.

7.2. Esferas aleatorias en cuerpos convexos. Sean Xi,..., X441
d + 1 puntos aleatorios distribuidos de manera uniforme en un cuerpo
convexo K C R?. Los puntos X1, ..., X441 determinan con probabilidad
1 una unica d-esfera S (observemos que si X, ..., X441 estdn en posicién
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general, entonces existe una unica d-esfera S en cuyo borde estdn con-
tenidos X1,...,Xas+1 ). iCudl es la probabilidad geométrica P(K) de
que S esté contenida en K7

Se conoce el valor de P(K ) para los poligonos regulares planos, el
rectdngulo y la d-esfera (cf. [2] y [3]). Se sabe, ademds, que P(K) es
"méxima si y sélo si K es la d-esfera.

7.3. Mosaicos aleatorios. Sean X;,...,X, n puntos aleato-
rios distribuidos de manera uniforme en un cuerpo convexo K C R
Supongamos que Xi,...,Xn estdn en posicién general. A partir de
Xi,..., X, obtenemos una descomposicién simplicial de la cdpsula con-
vexa de X1, ..., X, en d-simples (celdas duales de Voronoi). La cdpsula
convexa de Xk, ..., Xk, 1 < kr < kg < -+ < kay1 < m, serd una
celda dual de Voronoi si y sélo si los restantes n — d — 1 puntos aleatorios
no estan incluidos en la d-esfera que determinan Xk, , ..., Xky,, (cf. 7.2).
Dwyer [25] ha determinado recientemente el comportamiento asintético
del valor medio del nimero de celdas duales de Voronoi para el caso de
la d-esfera.

Problema 12 (Dwyer [25]). Demostrar que el comportamiento asin-
t6tico serd el mismo para todo cuerpo convexo K C R<.

Este tipo de mosaicos aleatorios interviene en el estudio de la comple-
jidad de ciertos algoritmos vinculados a la Geometria Computacional.
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