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Solutions des �equations de

Navier-Stokes incompressibles

dans un domaine exterieur

Nicolas Depauw

0. Introduction.

Le mouvement d'un 
uide incompressible visqueux, de viscosit�e ",

remplissant un ouvert 
 � R
n �a bord @
 r�egulier est mod�elis�e par les

�equations de Navier-Stokes(
@tu+ (u � r)u� "�u+rp = f ; uj@
 = 0 ;

r � u = 0 ; ujt=0 = u0 :

La dimension est n � 3. Les inconnues sont le champ vectoriel de

vitesses u(t; x) 2 R
n et le champ scalaire pression p(t; x) 2 R ; les vari-

ables sont t 2 R et x 2 
. r est l'op�erateur di��erentiel (@x1 ; : : : ; @xn),

not�e comme un vecteur. Ainsi r�u est la divergence du champ u, tandis

que (u � r) est l'op�erateur de d�erivation partielle u1 @x1 + � � �+ un @xn .

� est l'op�erateur de Laplace (r � r).
L'�equation de Navier-Stokes pr�esente deux types de di�cult�es.

D'une part elle est non lin�eaire. Dans la r�esolution de cette �equation,

le terme (u � r)u est souvent trait�e comme un terme de perturbation.

D'autre part, en ignorant le terme non lin�eaire, cette �equation ressemble

beaucoup �a l'�equation de la chaleur avec condition de Dirichlet(
@tu� "�u = 0 = f ; uj@
 = 0 ;

ujt=0 = u0 ;
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mais en di��ere par l'incompressibilit�e. Prenant mod�ele sur l'�equation de

la chaleur, on peut r�esoudre l'�equation de Stokes avec second membre(
@tu� "�u+rp = f ; uj@
 = 0 ;

r � u = 0 ; ujt=0 = u0 ;

�a l'aide d'un semi-groupe d'op�erateur, apr�es avoir d�e�ni correctement

les espaces de champs de vitesses �a divergence nulle et tangent au bord.

Dans le cas de Rn , de 
b born�e, du demi-espace Rn+ et en�n d'un

domaine ext�erieur 
e, c'est-�a-dire le compl�ementaire d'un compact, il

a �et�e d�emontr�e que le semi-groupe en question est analytique et born�e

uniform�ement en temps sur des espaces construits �a partir d'espaces de

Lebesgue Lp(
).

Pour traiter de la perturbation non lin�eaire, on la consid�ere comme

un second membre et on r�esout l'�equation de point �xe qui en r�esulte

par le th�eor�eme du point �xe dans les espaces de Banach. A�n d'en

v�eri�er les hypoth�eses, Fujita et Kato [6] ont introduits les puissances

fractionnaires du g�en�erateur du semi-groupe consid�er�e sur L2 et �etudi�e

leurs domaines. D'un autre côt�e Weissler [32] a consid�er�e le semi-groupe

sur les espaces Lp. Les di��erentes adaptations aux quatre cas (Rn , 
b,

R
n

+ et 
e) de ces techniques de semi-groupe, puissances fractionnaires

et espaces de Lebesgue ont �et�e poursuivis, entre autre grâce aux travaux

de Giga [9].

Dans le cas de l'�equation de Navier-Stokes sur Rn , Cannone [4] a

�etudi�e l'existence globale de solutions �a donn�ees petites dans l'espace de

Besov homog�ene _B
�1+n=p
p1 (Rn). Ce type d'argument semble avoir �et�e

pouss�e au maximum par Kozono et Yamazaki dans [18]. Cette �etude

est justi��ee parce qu'une donn�ee initiale peut être �a la fois petite dans
_B
�1+n=p
p1 (Rn) et grande dans Ln(Rn) �a condition d'être su�samment

oscillante. De plus, l'existence de solutions �a donn�ees dans de tels es-

paces de Besov est essentielle pour l'�etude des solutions autosimilaires

de l'�equation de Navier-Stokes telle que l'ont men�ee Cannone et Plan-

chon [27], [5], [28]. Les m�ethodes utilis�ees par ces auteurs reposent de

mani�ere essentielle sur l'expression explicite du noyau de la chaleur par

transformation de Fourier.

Nous exposons dans cet article l'analogue de ces r�esultats d'exis-

tence pour l'�equation de Navier-Stokes, mais sur un domaine ext�erieur


e, compl�ementaire d'un compact �a bord lisse. Les deux di�cult�es

nouvelles qui se pr�esentent sont l'absence d'une repr�esentation explicite

en Fourier du semi-groupe associ�e �a l'op�erateur de Stokes et la n�ecessit�e

de transposer la notion d'espace de Besov homog�ene.
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La m�ethode de point �xe utilis�ee depuis Weissler, reprise par Kato

[16] et plus r�ecemment par Cannone et Planchon, pr�esente le d�efaut de

n'assurer l'unicit�e d'une solution continue �a valeur Ln(Rn), pour une

donn�ee initiale dans Ln petite dans _B
�1+n=p
p1 , que dans une boule d'un

sous-espace de l'ensemble C(Ln(Rn)) des fonctions continue de [0;1[

dans Ln(Rn).

R�ecemment, Furioli, Lemarie-Rieusset et Terraneo [7], [8] ont ob-

tenu un remarquable r�esultat d'unicit�e des solutions locales C(L3(R3)),

�a l'aide de ces espaces de Besov homog�enes. Signalons au passage que

Lions et Masmoudi [21] ont annonc�e une autre d�emonstration, encore

valable dans le cas d'un domaine 
 �a bord r�egulier.

Pour le cas de 
e domaine ext�erieur, nous retrouvons le r�esultat

d'unicit�e des solutions locales C(Ln(
)). Nous preferrons utiliser l�a

les espaces de Besov non homog�enes de Kobayashi et Muramutu [17],

pour �eviter la d�et�erioration de l'estimation du gradient du semi-groupe

en temps grand quand 
 = 
e mise en �evidence par Maremonti et

Solonnikov [22].

Un certain nombre d'auteurs ont utilis�e des espaces de Besov non

homog�enes sur un domaine ext�erieur. Grubb et Solonnikov [13], [12]

ont introduit de tels espaces pour r�esoudre sur I � 
b (I intervalle

de R, 
b ouvert born�e) les �equations de Navier-Stokes avec toute une

vari�et�e de conditions au bord et un second membre. Il s'agit d'espaces

de Besov avec des r�egularit�es di��erentes en temps et en espace, ce qui

donne des r�esultats tr�es pr�ecis sur les conditions de compatibilit�e que

doivent v�eri�er les donn�ees pour obtenir existence et unicit�e de solutions

r�eguli�eres. Grubb [11] a r�ecemment adapt�e cette m�ethode au cas de 
e
domaine ext�erieur, mais en n'utilisant que des espaces non homog�enes,

son r�esultat n'est que local en temps. De m�eme pour Kobayashi et

Muramutu [17] qui ont obtenu sur 
e un r�esultat d'existence locale en

temps pour une donn�ee initiale dans un espace de Besov abstrait non

homog�ene construit par interpolation r�eelle �a partir du g�en�erateur du

semi-groupe. Encore pour 
e, mentionnons que Borchers et Myakawa

[2] avaient utilis�e des espaces d'interpolation complexe d�e�nis �a partir

du g�en�erateur du semi-groupe (qui sont en quelque sorte l'analogue des

espaces de Bessel homog�enes) pour obtenir des estimations c�rcives

homog�enes optimales.

Pour les espaces homog�enes, signalons en plus de [4] et [27], que

Kozono et Yamazaki dans [19] pr�esentent un r�esultat d'existence glob-

ale �a donn�ee petite dans l'espace de Lorentz Ln1(
e) pour un do-

maine 
, par la m�ethode de Kato. Meyer dans [24] donne des r�esultats
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de continuit�e pour le terme non-lin�eaire dans Ln1(Rn), qui sont faux

dans L3(R3) d'apr�es Oru [26], et qui permettent tout �a la fois de prou-

ver l'existence globale �a donn�ee petite dans Ln1(Rn) et de retrouver

l'unicit�e des solutions C(L3(R3)).

Plan de l'article. Dans les pr�eliminaires, apr�es des notations g�en�e-

rales nous �etudions l'op�erateur de Stokes, son semi-groupe associ�e, puis

d�ecrivons les espaces fonctionnels construits avec. La section suivante

rassemble les �enonc�es des r�esultats importants de l'article : existence

�a donn�ee petite, avec un exemple, et unicit�e. La troisi�eme section est

consacr�ee �a la d�emonstration des th�eor�emes, apr�es �etude de la continuit�e

du terme non lin�eaire. La derni�ere section expose en d�etail l'exemple.

1. Pr�eliminaires.

1.1. Notations g�en�erales.

On note R+
:
= ]0;1[ et R+

:
= [0;1[ . C(I;X) et Cb(I;X) d�esig-

nent respectivement les fonctions continues et continues born�ees de I

dans X.

Notons L(X;Y ) l'espace de Banach des applications lin�eaires con-

tinues d'un espace de Banach X dans un espace de Banach Y , et

kTkL(X;Y ) la norme d'un op�erateur T �el�ement de cet espace. Si X = Y ,

on �ecrit seulement L(X). Si X est inclus dans Y et si l'injection est

continue, on �ecrit X ,! Y .

Nous consid�erons un ouvert 
 de Rn dont le bord @
 est lisse et

dont le compl�ementaire K est compact. Pour p 2 ]1;1[ et k 2 N ,

on note W k

p
(
) l'espace de Sobolev des distributions dont les d�eriv�ees

jusqu'�a l'ordre k sont dans Lp(
), et W k

p;0(
) l'adh�erence dans W
k

p (
)

des fonctions test C10 (
). On note L
p

loc(
) les distributions sur 
 dont

la restriction �a B \ 
, pour toute boule B de Rn , est dans Lp(B \ 
).

On note rk
u le gradient it�er�e k fois d'une distribution, c'est-�a-dire la

collection des @�xu = @x�1
� � � @x�

k

u pour � d�ecrivant l'ensemble des

applications de f1; : : : ; kg dans f1; : : : ; ng, de sorte que, par exemple,P
k

r=0 krr
ukp est une norme �equivalente sur W k

p (
).

Nous aurons aussi besoin quelquefois :

� des espaces de Lorentz Lp q(
) pour q 2 [1;1], obtenus par

interpolation r�eelle �a partir des Lp(
) ;
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� des espaces de Besov B
s

p q
(
) pour s 2 R+ n N et q 2 [1;1],

obtenus par interpolation r�eelle �a partir des W k

p
(
) ;

� des espaces de Sobolev sur le bord W
k

p
(@
), k 2 N et même

des espaces de Slobodetskii W s

p
(@
) (dits aussi espaces de traces) pour

s 2 R+ n N obtenus par interpolation r�eelle �a partir des pr�ec�edents.

Il est possible d'�etendre ces d�e�nitions aux indices k 2 Z et s 2 R

(voir [30]).

On note � le vecteur normal (unitaire rentrant) au bord de 
 et @�
l'op�erateur di��erentiel associ�e. On note 
0u la restriction �a @
 d'une

fonction continue sur 
 et 
1u
:
= 
0 @�u si u est continûment d�erivable.

On sait �etendre l'action de ces op�erateurs �a certains espaces de distri-

butions. Par exemple 
0 est continu de W 1
p (
) dans W

1�1=p
p (@
), mais

n'est pas continu sur Lp(
). Pour une distribution u sur @
 �a valeur

vectorielle, on d�e�nit l'op�erateur de projection orthogonale ��u = (u��)
sur �. On note 
�

:
= ��
0 l'op�erateur de trace normale au bord.

On note Xp (respectivement Xp q) l'adh�erence dans L
p(
) (respec-

tivement Lp q(
) ) des champs de vecteurs C10 (
) �a divergence nulle. Il

est bien connu que Xp co��ncide avec le sous-espace ferm�e des u 2 Lp(
)
tels que r � u = 0 et 
�u = 0. Ici r� d�esigne l'op�erateur di��erentiel

de divergence. La nullit�e de la divergence permet d'�etendre l'op�erateur

de trace normale 
� , au moyen d'une int�egration par partie, en un

op�erateur continu du sous-espace ferm�e de Lp(
) d'�equation r � u = 0

dans W
�1=p
p (@
). On sait aussi qu'on peut d�ecomposer en somme di-

recte l'espace de Banach

(1.1) L
p(
) = Xp � frp 2 Lp(
) : p 2 Lploc(
)g

et qu'il existe un op�erateur lin�eaire P , continu pour tout 1 < p < 1
sur les champs de vecteurs Lp(
), qui est une projection (en partic-

ulier P 2 = P ) sur PLp(
) = Xp parall�element aux champs gradients,

orthogonale pour la structure euclidienne de L2(
). Pour le cas rel-

ativement g�en�eral qui nous int�eresse, �a savoir 1 < p < 1 et 
 non

born�e, mais cependant @
 compact, la preuve de ces trois a�rmations

est pr�esent�ee en d�etail dans [25].

On note p0 l'exposant conjugu�e de p d�e�ni par 1=p + 1=p0 = 1.

On peut identi�er Xp0 au dual de Xp, qui est donc r�e
exif. L'adjoint

du projecteur P : Lp(
) �! L
p(
) est le projecteur P : Lp

0

(
) �!
L
p
0

(
), tandis que si on consid�ere P : Lp(
) �! Xp, son adjoint est

simplement l'injection canonique I : Xp0 �! L
p
0

(
).
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On note Ap l'op�erateur dans Xp, de domaine

(1.2) D(Ap) =W
2
p
\W 1

p;0 \Xp

et agissant comme l'op�erateur de Stokes A = �P�. On remplace alors

la r�esolution de l'�equation lin�eaire de Stokes pour la viscosit�e " = 1(
@tu��u+rp = 0 ;

r � u = 0 ; 
0u = uj@
 = 0 ;

par l'�equation di��erentielle abstraite �ecrite dans Xp qu'on obtient en

appliquant le projecteur P �a l'�equation de Stokes

@tu+ Au = 0 :

Pour la commodit�e du lecteur, nous avons rassembl�e dans le tableau 1

tous les autres espaces de fonctions d�e�nis dans la suite de l'article.

Espace Norme R�ef�erence Remarque

A D�ef. 16

B
s

p q(A) ku j Bsp qk D�ef.13; (1:11)

Bq
r

ku j Bq
r
k D�ef. 32 = B

�n=q+n=r
r1

(A)

B
r

ku j B
r
k D�ef. 32 = Bn

r

_Bs
p q
(A) ku j _Bs

p q
k D�ef. 16; (1:14)

:

Br ku j
:

Brk D�ef. 27 = _B�1+n=r
r1

(A)

Ep kukEp D�ef. 27

Ep;0(0); Ep;0(1) D�ef. 27

F
T

p
kukFT

p

D�ef. 32

G
T

p
kukGT

p
D�ef. 32 = L

1

T
(B
p
)

H kukH (4:4)

L
1

T
(X) D�ef. 32

L
p� kfkp� Not. 11

L
p�0 kfkp�0; Not. 11

L
p�1 kfkp�1 Not. 11

W
0
p
(A) kukp D�ef. 12 = Xp

W
2
p
(A) ku jW 2

p
k D�ef. 12 = D(Ap)

W
�2
p

(A) ku jW�2
p
k D�ef. 12

Tableau 1. Liste des espaces fonctionnels.
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1.2. Op�erateur de Stokes.

1.2.1. D�ecomposition de la r�esolvante.

Nous d�ecrivons ici comment on peut trouver u 2 Xp solution du

probl�eme de Stokes (� + A)u = f . Pr�ecis�ement : �etant donn�e � 2
C n ] �1; 0] et f 2 Xp, on cherche u tel que

(���)u+rp = f ; r � u = 0 ; 
0u = 0 :

Nous suivons les expos�es de [9], [25].

Soit f 2 Xp. On note ef 2 Lp(Rn) son prolongement par z�ero hors

de 
. On voit facilement que la distribution r � ef est nulle parce que

r � f et 
�f sont nulles. On note eu la solution du probl�eme de Stokes

dans Rn

(���) eu+rep = ef ; r � eu = 0 :

Puisque r � ef = 0, en fait ep = 0 et on peut calculer eu = eE� ef au moyen

de l'op�erateur eE� de convolution par le potentiel volume ee� sur Rn

qui est la transform�ee de Fourier inverse de � 7�! (� + j�j2)�1. Par

le th�eor�eme de Mihlin, eE� est continu de Lp(Rn) dans W 2
p (R

n ) pour

chaque 1 < p <1.

La restriction r
eu v�eri�e l'�equation int�erieure de Stokes sur 


(���) r
 eu = f ; r � r
eu = 0 ;

puisque r
ep = 0, mais pas la condition au bord. On �elimine la com-

posante normale 
� = ��
0 = � � 
0 au moyen du projecteur de Leray

P . On sait que pour v dans Lp(
) �a divergence nulle, la projection Pv

s'exprime au moyen de l'op�erateur solution du probl�eme de Neumann.

Fixons les notations. Pour � 2 W
�1=p
p (@
) avec

R
@

� = 0, on note

w = N� la solution du probl�eme8<:
�w = 0 ; rw 2 Lp(
) ;

1w = � ; lim

jxj!1

jw(x)j = 0 ;

obtenue au moyen du potentiel simple couche associ�e �a l'op�erateur de

Laplace �. Voir [25] et, en annexe, la d�e�nition du potentiel simple

couche et son application au probl�eme de Neumann �a la Section B.3.

Remarquons que r � r = � et 
�r = 
1. L'op�erateur rN est continu
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du sous-espace ferm�e de W
�1=p
p (@
) d'�equation

R
@

� = 0 dans Lp(
).

La restriction P� de P aux champs �a divergence nulle s'�ecrit P� =

1�rN
� .
Ainsi u� = P r
eu est solution de(

(���)u� +rp� = f ; r � u� = 0 ;


� u� = 0 ;

avec p� = �N 
� r
eu. �Evidemment la trace 
0 u� n'est pas n�ecessai-

rement nulle, mais elle est tangentielle.

Soit u� = V� la solution du probl�eme tangentiel

(1.3)

(
(���)u� +rp� = 0 ; r � u� = 0 ;


� u� = 0 ; 
0 u� =  ;

avec  un champ de vecteurs tangentiel au dessus de @
. Le fait qu'on

puisse d�e�nir 
0 u� dans W
�1=p
p (@
) pour un u dans Lp(
) qui v�eri�e

les trois autres �equations de (1.3) est justi��e par un argument de dualit�e

dans [9]. D'apr�es [9, Proposition 2.2] et le th�eor�eme du graphe ferm�e,

V� est continu de W
�1=p
p (@
) dans Lp(
).

Si on choisit  = �
0 u� , on v�eri�e en�n que u = G�f = u� + u�

est la solution du probl�eme de Stokes(
(���)u+rp = f ; r � u = 0 ;


0 u = 0 :

Remarque 1. Les r�esultats de continuit�e rappel�es ci-dessus sont vrais

pour chaque � 2 C n ]�1; 0] �x�e. Ils d�ecoulent des propri�et�es des

syst�emes elliptiques aux limites. L'am�elioration principale due �a [9]

consiste en des estimations uniformes par rapport �a �.

1.2.2. R�esolvante et semi-groupe.

Dans toute la suite, V" d�esigne, pour un " donn�e dans [0; �], l'en-
semble

V" = f� 2 C n R� : j arg�j < "g :
Voici un r�esultat important dans l'�etude du comportement en temps

long des solutions de l'�equation de Stokes.
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Th�eor�eme 3. Pour tout p 2 ]1;1[ , l'op�erateur �Ap est �-sectoriel :

�etant donn�e "0 2 ]0; �[ , il existe C tel que

(1.4) k(�+ A)�1
vkp � C j�j�1 kvkp ; pour tous � 2 V"0 ; v 2 Xp :

Ce th�eor�eme permet de construire des solutions �a l'�equation de

Stokes au moyen du semi-groupe engendr�e par �A.

Corollaire 4 ([15, p. 487-492]). Pour tout p 2 ]1;1[ , l'int�egrale de

Dunford

U(t)
:
=

1

2 i �

Z
�

e
t� (�+A)�1

d�

o�u � est un chemin dans C contournant ]�1; 0] dans le sens positif,

de 1�e�i� �a 1�ei� pour � 2 ]�=2; �[ , d�e�nit une application t 7�! U(t)

de V� [ f0g dans L(Xp), ind�ependante de �, v�eri�ant sur cet ensemble

la r�egle de composition U(t)U(s) = U(t + s), holomorphe sur V�, et
telle que pour tout "0 < �, il existe une constante C avec

kU(t)xkp � C kxkp ; pour tous t 2 V"0 [ f0g ; x 2 X ;

lim
t!0
t2V

"0

kU(t)x� xkp = 0 ; pour tout x 2 X :

Pour tout k 2 N, l'application t 7�! t
k
A
k
U(t) est continue born�ee de

R+ dans L(X) et @tU(t) = �AU(t).

Rappelons que le domaine D(A0) du dual d'un op�erateur A non

born�e dansX de domaineD(A) dense dansX est l'ensemble des x0 2 X 0

tel qu'il existe y0 2 X 0 v�eri�ant pour tout x 2 D(A) l'�egalit�e hx0; Axi =
hy0; xi.

Th�eor�eme 5 ([25]). On a les identi�cations d'espaces et d'op�erateurs

duaux

(1.5) D(Ap0) = D(Ap0) ; Ap
0 = Ap0 :

Proposition 6. Soit p et q dans ]1;1[ tels que 0 � 1=p� 1=q � 1=n.

Alors l'application t 7�! (1+A)�1
U(t)Pr� est continue born�ee de R+

dans L(Lp(
);Xq).
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D�emonstration. On sait d�ej�a que (1+A)�1 et U(t) commutent et que

U(t) 2 Cb(R+ ;L(Xq)). Montrons que (1 + A)�1
Pr� 2 L(Lp(
);Xq).

Par d�e�nition de D(Aq0) et injection de Sobolev deW 1
q0
(
) dans Lp

0

(
)

pour 0 � 1=q0�1=p0 � 1=n, on obtient r(1+A)�1 2 L(Xq0;L
p
0

(
)). Or

r(1+A)�1 = rI (1+A)�1 est bien l'op�erateur dual de (1+A)�1
Pr� .

Pour le semi-groupe engendr�e par l'op�erateur de Stokes, on dispose

d'estimations Lp-Lq.

D�e�nition 7. On note

[p; q] =
n

2

�1
p
� 1

q

�
:

Th�eor�eme 8 (Estimations Lp-Lq [2], [14], [22]).

1) �Etant donn�e 1 < p � q <1, il existe C tel que

(1.6) kU(t) vkq � C kvkp t�[p;q]
; pour tout v 2 Xp :

2) �Etant donn�e 1 < p � q � n, il existe C tel que

(1.7) krU(t) vkq � C kvkp t�1=2�[p;q]
; pour tout v 2 Xp :

3) �Etant donn�e 1 < p � q <1 avec n � q, il existe C tel que

(1.8) krU(t) vkq � C kvkp t�1=2�[p;q] (1+ t)[n;q] ; pour tout v 2 Xp :

Remarque 9. Dans le cas de Rn , (1.7) est valable pour tout p, q dans

]1;1[ avec p � q. [16] en d�eduit un th�eor�eme d'existence globale en

temps d'une solution �a l'�equation de Navier-Stokes dans C(Ln(Rn ))

quand la donn�ee initiale est su�samment petite dans Ln.

Pour le domaine ext�erieur 
, le cas limite n = p est atteint d'apr�es

[14]. Cela lui permet d'�etendre le r�esultat de [16] �a ce cas. [22] montre

que (1.8) est optimale. Notons que pour t grand, l'exposant est

�1

2
� [p; q] + [n; q] = � n

2 p
:

Corollaire 10. Soit p et q dans ]1;1[ tels que p � q, et k dans N.
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1) Si n0 � p, alors l'application t 7�! t
k+1=2+[p;q]

A
k
U(t)Pr� est

continue born�ee de R+ dans L(Lp(
);Xq).

2) Pour tout T > 0, l'application t 7�! t
k+1=2+[p;q]

A
k
U(t)Pr� est

continue born�ee de ]0; T [ dans L(Lp(
);Xq).

D�emonstration. Consid�erons d'abord le premier point, cas k = 0.

On proc�ede par dualit�e comme pour la Proposition 6. L'op�erateur dual

de rU(t) = rIU(t) est U(t)Pr�. La borne dans L(Lp(
);Xq) vient

de (1.7). Pour k > 0, on �ecrit AkU(t)Pr� = (AkU(t=2))(U(t=2)Pr�),
puis on applique le cas k = 0 �a U(t=2)Pr� et le Corollaire 4 �a Ak U(t=2)
Le second point est tr�es semblable : on utilise (1.8) et la borne sur t.

La continuit�e vient du Corollaire 4.

1.3. Description des espaces fonctionnels.

Notation 11. On munit R+ de la mesure de Haar dt=t associ�ee �a

la structure de groupe multiplicatif. Alors on note Lp� l'espace des

fonctions de puissance p-i�eme int�egrable, avec la norme

kfkp� :
=
�Z 1

0

jf(�)jp d�
�

�1=p
;

pour 1 � p < 1. Pour p = 1, l'extension usuelle de la d�e�nition

co��ncide avec L1(R+). Si on consid�ere seulement l'intervalle ]0; 1] (res-

pectivement [1;1[), on notera respectivement Lp�0 et kfkp�0 (respec-

tivement Lp�1 et kfkp�1).

Si f est �a valeur dans un espace de Banach (X; k � k), on se place

dans le cadre de la th�eorie de l'int�egrale de Bochner en supposant que

f est fortement mesurable. D'apr�es le th�eor�eme de Pettis, il su�t que

f soit faiblement mesurable (i.e. pour tout f 0 2 X
0, s 7�! hf 0; f(s)i

est mesurable) et presque partout �a valeur s�eparable (i.e. il existe un

ensemble S de mesure nulle telle que f(R+ n S) soit s�eparable).
On rappelle en Annexe A la d�e�nition et les propri�et�es principales

de l'interpollation r�eelle (A0; A1)�;1 entre deux espaces de Banach A0

et A1.
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1.3.1. Extrapolation.

D�e�nition 12. Notons W 0
p
(A)

:
= Xp, et W

2
p
(A)

:
= D(Ap) le domaine

de l'op�erateur de Stokes d�e�ni par (1:2), muni de la norme ku jW 2
p
k :
=

k(1 +A)ukp. Comme dans [17], on d�e�nit aussi des espaces d'indice

n�egatif : W�2
p

(A) est l'espace compl�et�e �a partir de Xp pour la norme

ku jW�2
p
k :
= k(1 + A)�1

ukp.

Puisque le graphe GAp
est ferm�e et que le domaine D(Ap) est dense

dans Xp, cet espace co��ncide avec la construction plus abstraite par

quotient : (Xp � Xp)=GAp
, introduite dans [10]. Ceci est expliqu�e en

d�etail dans [31]. On y apprend aussi qu'en lien avec la dualit�e (1.5),

cet espace est le dual de D(Ap0).
On peut �etendre A en un op�erateur non born�e dans W�2

p
(A),

ferm�e de domaine W 0
p
(A) dense. Il h�erite des propri�et�es spectrales de

l'op�erateur A dans Xp. On peut aussi �etendre �aW
�2
p

(A) tout op�erateur

pris dans L(Xp) qui commute avec la r�esolvante (1 + A)�1. En parti-

culier U(t) admet une telle extension, qui co��ncide avec le semi-groupe

engendr�e par l'extension de A. Le domaine du carr�e de l'extension de

A est W 2
p
(A). Pour tout t > 0, l'op�erateur U(t) est continu de W�2

p
(A)

dans W 2
p (A) (cf. [17]).

1.3.2. Espaces de Besov.

Comme W 2
p
(A) ,!W

�2
p

(A), on peut leur appliquer l'interpolation

r�eelle.

D�e�nition 13. Pour s = �2(1 � �) + 2�, avec 0 < � < 1 et donc

jsj < 2, pour p 2 ]1;1[ et q 2 [1;1]

B
s

p q(A)
:
= (W�2

p (A);W 2
p (A))�;q

Il est bien connu (voir [20]) que

(1.9) W
2
p (A) ,! B

s

p q(A) ,!W
�2
p (A) :

De plus on peut montrer (voir [10]) que B0
p 1(A) ,!W

0
p
(A) ,! B

0
p1

(A).

Du th�eor�eme de r�eit�eration, il vient alors Bs
p q
(A) = (W 0

p
(A);W 2

p
(A))�;q

pour s = 2 � 2 ]0; 2[ .
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[10] donne une expression de la norme dans ces espaces �a l'aide des

puissances de la r�esolvante (�+A)�n. On trouve dans [17] la d�e�nition

�equivalente suivante, valable pour jsj < 2

B
s

p q
(A) = fu 2W�2

p
(A) : k�s=2 k�A (�+A)�2

ukp kq�1 <1g
muni de la norme

(1.10) ku jW�2
p
k+ k�s=2 k�A (�+ A)�2

ukpkq�1 :

Le lien avec les solutions de l'�equation d'�evolution est plus sensible

quand on exprime ces normes avec le semi-groupe engendr�e par l'op�e-

rateur.

Lemme 14. Pour jsj < 2, Bsp q(A) est l'ensemble des �el�ements de

W
�2
p

(A) tels que la quantit�e

(1.11) ku j Bs
p q
k :
= kU(1)ukp + kt�s=2 kt AU(t)ukpkq�0

soit �nie. Cette quantit�e d�e�nit alors une norme �equivalente.

D�emonstration. Notons provisoirement kukX la quantit�e d�e�nie par

(1.11), et X l'ensemble des �el�ements de W�2
p

(A) qui v�eri�ent kukX <

1.

Montrons d'abord Bs
p q
(A) ,! X. Soit u 2 Bs

p q
(A). On peut �ecrire

(voir Proposition 48) pour � 2 R+ ,

(1.12) u = u�(�) + u+(�)

avec, quand on a �x�e s� et s+ deux r�eels tels que

(1.13) s�s+ < 0 ; (1� �) s� + � s+ = 0 ;

comme d�e�nition d'une norme �equivalente

ku j Bsp qk = inf (k�s� ku�(�) jW�2
p k kq� + k�s+ ku+(�) jW 2

p k kq�)
o�u la borne inf�erieure est prise sur toutes les d�ecompositions (1.12).

Or U(1) 2 L(W�2
p

(A);W 0
p
(A)) donc (1.9) implique kU(1)ukp � C ku j

B
s
p qk. On calcule pour t � 1

kt AU(t)ukp � kt AU(t)u�(t)kp + kt AU(t)u+(t)kp
� kt A (1 + A)U(t) (1 + A)�1

u�(t)kp
+ kt A (1 + A)�1

U(t) (1 + A)u+(t)kp
� C t

�1 ku�(t) jW�2
p
k+ t ku+(t) jW 2

p
k ;
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parce que t AU(t) et t2A2
U(t) sont born�es sur Xp (et t est born�e), de

même que A (1 + A)�1 et U(t). En multipliant par t�s=2, on voit que

kt�s=2 kt AU(t)ukpkq�0
� C (kts� ku�(t) jW�2

p
k kq� + kts+ ku+(t) jW 2

p
k kq�)

en choisissant s� = �1� s=2, s+ = 1� s=2, qui v�eri�ent les conditions
(1.13) d'apr�es la liaison entre s et � et �2 < s < 2. En passant �a la

borne inf�erieure, ceci montre bien que kukX � C ku j Bs
p q
k.

Montrons ensuite X ,! B
s

p q
(A). Puisque X � W

�2
p

(A), on peut

�ecrire, dans cet espace, en vertu des propri�et�es analytiques du semi-

groupe,

u =

Z 2

0

� A
2
U(�)u d� + (1 + 2A)U(2)u

=

Z 2

0

�
2
A
2
U(�)u

d�

�
+ ca

Z
1

2

�
�a (1 + 2A)U(2)u

d�

�

pour n'importe quel r�eel a positif. Ainsi donc on a d�e�ni une fonction

u(�) telle que dans W�2
p (A) l'int�egrale

R
1

0
u(�)=� d� converge, et vaut

u. Pour � � 2, on majore, grâce �a l'e�et r�egularisant de U(1),

ku(�) jW�2
p
k � �

�a kU(1)ukp ;

ku(�) jW 2
p
k � �

�a kU(1)ukp :

Pour � � 2, on calcule

ku(�) jW�2
p
k = k�2A2 (1 + A)�1

U(�)ukp � C �




�
2
AU

�
�

2

�
u





p

;

ku(�) jW 2
p k = k�2A2 (1 +A)U(�)ukp � C �

�1



�
2
AU

�
�

2

�
u





p

;

parce que 2A (1 + A)�1
U(�=2) est born�e sur Xp, de même que

�
2
A
2
U(�=2) et �3A3

U(�=2) (et � est born�e). Prenant par exemple

a = 2, on en d�eduit que

k�s� ku(�) jW�2
p
k kq� + k�s+ ku(�) jW 2

p
k kq� � C kukX

o�u s� et s+ sont encore �1 � s=2 et 1 � s=2, donc respectivement

dans ] � 2; 0[ et ]0; 2[ . On a utilis�e s+ � a (et s� � a) n�egatif pour la
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convergence des int�egrales en � !1. Comme les conditions (1.13) sont

v�eri��ees, ceci montre bien que ku j Bs
p q
k � C kukX (voir Proposition

48).

Remarque 15. Rappelons la d�e�nition des espaces de Besov usuels sur

R
n au moyen d'une d�ecomposition dyadique spectrale (voir par exemple

[30]). On se donne � 2 C
1

c
(Rn), nulle hors de la boule de rayon 2 et

�egale �a 1 sur la boule de rayon 1. On pose '(�) = �(2�1
�)��(�). Puis

on note '�1 = � et, pour j 2 N , �j(�) = �(2�j �) et 'j(�) = '(2�j �),

de sorte que pour tout k 2 N

1 =
X
j��1

'j(�) = �k(�) +
X
j�k

'j(�) ; �j(�) =

j�1X
k=�1

'k(�) :

On d�e�nit ensuite les op�erateurs dyadiques �j et Sj par

d�ju(�) = 'j(�) bu(�) ; dSju(�) = �j(�) bu(�) ;
o�u bu d�esigne la transform�ee de Fourier de u.

L'espace de Besov Bs
p q
(Rn) est alors l'ensemble des distributions

temp�er�ees u telles que

kS0ukp +
� 1X
j=0

2sjq k�jukqp
�1=q

<1 :

La comparaison de (1.11) avec cette d�e�nition des espaces de Besov

sur R
n r�ev�ele que U(1) joue le rôle du �ltre basse fr�equence S0, et

que l'�echelle 2j (avec j � 0) et le �ltre �j associ�e �a cette fr�equence

correspondent respectivement �a la quantit�e t�1=2 (avec t � 1) et �a l'

op�erateur t AU(t).

Vue leur d�e�nition, ces normes peuvent jouer un rôle important

pour traiter de l'existence de solutions locales en temps. Le choix du

temps 1 est arbitraire.

1.3.3. Espaces de Besov \homog�enes".

Nous nous int�eresserons au probl�eme de l'existence globale. Il

parâ�t alors judicieux d'introduire des normes qui prennent en compte
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les temps t �!1. Soit u dans l'un des espaces W�2
p

(A). On sait faire

op�erer U(t) sur u, et donc exprimer une condition portant sur U(t)u.

D�e�nition 16. On note A :
=

S
p2]1;1[W

�2
p

(A), et I(2; p)
:
=

]�2;minf2; n=pg[ .
Pour s 2 I(2; p), on note _Bsp q(A) l'ensemble des u 2 A tels que

ku j _Bsp qk
:
= kt�s=2 kt AU(t)ukpkq� <1 :

Remarque 17. Pour les espaces de Besov homog�enes d�e�nis sur Rn �a

partir d'une d�ecomposition spectrale dyadique, on utilise alors
:

�j pour

j 2 Z.

Avec cette d�e�nition, il n'est pas �evident que _Bs
p q
(A) soit un espace

vectoriel, car A n'est pas stable par addition.

Proposition 18. _Bsp q(A) muni de k � j _Bsp qk est un espace de Banach

pour s 2 I(2; p).
_Bs1
p1 q

(A) ,! _Bs2
p2 q

(A) pour si 2 I(2; pi), p1 � p2 et s1 � n=p1 =

s2 � n=p2.
_Bs
p q
(A) ,! B

s

p q
(A) pour s 2 ]�2; 0[ .

B
s
p q(A) ,! _Bsp q(A) pour s 2 ]0;min f2; n=pg[ .

D�emonstration. Nous a�rmons tout d'abord que pour s 2 ]�2; 0[ ,
_Bs
p q
(A) est en fait inclus dans W�2

p
(A). En e�et, si u 2 _Bs

p q
(A),

il existe r tel que u 2W�2
r

(A), et on peut donc �ecrire en vertu des pro-

pri�et�es analytiques du semi-groupe

u =

Z 2

0

�A
2
U(�)u d� + (1 + 2A)U(2)u

=

Z 2

0

�
2
A
2
U(�)u

d�

�
+ (1 + 2A)

Z
1

0

� AU(�)u
d�

�
:

On estime la norme de chacun des deux termes dans W�2
p

(A)


(1 + 2A)

Z
1

2

� AU(�)u
d�

�

���W�2
p





�



 Z 1

2

� AU(�)u
d�

�





p
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�
Z
1

2

�
s=2 (��s=2 k� AU(�)ukp)

d�

�

� k1[2;1[ �
s=2kq0� ku j _Bs

p q
k ;




 Z 2

0

�
2
A
2
U(�)u

d�

�

���W�2
p





�
Z 2

0

�
2 k(1 +A)�1

A
2
U(�)ukp)

d�

�

�
Z 2

0

C �
1+s=2

��
�

2

�
�s=2


�

2
AU

�
�

2

�
u




�d�
�

� Ck1 ]0;2[ �
1+s=2kq0� ku j _Bs

p q
k

o�u l'on a utilis�e que A (1+A)�1
U(�=2) est born�e sur Lp uniform�ement

en � . Les int�egrales convergent pr�ecis�ement parce qu'on a suppos�e s < 0

et �2 < s.

Ainsi, quand s 2 ]�2; 0[ , puisque _Bs
p q
(A) �W

�2
p

(A), on en d�eduit

que _Bs
p q
(A) est un espace vectoriel et que ku j _Bs

p q
k est une norme.

L'inclusion correspond �a une injection continue. De plus, on vient de

voir que kU(2)ukp � C ku j _Bs
p q
k. Le même calcul montre que cette

majoration vaut aussi pour U(1)u. On en d�eduit ku j Bsp qk � C ku j
_Bsp qk et _Bsp q(A) ,! B

s

p q(A).

Soient si 2 I(2; pi), i = 1; 2. D'apr�es les in�egalit�e Lp1 -Lp2 sur le

semi-groupe, pour p1 � p2,

t
�s2=2 kt AU(t)ukp2 = t

�s2=2 2



U� t

2

�
t

2
AU

�
t

2

�
u





p2

� C t
�s2=2�[p1;p2]




 t
2
AU

�
t

2

�
u





p1

:

Et comme �s2=2 � [p1; p2] = �(s2 � n=p2 + n=p1)=2, on obtient en

prenant la norme dans Lq�

ku j _Bs2p2 qk � C ku j _Bs1p1 qk ; pour s2 �
n

p2
= s1 �

n

p1
:

Cela implique _Bs1
p1 q

(A) � _Bs2
p2 q

(A). Vu que s1 � n=p1 < 0, on peut

toujours trouver s2 2 ]�2; 0[ et p2 2 [p1;1[ v�eri�ant s2 � n=p2 =
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s1 � n=p1. Alors _Bs1
p1 q

(A) � W
�2
p2

(A) ; comme pr�ec�edemment cela

entrâ�ne que _Bs1
p1 q

(A) est un espace vectoriel norm�e et que les in�egalit�es

correspondent �a des injections continues. �A ce stade, on v�eri�e sans

peine que les espaces _Bs
p q
(A) pour s 2 I(2; p) sont complets.

En�n, soit 0 < s < min f2; n=pg et u 2 B
s

p q
(A). Par (1.9) et le

Corollaire 4,

t
1�s=2 kAU(t)ukp � C t

�s=2 kukp 2 Lq�1

car s > 0. Donc u 2 _Bs
p q
(A).

Ajoutons deux r�esultats qui renforcent le lien avec le semi-groupe.

Lemme 19. Soit s < 0. La quantit�e kt�s=2 kU(t)ukpkq� d�e�nit sur
_Bsp q(A) une norme �equivalente.

D�emonstration. De la majoration kt AU(t)ukp � C kU(t=2)ukp
uniforme par rapport �a t on tire directement

ku j _Bsp qk � C kt�s=2 kU(t)ukpkq� :

Inversement, si u 2 _Bs
p q
(A), comme s < 0 on sait que u 2 W

�2
p

(A) et

on peut �ecrire

U(t)u =

Z
1

t

� AU(�)u
d�

�
:

Donc

t
�s=2 kU(t)ukp �

Z
1

t

�
t

�

�
�s=2

(��s=2 k� AU(�)ukp)
d�

�

� (1]0;1] �
�s=2) � (��s=2 k� AU(�)ukp)

o�u ici � d�esigne la convolution sur le groupe (R+ ;�; dt=t). L'in�egalit�e
de H�older-Young donne alors

kt�s=2 kU(t)ukpkq� � k1]0;1] ��s=2k1� k��s=2 k� AU(�)ukpkq�
� C ku j _Bs

p q
k

puisque s < 0.
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Remarque 20. Dans le cas de R3 , en prenant A = �� et donc U(t) =

exp (t�), ce lemme correspond �a [4, Lemme 3.3.3]. C'est un point

crucial dans la relecture par [4] du r�esultat de [16].

Lemme 21. Soit s 2 I(2; p) et q 2 [1;1]. L'application t 7�! U(t) est

continue born�ee de R+ dans L( _Bsp q(A)). Si de plus s � n=p + n=r 2
]�2; 0[ et p � r alors limt!0 U(t)u = u dans W�2

r
(A) pour tout u 2

_Bs
p q
(A).

D�emonstration. La continuit�e en 0 dansW�2
r (A) vient des injections

_Bs
p q
(A) ,! _B&

r q
(A) ,! B

&

r q
(A) ,!W

�2
r

(A) ; & = s� n

p
+
n

r

et de la continuit�e de U(t) dans cet espace.

La borne et la continuit�e de U(t) dans L( _Bs
p q
(A)) d�ecoulent

des même propri�et�es dans L(Xp), par commutation de U(t) et

�
1�s=2

AU(�).

2. �Enonc�es.

On consid�ere l'�equation de Navier-Stokes dans 
 pour la viscosit�e

" = 1

(2.1)

(
@tu��u+r � (u
 u) +rp = 0 ;

r � u = 0 ; 
0u = uj@
 = 0 ;

avec la donn�ee initiale ujt=0 = u0. On a �ecrit r � (u
 u) pourX
k

@k(uk ui) :

En appliquant le projecteur P , on se ram�ene �a

@t u+ Au+ Pr � (u
 u) = 0 ; ujt=0 = u0 ; 
0u = 0 ;

dont on cherche les solutions sous la forme

(2.2) u(t) = U(t)u0 �
Z
t

0

U(t� �)Pr � (u
 u)(�) d� :
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Consid�erant le second terme du membre de droite comme un op�erateur

(quadratique) appliqu�e �a u, on lit (2.2) comme une �equation de point

�xe.

D�e�nition 22. On note U0
:
= U(t)u0. On note � l'op�erateur bilin�eaire

�(u; v)(t; x)
:
=

Z
t

0

U(t� �)Pr � (u
 v)(�; x) d�

o�u r � (u
 v) d�esigne le champ de vecteurs
P

k
@k(u

k
v
i).

Ainsi on cherche �a r�esoudre l'�equation de point �xe

(2.2) u = U0 ��(u; u) :

Th�eor�eme 23. Il existe � 2 C( ]n;1[ ;R+) v�eri�ant ceci. Pour tout

u0 2 Xn, s'il existe p > n tel que ku0 j _B
�1+n=p
p1 k < �(p), alors il existe

u 2 Cb(R+;Xn) solution de l'�equation (2:2) avec u(0) = u0.

u est l'unique solution de (2:2) parmi les fonctions v de C(R+ ;Xn)

v�eri�ant supt>0 t
(1�n=p)=2 kv(t)kp < 2 �(p).

Pour le cas de R3 , ce r�esultat est dû �a [4, 28] L'int�erêt de n'imposer

la petitesse que sur la norme dans un espace de Besov se voit bien

dans le lemme suivant, qui est une adaptation au cas de notre domaine

ext�erieur d'un r�esultat semblable sur R3 de [14].

Lemme 24. Soit n < p. Il existe une suite uk 2 Xn telle que

1 < inf
k

kukkn et lim
k!1

kuk j _B
�1+n

p

p1 k = 0 :

On peut �etendre l'ensemble des donn�ees initiales de la fa�con suiv-

ante :

Th�eor�eme 25. Il existe � 2 C( ]n;1[;R+) v�eri�ant ceci. Pour tout

r 2 ]n;1[ et u0 2 _B
�1+n=r
r1 (A), s'il existe p � r tel que ku0 j _B

�1+n=p
p1 k

< �(p), alors il existe u 2 Cb(R+ ; _B
�1+n=r
r1 (A)) solution de l'�equation

(2:2) avec u(t) �! u0 dans W�2
r

(A) quand t �! 0.

u est l'unique solution de (2:2) parmi les fonctions v de

Cb(R+; _B
�1+n=r
r1 (A)) v�eri�ant sup

t>0 t
(1�n=p)=2 kv(t)kp < 2 �(p).



Solutions des �equations de Navier-Stokes incompressibles 41

Comme dans le cas de R3 , ces th�eor�emes d'existence, obtenus par

un point �xe dans un espace de Banach plus petit que celui induit

naturellement par la donn�ee initiale, ne sont pas satisfaisants pour

leur assertion sur l'unicit�e. On y demande la condition suppl�ementaire

sup
t>0 t

(1�n=p)=2 kv(t)kp < 2 �(p). Ceci est reli�e au fait qu'on ne sait pas

si l'op�erateur bilin�eaire � est continu dans Cb(R+ ; Xn). D'apr�es [26],

il ne l'est pas dans L3(R3), tandis qu'il l'est dans L3;1(R3), d'apr�es

[24]. Cette di�cult�e est contourn�ee dans [7], [8] par l'utilisation de

normes di��erentes pour les deux arguments de l'op�erateur bilin�eaire.

Nous avons adapt�e leur r�esultat au cas de 
 ouvert ext�erieur.

Th�eor�eme 26. Soit u0 2 Xn et U0
:
= U(t)u0. Soit u1 et u2 dans

Cb([0; T [ ;Xn), solutions de l'�equation (2:2). Alors u1 = u
2 sur [0; T [ .

3. D�emonstrations des th�eor�emes.

Nous rassemblons d'abord les r�esultats de continuit�e sur � utilis�es

ensuite. Puis nous prouvons les deux th�eor�emes d'existence. En�n le

th�eor�eme d'unicit�e.

3.1. Continuit�e de l'op�erateur bilin�eaire �.

3.1.1. Pour l'existence.

D�e�nition 27. On d�e�nit

[p] = [n; p] =
1

2

�
1� n

p

�
;

de sorte que [p; q] = [q]� [p].

On d�e�nit �a la mani�ere de [27] l'espace de Banach Ep comme

l'ensemble des u continus de R+ dans Xp tels que

kukEp
:
= sup

t>0
kt[p] u(t)kp <1 :

Pour T� = 0 ou 1, on d�e�nit aussi le sous-espace (ferm�e ) Ep;0(T�) de

Ep par

Ep;0(T�) =
�
u(t; x) 2 Ep : lim

t!T�

kt[p] u(t)kp = 0
	
:
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En�n on abr�ege _B
�1+n=p
p1 (A) en

:

Bp.

Proposition 28. �Etant donn�es p, q et r dans ]1;1[ tels que

(3.1)
1

r
� 1

p
+

1

q
� 1

r
+

1

n

l'op�erateur bilin�eaire � est continu de Ep � Eq dans C(R+ ;W
�2
r

(A)),

et

(3.2) k�(u; v)(t) jW�2
r k � C t

n(1=p+1=q)=2 kukEp kvkEq :

En particulier, limt!0�(u; v)(t) = 0 dans W�2
r (A).

Proposition 29. �Etant donn�es p, q et r dans ]1;1[ tels que

(3.3)
1

p
+

1

q
� 1

n
<

1

r
� 1

p
+

1

q
� 1

n0

l'op�erateur bilin�eaire � est continu de Ep �Eq dans Er.

De plus, pour T� = 0 ou 1, si u 2 Ep;0(T�) ou v 2 Eq;0(T�) alors
�(u; v) 2 Er;0(T�).

Proposition 30. �Etant donn�es p, q et r dans ]1;1[ tels que

(3.4)
1

r
� 1

p
+

1

q
<

2

n

l'op�erateur bilin�eaire � est continu de Ep �Eq dans Cb(R+ ;
:

Br).

Notation 31. On note s le nombre tel que 1=p + 1=q = 1=s, et a
:
=

�[p] � [q] = �1 + n=(2 s). Pour (u; v) 2 Ep � Eq, on note eu(t) :
=

t
[p]
u(t) et ev(t) :

= t
[q]
v(t), si bien que eu 
 ev 2 Cb(R+ ;L

s(
)) avec

supt k(eu
 ev)(t)ks � kukEpkvkEq et (u
 v)(t) = t
a (eu
 ev)(t).

On note eU(t) :
= t

�b
U(t)Pr�, o�u l'exposant b s'adapte �a chaque

proposition, et ew(t; �) :
= eU(t (1� �))(eu
 ev)(t �).

En�n on note

f(t; �)
:
= t U(t (1� �))Pr � (u
 v)(t �)

de sorte que

�(u; v)(t) =

Z 1

0

f(t; �) d�
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et

f(t; �) = t
1+a+b

�
a (1� �)b ew(t; �) :

Preuve de la Proposition 28. D'apr�es la Proposition 6, pour

s; r dans ]1;1[ tels que 0 � 1=s � 1=r � 1=n et b = 0, eU(t) 2
Cb(R+ ;L(Ls(
);W�2

r (A))). Alors ew 2 Cb(R+� ]0; 1[ ;W�2
r (A)), et

comme a > �1, le r�esultat d�ecoule du th�eor�eme de continuit�e sous

le signe
R
appliqu�ee �a

R 1
0
f(t; �) d� .

Preuve de la Proposition 29. D'apr�es le Corollaire 10, pour s, r

dans ]1;1[ tels que 1=r � 1=s � 1=n0 et b = �1=2 � [s; r], eU(t) 2
Cb(R+ ;L(Ls(
);Xr)). Alors ew 2 Cb(R+� ]0; 1[ ;Xr). Comme [r] + 1+

a+b = 0 et a > �1, on obtient le r�esultat par le th�eor�eme de continuit�e

sous le signe
R
pourvu que b > �1, ce qui s'�ecrit encore 1=s�1=n < 1=r.

Si limt!T�
eu = 0 dans Xp (respectivement ev, Xq), alors

lim
t!T�

ew(t; �) = 0

dans Xr uniform�ement en � sur tout compact de ]0; 1[ . On en d�eduit

facilement que limt!T�
t
[r]�(eu; ev) = 0 dans Xr.

Preuve de la Proposition 30. On va montrer que, pour b =

�n=(2 s) et r, s dans ]1;1[ tels que 1=r � 1=s � 1=n0 et 1=r � 3=n,eU(t) 2 Cb(R+ ;L(Ls(
);
:

Br)). Alors ew 2 Cb(R+� ]0; 1[ ;
:

Br). Comme

1 + a + b = 0 et a > �1, on obtient la proposition par le th�eor�eme

de continuit�e sous le signe
R
pourvu que b > �1, ce qui s'�ecrit encore

1=s < 2=n.

Commen�cons par la borne. Soit c
:
= 1 + [r] et w 2 L

s(
). Par

d�e�nition

sup
t>0

keU(t)w j :Brk = sup
t;�>0

�
c
t
�b kAU(t+ �)Pr � wkr :

D'apr�es le Corollaire 10, kAU(t+ �)Pr � wkr � C (t+�)b�c kwks pour
n
0 � s � r, car 1 + 1=2 + [s; r] = c � b. Or �c t�b (t + �)b�c � 1 pour

b � 0 � c et (t; �) 2 R+ � R+ . On en d�eduit la borne d�es que n=r � 3.

Finissons par la continuit�e, qui d�ecoule de

eU(t+ h)� eU(t) = �U� t
2
+ h

�
� U

�
t

2

��eU� t
2

�
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et de U(t) 2 Cb(R+ ;L(
:

Br)) vu au Lemme 21.

3.1.2. Pour l'unicit�e.

D�e�nition 32. On pose �(u; v)
:
= �(v; u). On note L1

T
(X) les fonc-

tions fortement mesurables born�ees de ]0; T [ dans un espace de Ba-

nach X. On d�e�nit l'espace de Banach F
T

p comme l'ensemble des u

mesurables de ]0; T [ dans Xp tels que

kukFT
p

:
= sup

0<t<T

kt[p] u(t)kp <1 :

On abr�ege B
�n=q+n=p
p1 (A) en Bq

p
, et Bn

p
en B

p
. En�n GT

p

:
= L

1

T
(B
p
).

Proposition 33. �Etant donn�es p; q et r dans ]1;1[ tels que

(3.5)
1

r
� 1

q
� 1

p
� 1

n

il existe C tel que pour tout T 2 ]0; 1[ , les op�erateurs bilin�eaires � et �

sont continus de FTp � L
1

T
(Xq) dans L

1

T
(Bqr) avec une norme major�ee

par C.

D�emonstration. Posons c = 1+ [q; r]. Par d�e�nition de k�(u; v)(t) j
Bqrk, on cherche C tel que pour u 2 FTp , v 2 L1T (Xq) et 0 < t < T < 1,

(3.6)

kU(1)�(u; v)(t)kr + sup
0<�<1

k�cAU(�)�(u; v)(t)kr

� C kukFT
p
kvkL1

T
(Xq) :

Or

k(u
 v)(�)ks � �
a kukFT

p
kvkL1

T
(Xq) ;

avec 1=s = 1=p+ 1=q et a = �[p].
Et

U(1)�(u; v)(t) =

Z
t

0

U(1 + t� �)Pr � (u
 v)(�) d� :

D'apr�es le Corollaire 10, U(#)Pr� est born�e dans L(Ls(
);Xr) pour

# = 1 + t � � 2 ]1; 2[ et s � r. Comme
R
t

0
�
a
d� � 2, on obtient la

premi�ere partie de (3.6).
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Et

�
c
AU(�)�(u; v)(t) =

Z
t

0

�
c
AU(� + t� �)Pr � (u
 v)(�) d� :

D'apr�es le Corollaire 10, #�b U(#)Pr� est born�e dans L(Ls(
);Xr)

avec b = �3=2� [s; r], pour # = � + t� � 2 ]0; 2[ et s � r. Donc

(3.7)

k�cAU(�)�(u; v)(t)kr

� C kukFT
p
kvkL1

T
(Xq)

Z t

0

�
c (� + t� �)b �a d� :

L'int�egrale devient

I =

Z 1

0

�
c (� + 1� �)b �a d�

si on pose � = t �, car a+ b+ c = �1. Si �1 < a < 0 � c, alors

I �
Z 1

0

(1� �)�1�a
�
a
d�

car alors, pour (�; �) 2 R+ � R+ , �
c (� + 1 � �)b (1 � �)1+a < 1. Si

a = 0 < c, alors I < 1=c. Or (3.5) implique a 2 ]� 1=2; 0] et 1=2 � c.

On obtient donc la seconde partie de (3.6).

Corollaire 34. �Etant donn�es p, q et r dans ]0; 1[ tel que

(3.8) 0 <
1

r
� 1

n
<

1

p
� 1

n

il existe C tel que pour tout T 2 [0; 1], les op�erateurs bilin�eaires � et �

sont continus de FT
p
�G

T

r
dans GT

r
avec une norme major�ee par C.

D�emonstration. D'une part Ln1(
) = (Lq(
); Lo(
))�;1 d�es que

(3.9)
1

n
=

1� �

q
+
�

o
:

Quand on se restreint aux champs �a divergence nulle et tangents au

bord, on obtient Xn1 = (Xq; Xo)�;1 (voir [19]). D'autre part, B
r
=

(Bq
r
;Bo

r
)�;1 d'apr�es le th�eor�eme de r�eit�eration. Par ailleurs, pour r < n,
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B
�1+n=r
r1 (
) ,! L

n1(
) par injection de Sobolev et interpolation r�eelle

(voir [30]), et B
r
,! Xr \B�1+n=r

r1 (
) d'apr�es [17, Lemma 4.4]. On en

d�eduit B
r
,! Xn1. En�n, la th�eorie de l'interpolation (voir par exem-

ple [20]) nous enseigne que, pour tout � 2 ]0; 1[ , L1
T
((A0; A1)�;1) =

(L1
T
(A0); L

1

T
(A1))�;1. Donc

(L1
T
(Bq
r
); L1

T
(Bo
r
))�;1 = G

T

r
,! L

1

T
(Xn1) = (L1

T
(Xq); L

1

T
(Xo))�;1 :

On �xe maintenant u 2 F
T

p
, et on consid�ere les op�erateurs lin�eaires

v 7�! �(u; v) et v 7�! �(u; v). On leur applique la Proposition 33 et la

propri�et�e fondamentale de l'interpolation (voir Th�eor�eme 49). Il reste

�a choisir o � q v�eri�ants (3.9) et (3.5), ce qui est possible d'apr�es (3.8)

en prenant q assez proche de n.

3.2. Existence globale �a donn�ee petite.

3.2.1. Point �xes.

Lemme 35. Soit E un espace de Banach, U0 2 E et � : E �E �! E

une application bilin�eaire avec k�(u; v)kE � C kukE kvkE . On note

f : E �! E l'application continue f(u) = U0 ��(u; u).

1) Si kU0kE < (4C)�1, alors l'�equation de point �xe f(u) = u

admet une solution dans la boule ferm�ee de rayon

(2C)�1(1�
p
1� 4C kU0kE ) :

2) L'�equation de point �xe f(u) = u admet au plus une solution

dans la boule ouverte de rayon (2C)�1.

La preuve est �el�ementaire.

Voici maintenant la partie existence globale �a donn�ee petite. Rap-

pelons que u0 2 A s'il existe p 2 ]1;1[ tel que u0 2 W�2
p

(A). Dans ce

cas, on sait faire op�erer U(t) sur u0, et donc exprimer une hypoth�ese

du genre U(t)u0 2 Ep. Comme le point �xe fait intervenir U0 plutôt

que u0, on �enonce le r�esultat en ces termes :

Proposition 36 (Existence). Soit n < p, et u0 2 A tel que U0
:
=

U(t)u0 2 Ep avec

(3.10) kU0kEp < (4C)�1
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o�u C est la norme de l'op�erateur bilin�eaire � : Ep � Ep �! Ep. Alors

il existe une solution u 2 Ep �a l'�equation (2:2) qui est unique dans la

boule de cet espace de rayon (2C)�1. De plus kukEp � 2 kU0kEp .
Pour T� = 0 ou 1, si U0 2 Ep;0(T�) alors u 2 Ep;0(T�).

La preuve est une application imm�ediate du lemme pr�ec�edent et

de la continuit�e de l'op�erateur bilin�eaire �enonc�e dans la Proposition 29.

Ajoutons seulement que p > n � 3 implique 2=p < 2=n � 1=n0. Et que

pour x � (4C)�1, (2C)�1 (1�
p
1� 4C x ) � 2x.

Remarque 37. Le Lemme 39 ci-dessous permettra de transf�erer l'hy-

poth�ese de petitesse de kU0kEp �a ku0 j
:

Bpk. Mais il n'est pas compl�e-

tement vain de garder �a l'esprit que, plus que u0, c'est U0 qui est

r�eellement la donn�ee du probl�eme. Si on �etudiait par exemple l'�equation

de Navier-Stokes avec un terme de force (un f au second membre de

(2.1)), on s'arrangerait pour le faire rentrer dans U0. Il resterait ensuite

�a trouver des conditions sur f su�santes pour que le U0 ainsi d�etermin�e

v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme.

On va maintenant exploiter plus largement la Proposition 29 pour

obtenir des renseignements suppl�ementaires sur la solution. Il s'agit de

r�esultats de r�egularit�e, qui rappellent ceux de l'�equation de la chaleur.

Proposition 38 (R�egularit�e). Soit n < p, et u0 2 A tel que U0
:
=

U(t)u0 2 Ep. Alors U0 2 Es pour p � s.

Si de plus u 2 Ep est une solution de l'�equation (2:2) alors u 2 Es
pour p � s et u� U0 2 Es pour p=2 � s.

Si de plus U0 2 Eq pour un q 2 [n; p[, alors u et U0 sont dans Es
pour q � s, et u� U0 2 Es pour q=2 � s.

Pour T� = 0 ou 1, tout ceci est encore valable quand on remplace

les espaces E? par leur variante E?;0(T�).

D�emonstration. On remarque que n � 3 entrâ�ne 2=n � 1=n0.

Tout d'abord, on constate que si U0 2 Ep, alors U0 2 Es pour

1=s 2 ]0; 1=p], par l'estimation Lp-Ls du semi-groupe (1.6).

Ensuite, comme n < p, on v�eri�e 2=p < 2=n � 1=n0, et donc

u 2 Ep implique d'apr�es la Proposition 29 que �(u; u) 2 Er pour

1=r 2 ] maxf0; 2=p � 1=ng; 2=p], donc u = U0 + �(u; u) 2 Es pour

1=s 2 ] maxf0; 2=p� 1=ng; 1=p]. On montre ensuite par r�ecurrence sur

k que pour tout k l'assertion : \u 2 Es pour tout s v�eri�ant 1=s 2
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maxf0; 2k=p�(2k�1)=ng; 1=p]" est vraie. En e�et pour k = 1, on vient

de le voir. Et pour passer de k �a k+1, on �ecrit encore u = U0+�(u; u)

et on applique �a nouveau la Proposition 29. Voir sur la Figure 1 la


�eche issue de 1=p1. Chaque segment vertical de la 
�eche repr�esente

l'intervalle des valeurs de 1=s qu'on ajoute �a chaque it�eration. Le fait

que u � U0 2 Es pour 1=s 2 [1=p; 2=p] d�ecoule de l'assertion d�ej�a

d�emontr�ee \�(u; u) 2 Er pour 1=r 2 ] max f0; 2=p � 1=ng; 2=p]". Les

autres valeurs de s s'obtiennent en consid�erant u et U0 s�epar�ement.

1
p

1
s

1
n

1
2n

1
p2

1
q

1
p1

1
n

1
s = 2

p
1
s = 2

p − 1
n

1

Figure 1. Propri�et�es suppl�ementaires.

On utilise le même argument pour les valeurs de s plus petites que

p, avec l'hypoth�ese que U0 2 Eq et n � q < p. Si U0 2 Eq alors, par

l'estimation Lq-Ls du semi-groupe (1.6), U0 2 Es pour 1=s 2 ]0; 1=q].
On a d�ej�a dit que u 2 Ep et 1=p < 1=n impliquent �(u; u) 2 Er pour

1=r 2 ] maxf0; 2=p � 1=ng; 2=p]. Donc u = U0 + �(u; u) 2 Es pour

1=s 2 [1=p;minf2=p; 1=qg]. On montre ensuite par r�ecurrence sur k

que, pour tout k v�eri�ant la condition 2k=p � 2=q, l'assertion : \u 2 Es
pour tout s v�eri�ant 1=s 2 [1=p;minf2k=p; 1=qg]" est vraie. Pour k = 1,

la condition est v�eri��ee puisque q < p, et l'assertion est vraie comme on

vient de le voir. Pour passer de k �a k+1, on note que l'assertion au rang

k implique u 2 Es pour 1=p � 1=s � min f2k=p; 1=qg. La condition au

rang k + 1 implique alors 1=s � 2k=p puis 2=s � 2=q � 1=n0, car

n � q. On peut donc appliquer �a nouveau la Proposition 29. Quand

la r�ecurrence s'arrête, on obtient k = K tel que l'assertion soit vraie

au rang K et 2K=p > 1=q, donc u 2 Es pour 1=s 2 [1=p; 1=q]. Comme

2=q � 1=n0, on applique une derni�ere fois la Proposition 29 qui donne

�(u; u) 2 Es pour 1=s 2 [1=p; 2=q]. Voir sur la Figure 1 la 
�eche issue

de 1=p2.
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3.2.2. Preuve des th�eor�emes d'existence.

Lemme 39. Soit u0 2 Xn. Alors

1) U(t)u0 2 Ep pour n � p, avec kU(t)u0kEp � C ku0kn.

2) u0 2
:

Bp pour n � p avec ku0 j
:

Bpk � C ku0kn.

3) lim
t!0

t
[p] kU(t)u0kp = 0 pour n < p, autrement dit U(t)u0 2

Ep;0(0).

D�emonstration. La premi�ere assertion d�ecoule des in�egalit�es Ln-Lp.

La seconde assertion est une cons�equence des in�egalit�es Ln-Lp, de

l'estimation uniforme de t AU(t) sur Xn et de la d�e�nition de _Bsp1(A)

par (1.14).

La derni�ere assertion s'obtient par un raisonnement classique : si

u0 2W 2
n
(A), alors k(U(")� Id)u0kn � " kAu0kn. Donc

t
[p] k(U(t+ ")� U(t))u0kp � t

[p]kU(t) (U(")� Id)u0kp
� C k(U(")� Id)u0kn � C " kAu0kn

donc t[p] k(U(t+ ")� U(t))u0kp �! 0 quand " �! 0, uniform�ement

par rapport �a t. D'autre part,

t
[p] kU(t+ ")u0kp �

�
t

t+ "

�[p]
ku0kn :

Pour tout " > 0 cela tend vers 0 quand t �! 0, car [p] > 0 pour p > n.

En additionnant, limt!0 t
[p] kU(t)u0kp = 0 pour tout u0 2 W 2

n
(A). Or

t
[p]
U(t) est born�e dans L(Xn; Xp), et W

2
n(A) est dense dans Xn. Donc

la convergence a lieu pour tout u0 2 Xn.

D�emonstration du Th�eor�eme 23. Soit u0 2 Xn. D'apr�es le Lemme

39, U0 2 Eq pour q � n et U0 2 Eq;0(0) pour q > n. De plus on dispose

de p > n tel que

ku0 j
:

Bpk ' sup
t>0

t
[p] kU0kp = kU0kEp � �(p)

:
= (4Cp)

�1

o�u l'�equivalence des normes vient du Lemme 19 et o�u Cp est la constante

de continuit�e de � : Ep � Ep �! Ep fournie par la Proposition 29.

D'apr�es la Proposition 36, il existe une solution u 2 Ep;0(0) de (2.2),
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et kukEp � 2 kU0kEp . C'est l'unique solution dans la boule de Ep de

rayon 2 �(p).

La Proposition 38 assure que u 2 Eq pour q � n et u 2 Eq;0(0)

pour q > n. On en d�eduit que �(u; u) 2 En;0. Comme par ailleurs

on sait que limt!0 U0 = u0 dans Xn, on a bien u 2 Cb(R+; Xn) et

u(0) = u0.

D�emonstration du Th�eor�eme 25. Soit u0 2
:

Br et r > n. Par la

Proposition 38 et le Lemme 19, U0 = U(t)u0 2 Eq pour q � r. De plus

on dispose comme ci-dessus de p � r tel que

ku0 j
:

Bpk ' sup
t>0

t
[p] kU0kp = kU0kEp � �(p)

:
= (4Cp)

�1
:

Donc il existe une solution u 2 Ep de l'�equation (2.2), unique dans la

boule de Ep de rayon 2 �(p), et kukEp � 2 kU0kEp .
La Proposition 38 assure que u 2 Eq pour q � r. D'apr�es les

propositions 30 et 28, �(u; u) 2 Cb(R+ ;
:

Br) et �(u; u)(t) �! 0 dans

W
�2
r (A) quand t �! 0. Or U0 2 Cb(R+ ;

:

Br) et U0 �! u0 dans

W
�2
r

(A) quand t �! 0, d'apr�es le Lemme 21. Donc u aussi.

3.2.3. Quand t �!1.

Ayant des solutions globales, on s'int�eresse �a leur comportement

quand t tend vers l'in�ni. Nous avons introduit les espaces Ep;0(1)

dans ce but. Comme [28] dans le cas de R3 , nous montrons que deux

solutions ont le même comportement �a l'in�ni s'il en va de même de

leurs parties lin�eaires.

Th�eor�eme 40. Soit n < p, et u1, u2 deux solutions dans Ep de

l'�equation de point �xe

u
1 = U

1
0 ��(u1; u1) ; u

2 = U
2
0 ��(u2; u2) :

�Etant donn�e n � q, on suppose que ku1kEp + ku2kEp < C
�1 o�u C est

la constante de continuit�e de � de Ep � Eq o�u Eq � Ep dans Eq. Si

U
2
0 � U

1
0 2 Eq;0(1) alors u2 � u

1 2 Eq;0(1).

D�emonstration. Notons w = u
2 � u

1 et W0 = U
2
0 � U

1
0 . Alors

w =W0 ��(w; u2)��(u1; w). Cette �equation de point �xe w = g(w)
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a un sens dans Eq d�es que W0 2 Eq et � est continu de Ep � Eq

et Eq � Ep dans Eq. Elle admet une solution unique puisque g est

a�ne et contractante de rapport k = C (ku1kEp + ku2kEp) < 1. w

est n�ecessairement la limite dans Eq de la suite d�e�nie par w0 = W0,

wi+1 = g(wi). On montre alors par r�ecurrence que wi 2 Eq;0(1) d�es

que W0 2 Eq;0(1), grâce �a la Proposition 29. Il s'ensuit que w 2
Eq;0(1).

3.3. Unicit�e des solutions locales C(Xn).

Lemme 41. Soit u0 2 Xn et U0
:
= U(t)u0. Soit u1 et u2 dans

C([0; T [;Xn), solutions de l'�equation (2:2). Alors il existe " > 0 tel

que u1 = u
2 sur [0; "] \ [0; T [ .

D�emonstration. La di��erence w
:
= u

2 � u
1 des deux solutions de

(2.2) v�eri�e, au moins formellement,

w = �(u1; u1)��(u2; u2)

= ��(w; u1 � U0)��(u2 � U0; w)��(w;U0)��(U0; w) :

Par le Corollaire 34, on sait que � est bilin�eaire continu de G"
r
� F

"

p

et F "p � G
"

r dans G"r, pour r et p v�eri�ant (3.8), avec une norme

ind�ependante de " � 1. Fixons p et r tels que 0 < 1=r � 1=n < 1=p <

1=n. On a alors

kwkG"
r
� C kwkG"

r
(2 kU0kF "

p
+ ku1 � U0kF "

n
+ ku2 � U0kF "

n
) :

Le premier terme dans la parenth�ese tend vers 0 quand " �! 0, d'apr�es

le Lemme 39. Les deux autres termes tendent aussi vers 0 car ui et U0

sont continues �a valeurs dans Xn et �egales en 0. Pour " assez petit,

kwkG"
r
< kwkG"

r
et donc w = 0 sur [0; "].

D�emonstration du Th�eor�eme 26. Soit J
:
= ft 2 [0; T [ : u

1 =

u
2 sur [0; t]g. Par continuit�e des fonctions ui, J est ferm�e. Pour tout

T
0 2 [0; T [ , eui : t 7�! u

i(T 0 + t) appartient �a C([0; T � T
0[ ;Xn), et

r�esout l'�equation (2.2) pour la donn�ee initiale eui0 = u
i(T 0). Le lemme

appliqu�e �a eui assure que J est ouvert. Or 0 2 J car u1(0) = u0 = u
2(0),

donc J = [0; T [.
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4. L'exemple.

Il s'agit de d�emontrer le Lemme 24 en exhibant un exemple de

suite uk. Comme dans [4], nous allons montrer deux points. D'une

part que le produit de u0 par une suite wk tr�es oscillante tend vers 0

dans un espace de Besov homog�ene d'indice n�egatif. D'autre part qu'en

choisissant convenablement wk, le produit ne tend pas vers 0 en norme

L
p. Plus pr�ecis�ement, voici les �enonc�es qui tiennent compte du fait que

le produit u0 w
k n'est pas en g�en�eral dans Xn :

Proposition 42. Soit u0 2 L
n(
) et fwk : k 2 Ng � L

1(
) une

suite born�ee qui tend faiblement vers 0. Alors pour n < p

lim
k!1

sup
t>0

t
[p] kU(t)P (u0wk)kp = 0 :

Proposition 43. Soit u0 2 L
n(
) et wk(x) = �(x) exp (i k � � x), o�u

� 2 C
1(
) est nulle au voisinage de @
 et vaut 1 au voisinage de 1

et � 2 R
n avec j�j = 1. Si k�u0kp > 0 alors on peut choisir � de sorte

que

lim inf
k2N

kP (u0wk)kp > 0 :

4.1. Convergence dans un espace de Besov d'indice n�egatif.

La preuve de la Proposition 42 consiste �a se ramener au

Lemme 44. Soit u1 2 C
1

0 (
) et fwkg comme dans l'�enonc�e de la

proposition. Soit K un compact de C n ]�1; 0]. Pour tout � 2 K,

lim
k!1

k(�+ A)�1
P (u1w

k)kp = 0 :

Preuve que le Lemme 44 implique la Proposition 42. Fixons

" > 0. On peut toujours �ecrire u0 = u1 + u2 avec u1 2 C
1

0 (
) et

ku2kn < ", et donc, d'apr�es (1.6),

sup
k2N

sup
t>0

t
[p] kU(t)P (u2wk)kp � C sup

k2N

kP (u2wk)kn � C " :

Pour u1, on dit d'abord qu'il existe T" tel que

sup
k2N

sup
t=2[T�1" ;T"]

t
[p] kU(t)P (u1wk)kp � C " :
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En e�et, pour t < T
�1
"

, on invoque que u1 appartient �a L
p(
), donc la

suite des P (u1w
k) est born�ee dans Xp. Comme le semi-groupe U(t) est

born�e sur cet espace, il ne reste plus qu'�a majorer t[p]. Or pour p > n,

on sait que [p] > 0. Pour t > T", on tient le même raisonnement en

partant de u1 2 L
q(
), en choisissant q < n. Notons simplement que

[p]� [q; p] = [q] < 0.

Sur l'intervalle compact [T�1
"
; T"] les fonctions

t 7�! t
[p] kU(t)P (u1wk)kp

sont uniform�ement �equicontinues. En e�et on sait qu'il existe des con-

stantes telles que

@tU(t)u = �AU(t)u et sup
t>0

ktAU(t)ukp � C kukp ;

pour tout u 2 Xp,

sup
t>0

kt1+[p]
AU(t)ukp � C kukn ;

pour tout u 2 Xn. En appliquant ceci �a u = u1w
k, on obtient

sup
k2N

k@t(t[p]U(t)P (u1wk))kp � C t
�1 ku1kn ;

pour tout t 2 [T�1
" ; T"]. La norme k � kp est une application lipschitzi-

enne. On en d�eduit l'�equicontinuit�e uniforme des fonctions

t
[p] kU(t)P (u1wk)kp :

D'apr�es l'une des versions du th�eor�eme d'Ascoli, une suite �equicontinue

de fonctions qui converge simplement converge uniform�ement sur tout

compact. Il nous su�t donc de v�eri�er que pour tout t 2 [T�1
"
; T"],

lim
k!1

kU(t)P (u1wk)kp = 0 :

On �xe donc maintenant t dans cet intervalle.

Il est plus facile de contrôler l'in
uence du bord @
 sur la r�esolvan-

te. On �ecrit donc le semi-groupe �a l'aide de l'int�egrale de Dunford sur le

contour � = ��, qui est le bord dans C n ] �1; 0] de l'ouvert contenant
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les � tels que �� � < j arg(�)j < � ou j�j < � (o�u on a �x�e un � tel que

�=2 < � � � < �)

(4.1)

U(t)u =
1

2 i �

Z
�

e
t� (�+ A)�1

u d�

=
1

2 i �

Z
�

e
�
t
�1 (t�1

�+ A)�1
u d� :

La seconde �egalit�e vient du changement de variable t� 7�! �. On

peut conserver le même contour � d'int�egration grâce au th�eor�eme de

Cauchy. On sait grâce l'estimation (1.4) sur la r�esolvante que

sup
k2N

k(�+ A)�1
P (u1w

k)kp � C j�j�1 ku1kp :

Il existe donc R" tel qu'en notant B" la boule ferm�ee dans C de rayon

R", on ait

sup
k2N




 1

2 i �

Z
�nB"

e
�
t
�1 (t�1

�+ A)�1
P (u1w

k) d�




p

� C " :

Appelons K le compact de C n ]�1; 0] que d�ecrit t�1
� quand t varie

dans [T�1
" ; T"] et � varie dans �\B". Grâce au th�eor�eme de convergence

domin�ee appliqu�ee �a l'int�egrale sur �\B", il nous su�t donc de montrer

que pour tout � 2 K,

lim
k!1

k(�+ A)�1
P (�1w

k)kp = 0 :

Nous d�ecomposons la d�emonstration du Lemme 44 en trois �etapes qui

s'enchâ�nent naturellement.

Lemme 45 (Premi�ere �etape). Soit u1 2 C
1

0 (
) et fwkg une suite

born�ee dans L1(
) qui tend vers 0 pour la topologie ?-faible. Alors

f
k = P (u1w

k) est born�ee dans Xp, tend faiblement vers 0, et est uni-

form�ement p-int�egrable �a l'in�ni : pour tout " il existe R" tel que pour

tout k 2 N

(4.2) kfkkp;
nB"
< "

o�u B" est la boule ferm�ee de rayon R".
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D�emonstration. La borne dans Xp et la convergence faible viennent

de la continuit�e (forte et donc aussi faible) de P .

Soit K 0 un compact de 
 contenant le support de u1. Pour tout u

dans Lp(K 0) �etendu �a 
 par 0 hors de K 0, on sait que (1� P )u = rp
o�u p est l'unique solution du probl�eme de Laplace-Neumann

(4.3) �p = r � u ; 
1p = 0 ; rp 2 Lp(
) :

En e�et, d'apr�es la d�ecomposition de Helmholtz (1.1), il existe un p

dans L
p

loc(
), unique �a une constante pr�es, tel que (1 � P )u = rp.
Ceci implique que p v�eri�e �p = r � u et 
1p = 0, puisque le support

de u ne rencontre pas @
. L'unicit�e de p sous la condition rp 2 Lp(
)
vient de [25, Lemma 1.4]. Soit B une boule de rayon R si grand que

(K 0 [ @
) � (1=2)B. Il est clair que p et donc rp sont harmoniques

sur 
 n B. D'apr�es le Th�eor�eme 50 de repr�esentation des fonctions

harmoniques, on peut d�evelopper p en s�erie de Laurent

p(x) =

1X
j=0

jxj2�n�2j
Hj(x) +

1X
j=0

H
0

j(x)

o�u Hj et H
0

j
sont des polynômes harmoniques homog�enes de degr�e j. La

premi�ere s�erie converge uniform�ement sur 
 nB, tandis que la seconde
converge uniform�ement sur les couronnes Br nB pour tout r � R, avec

Br la boule de rayon r. La s�erie est d�erivable terme �a terme

rp(x) =
1X
j=0

r(jxj2�n�2j
Hj(x)) +

1X
j=0

rH 0

j
(x) :

Le terme rH 0

0 est nul, et comme on sait que rp 2 L
p(
), n�ec�essaire-

ment H 0

j
(x) = 0 pour j > 0. Dans la premi�ere s�erie, le terme d'indice j

est en O(jxj1�n�j), et le terme d'indice 0 est exactement cnH0 jxj�nx.
Par ailleurs le th�eor�eme de Stokes implique, pour tout r � R,Z

@Br


1p =

Z

\Br

r � u�
Z
@



1p =

Z
@
[@Br


� u = 0 :

Si on remplace p par la s�erie dans l'int�egrale, quand on fait tendre r

vers l'in�ni, on voit que n�ecessairement H0(x) = 0. On obtient rp(x) =
O(jxj�n) quand x �!1. Notons H l'espace des champs harmoniques

sur 
 nB, continus sur 
 nB et telles que

kukH :
= sup
x2
nB

jxjn ju(x)j <1 :
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Il est imm�ediat que H muni de kukH est un espace de Banach. On

consid�ere l'op�erateur lin�eaire Q de Lp(K 0) dans H qui associe �a u la

restriction �a 
 n B de u � Pu = rp. Nous a�rmons que Q est un

op�erateur ferm�e. En e�et soit uk �! u dans Lp(K 0) et Quk �! v

dans H. Ceci implique en particulier que Quk �! v dans Lp(
 n B).
Par ailleurs, la continuit�e de 1�P sur Lp(
) implique que Quk �! Qu

dans Lp(
 nB). Donc v = Qu. Par le th�eor�eme du graphe ferm�e, on a

donc une constante C telle que pour tout u 2 Lp(K 0),

kQukH � C kukp;K0 :

Revenons �a fk = P (u1w
k) = u1w

k � (1� P ) (u1w
k). On voit que

sup
x2
nB

jxjn jfk(x)j � C ku1kp;K0 :

Cela implique bien que fk est uniform�ement p-int�egrable �a l'in�ni.

Avant d'�enoncer le deuxi�eme point, rappelons que eE� a �et�e d�e�ni

�a la Section 1.2.1 pour � 2 C n ]�1; 0], comme l'op�erateur de con-

volution par le potentiel volume ee�, transform�ee de Fourier inverse de
(�+ j�j2)�1.

Lemme 46 (Deuxi�eme �etape). Soit � 2 K et fk une suite born�ee

dans Xp, qui tend faiblement vers 0 et est uniform�ement p-int�egrable

�a l'in�ni (i.e. v�eri�e (4:2)). On note ef k l'extension de fk par 0 hors

de 
, et euk = eE� ef k. Alors euk est born�ee dans W 1
p
(Rn), �a divergence

nulle, et tend vers 0 dans Lp(Rn).

D�emonstration. Il est imm�ediat que ef k = e
f
k est born�ee dans

L
p(Rn), et on a d�ej�a vu que r � ef k = 0. Par le th�eor�eme Mihlin, on

en d�eduit que euk est born�ee dans W 1
p (R

n) et �a divergence nulle. Soit

�
R
= �(x=R) avec � une fonction r�eguli�ere �egale �a 1 sur la boule de

rayon 1 et nulle hors de la boule de rayon 2. Quel que soit R > 0, la suite

�
2R
euk est donc compacte dans Lp(Rn ), d'apr�es l'injection de Sobolev.

Soit � dans C10 (Rn). eE� �etant continu sur Lp(Rn ), la convergence

faible suppos�ee de fk implique que euk converge faiblement vers 0 dans

L
p(Rn), de même que �

2R
euk. Par compacit�e, �

2R
euk tend fortement

vers 0.

Si jxj > 2R, alors

(�
R
ee� � ef k)(x) = (�

R
ee� � (1� �

R=2
) ef k)(x) :
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Donc, d'apr�es (4.2), pour tout " il existe R" tel que pour tout R > R"

et tout k 2 N ,

k(1� �
2R

) (�
R
ee� � ef k)kp � C k(1� �

R=2
) ef kkp < " :

D'un autre côt�e, comme � 7�! @
�

�
(� + j�j2)�1 est L1(Rn) pour j�j =

n+ 2, il existe C tel que

j(1� �R) ee�(x)j � C hRi�1hxi�n�1
; k(1� �R) ee�k1 � C hRi�1

;

et donc, quitte �a augmenter R", pour tout R > R" et tout k 2 N ,

k(1� �
2R
) ((1� �

R
) ee� � ef k)kp � C hRi�1 k ef kkp < " :

Finalement on a montr�e que

lim
R!1

sup
k2N

k(1� �
2R
) eukkp = 0 ;

ce qui implique que euk tend vers 0 en norme Lp.

Avant d'�enoncer la troisi�eme �etape, rappelons la d�ecomposition de

la r�esolvante vue �a la Section 1.2.1. Soit f 2 Xp. On note ef = e
f eteu = eE� ef . Alors on peut �ecrire

(�+ A)�1
f = u� + u� = (1� V�
0)P r
eu ;

u� = P r
eu = P� r
 eu = (1�rN
�) r
eu ;
u� = �V� 
0 u� ; 
0 u� = 
0 r
 eu� (
0rN) 
� r
 eu ;

o�u V� est l'op�erateur solution du probl�eme de Stokes tangentiel (1.3).

Lemme 47 (Troisi�eme �etape). Soit euk une suite born�ee dans W 1
p
(Rn ),

�a divergence nulle, et qui tend vers 0 dans Lp(Rn ). Alors uk = (1 �
V�
0)P r
 euk tend vers 0 dans Lp(
).

D�emonstration. Il est clair que l'hypoth�ese implique r
 euk tend vers

0 dans Lp. Comme P est continu sur Lp(
), la conclusion s'�etend �a

u
k

� = P r
 euk. La borne sur reuk dans Lp(Rn) et l'in�egalit�e de trace

k
0 r
 eukp;@
 � C keuk1�1=p
p;Rn

kreuk1=p
p;Rn
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montrent que 
0 r
 euk tend vers 0 dans Lp(@
). D'apr�es [9, Lemma 2.3],


0rN est un op�erateur continu sur cet espace, donc  k = �
0 uk� =

(1� 
0rN ��) 
0 r
 euk tend encore vers 0 dans cet espace. Finalement

la continuit�e de V� de Lp(@
) dans Lp(
) implique que uk
�
= V�  

k

tend vers 0.

R�esumons la preuve du Lemme 44. On �ecrit (�+A)�1
P (u1w

k) =

u
k avec

u
k = (1� V� 
0)P r
 euk ;euk = eE� ef k ; ef k = e
f

k
;

f
k = P (u1w

k) ;

et on applique successivement les lemmes 45, 46 et 47.

4.2. Non convergence vers 0 dans un espace de Lebesgue.

Nous donnons maintenant la preuve de la Proposition 43.

Rappelons tout d'abord un r�esultat de [4]. On se place sur Rn .

On note eP l'op�erateur de projection sur les champs �a divergence nulle.

C'est le multiplicateur de Fourier associ�e �a la fonction

eP (�) = �1� � 
 �

j�j2
�
;

r�eguli�ere hors de 0 et homog�ene de degr�e 0. Soit eu 2 L
p(Rn ) pour

1 < p <1, et ewk = e
ik��x avec j�j = 1. Alors

lim
k!1

k eP (eu ewk)� ewk eP (�) eukp = 0 :

Revenons �a la situation de la Proposition 43, u0w
k = u0 � exp (i k � �x).

On peut consid�erer eu = u0 � comme un fonction dans Ln(Rn). eP (�) eu
vaut alors � eP (�)u0. On obtient

lim
k!1

k eP (u0wk)� w
k eP (�)u0kp = 0 :

Comme j exp (i k � � x)j = 1, on sait que kwk eP (�)u0kp = k� eP (�)u0kp,
qui ne d�epend pas de k et qu'on peut supposer être non nul en choisis-

sant bien �, puisque par hypoth�ese k�u0kp > 0. On en d�eduit, d'apr�es

(4.5), que kr
 eP (u0wk)kp ne tend pas vers 0.
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Soit V@
 un voisinage de @
, compact dans Rn et qui ne rencontre

pas le support de �. Il est clair que la restriction de � eP (�)u0 �a V@

est nulle, ce qui implique k� eP (�)u0kp;V@
 = 0. D'apr�es (4.5), on en

d�eduit que kr
 eP (u0wk)kp;V@
\
 tend vers 0. Ceci va nous permettre

de passer de r
 eP (u0wk) �a P (u0wk).
En e�et pour un champ f 2 Lp(
) �a divergence nulle, on a d�ej�a vu

que Pf = P�f = (1�rN
�)f . Et on a d�ej�a vu que 
� est continu de

l'ensemble des champs �a divergence nulle de Lp(
) dans W
�1=p
p (@
). Il

est clair que 
�u ne d�epend que de la restriction de u �a un voisinage de

@
, donc en fait 
� est continu de l'ensemble des champs �a divergence

nulle de Lp(V@
 \
) dans W
�1=p
p (@
). Donc 
� r
 eP (u0wk) tend vers

0 dans W
�1=p
p (@
). Comme en fait il s'agit de la trace normale sur

@
 d'une fonction �a divergence nulle sur Rn tout entier, le th�eor�eme de

Stokes implique que son int�egrale sur @
 est nulle.

Ensuite rN est continu de l'ensemble de fonctions W
�1=p
p (@
)

d'int�egrale �egale �a 0 dans Lp(
). Cela montre que rN
� r
 eP (u0wk)
tend vers 0 dans Lp(
). En�n,

lim inf
k!1

kr
 eP (u0wk)kp > 0

et

lim
k!1

krN
� r
 eP (u0 wk)kp = 0

impliquent que P (u0w
k) = (1�rN
�) r
 eP (u0wk) ne tend pas vers 0

dans Xn.

A. Interpolation r�eelle.

Rappelons deux caract�erisations des espaces d'interpolation r�eelle.

Proposition 48. Soit (Ai; k � ki), i = 0, 1, deux espaces de Banach

qui s'injecte continûment chacun dans un espace vectoriel topologique

s�epar�e A. Soit q 2 [1;1] et � 2 ]0; 1[ . Les deux d�e�nitions suivantes

d�e�nissent le même espace de Banach avec des normes �equivalentes.

1) Soit �i deux nombres r�eels tels que �0 �1 < 0 et (1��) �0+� �1 =
0. On consid�ere l'ensemble des �el�ements u 2 A0 + A1 qui s'�ecrivent

(A.1) u =

Z
1

0

u(t)
dt

t
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o�u l'int�egrale converge dans A et o�u u(t) est une fonction de R+ dans

A0 \A1 v�eri�ant

(A.2) kt�0ku(t)k0kq� + kt�1ku(t)k1kq� <1 :

La norme de u est la borne inf�erieure de l'ensemble des quantit�es (A.2)

pour toutes les fonctions u(t) r�ealisant (A.1).

2) Soient �i deux nombres r�eels tels que �0 �1 < 0 et (1 � �) �0 +

� �1 = 0. On consid�ere l'ensemble des �el�ements u 2 A0 + A1 qui

s'�ecrivent

(A.3) u = u0(t) + u1(t) ; pour tout t > 0 ;

o�u ui(t) est une fonction de R+ dans Ai et

kt�0 ku0(t)k0kq� + kt�1 ku1(t)k1kq� <1 :

La norme de u est la borne inf�erieure de l'ensemble des quantit�es (A.4)

pour tous les couples de fonctions (u0(t); u1(t)) r�ealisant (A.3).

On note (A0; A1)�;q cet espace.

Pour la d�emonstration de cette proposition, d'autres d�e�nitions

de ces espaces et l'�etude de leurs propri�et�es, nous renvoyons aux ou-

vrages tels que [1] ou [29], tr�es complets avec de nombreuses r�ef�erences

historiques.

L'int�erêt principal de l'interpolation pour les �equations aux d�eri-

v�ees partielles r�eside dans la propri�et�e suivante :

Th�eor�eme 49. Soit (Ai; k � ki), i = 0, 1, deux espaces de Banach

qui s'injectent continûment chacun dans un espace vectoriel topologique

s�epar�e A. De même (Bi; k � ki) et B.
Soit T un op�erateur lin�eaire de A0+A1 dans B0+B1, continu de

A0 dans B0 et de A1 dans B1.

Alors, pour tout � 2 ]0; 1[ et q 2 [1;1], T est continu de (A0; A1)�;q
dans (B0; B1)�;q et

kTkL((A0;A1)�;q;(B0;B1)�;q) � kTk1��
L(A0;B0)

kTk�
L(A1;B1)

:
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B. �El�ements de th�eorie du potentiel.

Soit 
 � R
n un ouvert �a bord @
 lisse. Rappelons que 
0 est

l'op�erateur de trace au bord relatif �a 
 : si u est continu sur 
, 
0u(x)

est la limite de u(y) quand y 2 
 tend vers x 2 @
. On oriente le bord

@
 �a l'aide du vecteur normal unitaire � rentrant. Les op�erateurs de

trace au bord 
� et 
1 sont d�e�nis en cons�equence, avec en particulier


1 = � � 
0r = 
�r. Les formules de Stokes et Green s'�ecrivent donc

Z



�r � u =
Z

� u ;(B.1)

Z



(u (��v)� (��u) v) =
Z
@


(
0 u 
1v � 
1u 
0 v) :(B.2)

On note 
0 l'ouvert tel que Rn = 
[@
[
0. On note 
00 l'op�erateur de
trace de 
 0 sur @
0 = @
. Il s'agit de la limite de u(y) quand y, dans


0, tend vers x 2 @
. De même, on d�e�nit 
0
�
= � � 
00 et 
01 = 


0

�
r.

Notons que ces deux op�erateurs sont les oppos�es des op�erateurs 
� et


1 relatifs �a 

0.

On note E(x) = cn jxj2�n la solution fondamentale de l'�equation

de Laplace en dimension n � 3 : ��E = �, avec � la masse de Dirac en

0. On note Gx la fonction de Green associ�ee qui �a y fait correspondre

Gx(y) = E(x� y).

Dans la suite de cette section, on convient que rGx d�esigne le

gradient de la fonction de Green par rapport �a sa deuxi�eme variable.

De même pour la trace 
0Gx : c'est la seconde variable qu'on astreint

�a rester sur @
. Pour noter qu'une d�eriv�ee ou une trace se rapporte

�a la premi�ere variable, on ajoutera un indice : r(x)Gx, 
0(x)Gx. En

particulier ��(x)Gx = ��Gx = �x o�u �x est la masse de Dirac au

point x, et

(B.3) 
1Gx(y) = ��(y) �rE(x�y) = �(y) �rE(y�x) = 
1(y)Gy(x) :

B.1. Potentiels simple couche et double couche.

Soit u une fonction C
1 au voisinage d'un ouvert born�e 
. On

suppose de plus que u est harmonique, c'est-�a-dire qu'elle v�eri�e �u =
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0. Alors en rempla�cant v par Gx dans la formule de Green (B.2), on

obtient

(B.4) u(x) =

Z
@


(
0 u 
1Gx � 
1 u 
0Gx) :

Inversement, donnons-nous un ouvert r�egulier 
 et une fonction  dans

C
1

c (@
). On d�e�nit les potentiels simple couche V
(I)
 

et double couche

V
(II)
 

par

V
(I)
 

=

Z
@


 
0Gx ; V
(II)
 

=

Z
@


 
1Gx :

La th�eorie classique du potentiel dit que les restrictions �a 
 (respective-

ment 
0) de ces deux potentiels sont des fonctions C1 jusqu'au bord

de chacun de ces ouverts.

Le potentiel simple couche est continu �a travers la surface, mais

pas sa d�eriv�ee normale au bord. Elle est donn�ee par la formule

(B.6)


1 V
(I)
 

(x) = �1

2
 (x) +

Z
@


 
1(x)Gx ;



0

1 V
(I)
 

(x) = +
1

2
 (x) +

Z
@


 
1(x)Gx :

L'int�egrale au second membre est une int�egrale impropre. On sait que

r(x)Gx(y) = cn (2� n) jx� yj1�n x� y

jx� yj

est homog�ene de degr�e 1 � n en x � y �a x �x�e. Mais si x et y sont

astreints �a rester sur @
, quand y tend vers x, (x � y)=jx � yj tend
vers le plan tangent �a x, orthogonal �a �(x). Et donc 
1(x)Gx(y) est en

O(jx� yj2�n). Comme @
 est de dimension n� 1, l'int�egrale impropre

est convergente.

Le potentiel double couche n'est pas continu au travers de la surface

@
. Ses traces int�erieure et ext�erieure sont donn�ees par

(B.7)


0 V
(II)
 

(x) = +
1

2
 (x) +

Z
@


 
1Gx ;



0

0 V
(II)
 

(x) = �1

2
 (x) +

Z
@


 
1Gx :
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Même remarque sur l'int�egrale singuli�ere au second membre.

Pour le cas de la dimension d'espace n = 3, on trouvera ces formules

et d'autres encore dans [23].

B.2. D�ecomposition en s�erie de Laurent.

Voici l'�equivalent pour les fonctions harmoniques dans Rn de la

d�ecomposition en s�erie de Laurent pour les fonctions holomorphes dans

C .

Th�eor�eme 50. Soit u 2 D0(C) une distribution sur la couronne C
d�e�nie par fx 2 R

n : r < jxj < Rg. Si �u = 0 (on dit que u est

harmonique) alors on peut repr�esenter u par un unique d�eveloppement

en s�eries de Laurent

(B.8) u(x) =
X
j2N

H
0

j(x) +
X
j2N

jxj�2j+2�n
Hj(x)

o�u H
0

j
et Hj sont des polynômes harmoniques homog�enes de degr�e

j. La premi�ere (respectivement la seconde) s�erie converge, ainsi que

toutes ses d�eriv�ees, uniform�ement sur les boules de rayon inf�erieur �a R

(respectivement hors des boules de rayon sup�erieur �a r).

Indications pour la preuve. Comme �u = 0, le th�eor�eme de

r�egularit�e elliptique implique qu'en r�ealit�e u est C1(C). Donnons nous
une autre couronne C1 :

= fx 2 R
n : r1 < jxj < R1g avec r < r1 < R1 <

R. u est alors C1 au voisinage de C1. D'apr�es (B.4), pour tout x 2 C1,

u(x) =

Z
@C1

(
0 u 
1Gx � 
1 u 
0Gx) = ur1(x) + uR1(x)

o�u ur1 est la fonction donn�ee par l'int�egrale quand on restreint le do-

maine d'int�egration �a la composante jyj = r1 de @C1, et de même avec

R1. Puisque 
0u(y) et 
1u(y) sont C
1, uR1 et ur1 le sont sur C.

La repr�esentation int�egrale de uR1 permet d'�etendre cette fonc-

tion en une fonction harmonique sur la boule BR1 , C
1 sur la boule

ferm�ee. En d�ecomposant la restriction de uR1 �a la sph�ere SR1 = @BR1

en harmoniques sph�eriques, on obtient

uR1(x) =
X
j2N

�
0

j

�
x

R1

�
; jxj = R1 ;
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o�u �0
j
est une harmonique sph�erique d'ordre j et o�u la s�erie converge

uniform�ement. Alors la fonction

x 7�!
X
j2N

� jxj
R1

�j
�
0

j

�
x

R1

�
=
X
j2N

H
0

j
(x) ; jxj � R1 ;

est continue sur la boule ferm�ee, harmonique �a l'int�erieur (car jxjj �0
j
(x)

est un polynôme harmonique) et prend les mêmes valeurs au bord que

uR1 . C'est donc elle. On a ainsi obtenu un d�eveloppement de uR1 , qui

donne la premi�ere s�erie de (B.8).

On tient un raisonnement similaire pour ur1 sur le compl�ementaire

de la boule de rayon r1 : la formulation int�egrale assure que la fonction

tend vers 0 �a l'in�ni, qu'elle est harmonique sur jxj > r1 et C1 sur

jxj � r1. On d�ecompose sa restriction �a jxj = r1 en harmoniques

sph�eriques.

ur1(x) =
X
j2N

�j

�
x

R1

�
; jxj = R1 ;

o�u �j est une harmonique sph�erique d'ordre j et o�u la s�erie converge

uniform�ement. Alors la fonction

x 7�!
X
j2N

� jxj
R1

�
�j+2�n

�j

�
x

R1

�
=
X
j2N

jxj�2j+2�n
Hj(x) ; jxj � R1 ;

est continue sur jxj � r1, harmonique sur jxj > r1 (car Hj(x) =

jxjj �j(x) est un polynôme harmonique homog�ene de degr�e j et donc

jxj�2j+2�n
Hj(x) est encore harmonique) et prend les mêmes valeurs au

bord que uR1 . C'est donc elle. On a ainsi obtenu le d�eveloppement de

uR1 qui donne la seconde s�erie de (B.8).

L'unicit�e du d�eveloppement s'obtient en �xant une direction �.

On �ecrit la s�erie en x = � �. Elle se pr�esente alors comme une s�erie de

Laurent en la variable r�eelle �. Si on fait varier � dans C , la s�erie est

convergente sur les compacts de la couronne r < j�j < R. La somme

de la s�erie est une fonction holomorphe, nulle sur la partie de la droite

r�eelle incluse dans cette couronne, donc elle est nulle. L'unicit�e du

d�eveloppement montre en particulier qu'il ne d�epend pas de r1 et R1.

L'assertion sur les s�eries d�eriv�ees d�ecoule de l'application du th�eo-

r�eme de Harnack pour les fonctions harmoniques aux sommes partielles

des s�eries.
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B.3. Probl�eme de Neumann ext�erieur.

Nous expliquons maintenant ce que signi�e r�esoudre \�a l'aide d'un

potentiel simple couche" le probl�eme de Neumann pour 
 domaine

ext�erieur. Il s'agit de r�esoudre, pour � 2 C1(@
),

(B.9) �w = 0 ; 
1w = � ; lim
jxj!0

w(x) = 0 :

Pour �eviter la di�cult�e li�ee au fait que 
 n'est pas compact, on va se

ramener �a un probl�eme sur @
, qui est compact par d�e�nition d'un

domaine ext�erieur.

On cherche w sous la forme d'un potentiel simple couche, c'est-�a-

dire qu'on cherche en r�ealit�e  sur @
 tel que w d�e�nit par w = V
(I)
 

(voir (B.5)) soit solution de (B.9). On a d�ej�a vu que pour n'importe

quel  , un tel w est harmonique dans 
. On montre qu'il tend vers 0

quand jxj tend vers l'in�ni par une majoration directe puisque Gx(y) �
C jx� yj2�n et que y varie dans @
.

La condition au bord donne l'�equation dont  doit être solution

� 
:
= 
1V

(I)
 

= � :

L'op�erateur � est un op�erateur pseudodi��erentiel sur @
. Cela vient

de Gx(y) = E(x � y) et du fait que la convolution par E est, modulo

un op�erateur �a noyau C
1, un op�erateur Q pseudodi��erentiel sur Rn

param�etrix de ��. Ce dernier a un symbole polynômial donc Q poss�ede

la propri�et�e de transmission par rapport �a toutes les hypersurfaces.

Nous a�rmons que le symbole principal de � est �egal �a la fonction

constante �1=2. Cela peut se calculer, en se ramenant par localisation

dans des cartes au bord de @
 au cas du demi-espace. On peut aussi

s'en convaincre d'apr�es (B.6), comme nous avons d�ej�a fait remarquer

que le noyau de l'int�egrale au second membre de (B.6) a une singularit�e

sur la diagonale x = y en O(jx� yj2�n) (et on est sur @
 de dimension

n � 1). On en d�eduit que non seulement l'op�erateur � est elliptique,

mais en plus que son indice est le même que celui de l'identit�e, 0.

Pour a�rmer que � est inversible, montrons qu'il est surjectif. Il

nous su�t de montrer que son transpos�e t� est injectif. Calculons

formellement cet op�erateur. Soit  et  0 dans C1(@
).

ht� ;  0i = h ;� 0i

=

Z
@


 (x)
�
� 1

2
 
0(x) +

Z
@


 
0

1(x)Gx

�
dx
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� 1

2

Z
@


  
0 +

ZZ
@
2

 (x) 0(y) 
1(x)Gx(y) dx dy

d'apr�es (B.6). Or 
1(x)Gx(y) = 
1Gy(x) d'apr�es (B.3). Donc en appli-

quant le th�eor�eme de Fubini,

ht� ;  0i = �1

2

Z
@


  
0+

Z
@


�Z
@


 
1Gy

�
 
0(y) dy =

Z
@




0

0 V
(II)
 

 
0

d'apr�es (B.7). Finalement on a montr�e que t� = 

0

0 V
(II)
 

.

Alors l'injectivit�e de t� d�ecoule de l'unicit�e pour le probl�eme de

Dirichlet sur l'ouvert born�e 
0. En e�et, w0 = V
(II)
 

est une fonction

harmonique sur 
0, et prend au bord @
0 = @
 la valeur 
00 V
(II)
 

. Si

ceci est nul, n�ecessairement w0 = 0, par exemple par le principe du

maximum. On a montr�e que le noyau de t� est r�eduit �a 0. Donc � est

surjectif. Comme son indice est nul, il est bijectif.

Puisque � est un op�erateur pseudodi��erentiel de degr�e 0, elliptique

et inversible, son inverse est encore un op�erateur pseudodi��erentiel de

degr�e 0. Cela permet de r�esoudre l'�equation � = � dans, par exemple,

W
�1=p
p (@
). Le potentiel simple couche w = V

(I)
 

a encore un sens,

puisqu'on peut le voir comme la convolution de E avec la distribution

�a support compact  
 �@
.
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