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Unicit�e dans L
3

(R
3

) et

d'autres espaces fonctionnels

limites pour Navier-Stokes

Giulia Furioli, Pierre G. Lemari�e-Rieusset et Elide Terraneo

R�esum�e. Le but principal de cet article est de d�emontrer l'unicit�e des

solutions \mild" des �equations de Navier-Stokes dans L3(R3). Nous

g�en�eralisons ce r�esultat �a certains espaces de Morrey-Campanato.

Abstract. The main result of this paper is the proof of uniqueness for

mild solutions of the Navier-Stokes equations in L3(R3). This result is

extended as well to some Morrey-Campanato spaces.

0. Introduction.

Le but principal de cet article est de d�emontrer l'unicit�e dans

L3(R3) des solutions \mild" des �equations de Navier-Stokes.

Les �equations de Navier-Stokes, dans le cas d'un 
uide visqueux,

incompressible et homog�ene remplissant tout l'espace, sont donn�ees en

l'absence de forces ext�erieures (et en prenant les constantes de densit�e

et de viscosit�e �egales �a 1) par le syst�eme

(1)

8<:
!
r �!u = 0 ;

@t
!
u = �

!
u � (

!
u �

!
r)!u �

!
rp ;
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o�u
!
u(t; x) : R+�R3 �! R

3 est le vecteur vitesse et p(t; x) : R+�R3 �!
R est la pression.

Lorsqu'on �etudie les solutions faibles de (1) (les d�erivations sont

alors prises au sens des distributions), on remplace le terme (
!
u �

!
r)!u

par
!
r �!u 
!

u : lorsque
!
u est une fonction r�eguli�ere, on a

!
r �!u 
!

u =

(
!
r � !u)!u + (

!
u �

!
r)!u de sorte que la condition de divergence nulle

!
r �!u = 0 assure l'�egalit�e

!
r �!u 
!

u = (
!
u �

!
r)!u ; si !u est irr�eguli�ere il

est souvent plus facile de d�e�nir
!
r �!u 
!

u que (
!
u �

!
r)!u .

D�e�nition 1. Soit T 2 ]0;+1]. Une solution faible sur ]0; T [ des

�equations de Navier-Stokes est un champ de vecteurs

!
u (t; x) 2 (L2loc(]0; T [�R3))3

qui v�eri�e

(2)

8>>><>>>:
!
r �!u = 0 ;

il existe p 2 D0(]0; T [�R3)

telle que @t
!
u = �

!
u �

!
r �!u 
!

u �
!
rp ;

Le th�eor�eme que nous allons d�emontrer est alors le suivant.

Th�eor�eme 1 (Unicit�e L3(R3)). Soient
!
u(t) 2 C([0; T [ ; (L3)3) et

!
v (t) 2 C([0; T 0[ ; (L3)3) telles que :

i)
!
u est solution faible des �equations de Navier-Stokes sur ]0; T [ ;

ii)
!
v est solution faible des �equations de Navier-Stokes sur ]0; T 0[ ;

iii)
!
u jt=0 = !

v jt=0.
Alors

!
u =

!
v sur [0; inf fT; T 0g[ .

Les solutions \mild " dans Lp pour les �equations de Navier-Stokes

sont les solutions faibles
!
u sur ]0; T [ qui v�eri�ent de plus

!
u(t) 2 C([0; T [ ; (Lp)3) :

T. Kato [KAT 2] a d�emontr�e l'existence de telles solutions pour p � 3 et

leur unicit�e pour p > 3. L'id�ee essentielle est d'exprimer la solution des
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�equations de Navier-Stokes comme la solution d'un probl�eme int�egral

[BRO], [KAT 1]. Pour cela, la premi�ere �etape consiste �a �eliminer la

pression p en projetant les �equations de Navier-Stokes sur les champs

de vecteurs �a divergence nulle. Cette technique remonte aux travaux

de J. Leray [LER] sur les solutions faibles
!
u(t) 2 L1(]0; T [ ; (L2)3) et

le projecteur P est donn�e par la formule

P

!
f =

!
f �

!
r 1

�
(
!
r �

!
f ) = (Id +

!
R 


!
R)

!
f

o�u
!
R =

1p��
!
r

est le vecteur des transformations de Riesz

!
R = (R1; R2; R3) ; dRjf = i

�j

j�j
bf :

P n'est pas d�e�ni pour une distribution g�en�erale et il faut montrer

que P a un sens sur les termes de (2). Nous verrons que c'est le cas

lorsque
!
u est, uniform�ement en temps, uniform�ement localement de

carr�e int�egrable et nulle �a l'in�ni.

D�e�nition 2. L'espace E2 des fonctions uniform�ement localement de

carr�e int�egrable et nulles �a l'in�ni est l'espace des f 2 L2loc(R
3) telles

que

lim
kxk!+1

Z
ky�xk<1

jf(y)j2 dy = 0

norm�e par

kfkE2
= sup

x

�Z
ky�xk<1

jf(y)j2 dy
�1=2

:

Proposition 1 (Formulation int�egrale des �equations de Navier-Stokes).

Soit
!
u(t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3). Alors les trois assertions suivantes sont

�equivalentes :

i)
!
u est solution faible des �equations de Navier-Stokes ;

ii)
!
r �!u = 0 et @t

!
u = �

!
u � P

!
r �!u 
!

u ;

iii) il existe
!
u0 2 S 0,

!
r �!u0 = 0 et

!
u = et�

!
u0 �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds :
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La Proposition 1 se d�emontre �a l'aide de la d�ecomposition de

Littlewood-Paley.

En e�et, si
!
f 2 (E2)

3, alors
!
g =

!
r �

!
f 


!
f appartient �a un espace

Y1 sur lequel les transformations de Riesz op�erent.

Une fois la pression �elimin�ee, on cherche �a r�esoudre

!
u(t) = et�

!
u0 + B(

!
u;

!
u)(t)

o�u

B(
!
u;

!
u)(t) = �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds

par une m�ethode de point �xe (m�ethode de Picard) : on part de
!
u (0) =

0 et on d�e�nit
!
u (n+1) par

!
u (n+1) = et�

!
u0 + B(

!
u (n);

!
u (n)). Lorsque

!
u0 2 (Lp)3, o�u p � 3, le proc�ed�e converge dans C([0; T [ ; (Lp)3) pour

T assez petit (d�ependant de
!
u0).

En e�et, si p > 3 on part de l'estimation

ke(t�s)� P

!
r �

!
f 
!

g kLp � Cp

� 1

t� s

�1=2+3=(2p)
k
!
f kLp k!g kLp

pour obtenir

(3) kB(!u;!v )(t)kLp � C 0p t
1=2�3=(2p) sup

0<s<t

k!u(s)kLp sup
0<s<t

k!v (s)kLp

d'o�u la continuit�e de l'op�erateur bilin�eaire B sur C([0; T [ ; (Lp)3) et son

caract�ere contractant au voisinage de et�
!
u0 si T est assez petit.

Pour p = 3, (3) n'est plus valable puisqueZ t

0

dt

t� s
= +1 :

Le proc�ed�e de point �xe reste cependant convergent ; comme l'avait

remarqu�e Kato [KAT 2] �a la suite des travaux de Weissler [WEI], lorsque
!
u0 2 (L3)3, et�

!
u0 est non seulement L3 mais L1 pour t > 0

p
t ket�!u0kL1 � C k!u0kL3 :

On v�eri�e que cette propri�et�e se transmet aux
!
u (n)

ke(t�s)� P

!
r �

!
f 
!

g kL3 � C k!g kL3

p
s k

!
f kL1 1p

t� s

1p
s
;

ke(t�s)� P

!
r �

!
f 
!

g kL1�C
p
s k

!
f kL1 inf

nps k!g kL1
s
p
t� s

;
k!g kL3

(t� s)
p
s

o
;
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d'o�u

kB(!u;!v )(t)kL3 +
p
t kB(!u;!v )(t)kL1

� C sup
0<s<t

p
s k!u(s)kL1

�
sup
0<s<t

k!v (s)kL3 + sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1

�
:

Lorsque k!u0kL3 est assez petite, on voit que B, qui est bilin�eaire

continu sur f!v (t) 2 C([0;+1[ ; (L3)3) :
p
t
!
v 2 L1((L1)3);

!
v 2

L1((L3)3); limt!0

p
t k!v (t)kL1 = 0g, est contractant sur un voisi-

nage de et�
!
u0. Pour k!u0kL3 quelconque, une analyse plus �ne de B

montre qu'il est contractant sur [0; T ] pour T assez petit au voisinage

de et�
!
u0. Ainsi le proc�ed�e converge et garantit l'unicit�e des solutions

\mild" qui v�eri�ent de plus
p
t
!
u 2 L1((L1)3). Notre th�eor�eme mon-

tre que l'unicit�e vaut sans restrictions a priori sur le comportement de

la solution.

Les r�esultats de Kato s'�etendent �a d'autres espaces fonctionnels

que Lp. M. Cannone [CAN 1] a donn�e un crit�ere assez g�en�eral sur un

espace E pour que, lorsque
!
u(t) 2 C([0; T [ ; (E)3), on aitZ t

0

ke(t�s)� P

!
r � (!u 
!

u)(s)kE ds � C !(t) sup
0<s<t

k!u(s)k2E

(o�u limt!0 !(t) = 0), ce qui g�en�eralise le cas p > 3.

Les espaces limites g�en�eraliseront le cas p = 3 et nos r�esultats s'y

appliqueront facilement.

D�e�nition 3. Un espace fonctionnel limite E pour les �equations de

Navier-Stokes est un espace de Banach de fonctions sur R3 tel que :

(4) S est dense dans E (et l'injection est continue);

(5) E s'injecte continûment dans L2loc(R
3);

(6) pour tous f 2 E, x0 2 R
3 , kf(x� x0)kE = kfkE;

(7) pour tous f 2 E, � > 0, k�f(�x)kE = kfkE.

Nous montrerons alors pr�ecis�ement le th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2 (Solutions \mild" dans un espace limite). Soit E un

espace limite.
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A) Si on suppose qu'il existe C > 0 tel que pour tous f; g 2 E\L1

k�0(f g)kE � C (kfkE kgkL1 + kfkL1 kgkE)

alors il existe �0 > 0 tel que pour tout
!
u0 v�eri�ant k!u0kE < �0 il

existe
!
u(t) 2 C([0;+1[ ; (E)3),

!
u 2 L1(E3),

p
t
!
u 2 L1((L1)3) etp

t k!u(t)kL1 �! 0 quand t �! 0 tel que
!
u (t) = et�

!
u0 + B(

!
u;

!
u)(t)

sur ]0;+1[ . De plus, un tel
!
u est unique.

B) Si on suppose qu'il existe � 2 ]0; 1[ tel que pour tout " > 0 il

existe M(") > 0 tel que pour tous f; g 2 E \ L1

(8) k�0(f g)kE � (M(") kfkE kgkL1 + " kgkE kfk�L1 kfk1��E )

alors pour
!
u0 2 E3 il existe T > 0 et

!
u(t) 2 C([0; T [ ; (E)3) avec

!
u 2 L1(E3),

p
t
!
u 2 L1((L1)3) et

p
t k!u(t)kL1 �! 0 quand t �! 0

tels que
!
u(t) = et�

!
u 0 + B(

!
u;

!
u)(t) sur ]0; T [ . De plus un tel

!
u est

unique.

C) Si on suppose de plus qu'il existe p > 2 tel que E s'injecte

continûment dans L
p

loc(R
3) alors si

!
u(t) 2 C([0; T [ ; (E)3),

!
v (t) 2

C([0; T 0[ ; (E)3),
!
u (t) = et�

!
u0 + B(

!
u;

!
u )(t) et

!
v (t) = et�

!
u 0 +

B(
!
v ;

!
v )(t) pour un même

!
u0 2 E3, alors

!
u =

!
v sur [0; inf fT; T 0g[ .

La di��erence d'approche entre A) et B), qui suivent Kato, et C) est

essentiellement la suivante : dans A) et B) on cherche �a d�emontrer que

kB(!u;!u)kE est �nie, et plus pr�ecis�ement que
P

j2Zk�jB(
!
u;

!
u)kE <

+1 (ce qui se note B(
!
u;

!
u) 2 ( _B

0;1
E )3), tandis que dans C] on se

contente d'estimations du type supj2Zk�jB(
!
u;

!
u)kE< +1 (ou en-

core B(
!
u;

!
u) 2 ( _B

0;1
E )3). L'espace de Besov _B

0;1
E se r�ev�elera partic-

uli�erement adapt�e aux calculs dans les espaces limites, car il permet de

contourner l'obstruction Z t

0

ds

t� s
= +1

(pour calculer k�jB(
!
u;

!
u )kE on int�egre \grosso modo" pour (t � s)

compris entre 1=4j et 2=4j; or
R 2�
�

ds=s = ln 2 < +1).

Le plan de l'article est alors le suivant:



Unicit�e dans L
3(R 3) et d'autres espaces fonctionnels 611

1. D�ecomposition de Littlewood-Paley, espaces de Besov et para-

produits.

2. Solutions faibles des �equations de Navier-Stokes.

3. Existence des solutions \mild".

4. Unicit�e des solutions \mild" : les espaces limites r�eguliers.

5. Unicit�e dans l'espace L3.

6. Unicit�e dans les espaces limites. Espaces de Morrey-Campanato.

7. Remarques �nales.

Remarque. Les r�esultats principaux de cet article sont le th�eor�emes 1,

2 et la Proposition 1; d'autres r�esultats se trouvent dans les th�eor�emes

3 et 4.

1. D�ecomposition de Littlewodd-Paley, espaces de Besov et

paraproduits.

Nous commencerons par rappeler la d�e�nition de la d�ecomposition

de Littlewood-Paley d'une distribution temp�er�ee.

Pour m 2 L1(R3), on notera m(D) le multiplicateur de Fourier

d�e�ni par (m(D)f)^(�) = m(�) bf(�) (o�u bf est la transform�ee de Fourier

de f : bf(�) = R
f(x) e�ix�� dx). C'est �evidemment un op�erateur con-

tinu sur L2. Lorsque m 2 C1 et que toutes ses d�eriv�ees sont �a

croissance lente, m(D) op�ere contin�ument sur S et sur S 0. Lorsque

m est la transform�ee de Fourier d'une fonction k 2 Lp(R3) on notera

kjm(D)kjp = kkkLp . Le cas p = 1 est particuli�erement int�eressant : si E

est un espace de Banach de distributions (E s'injecte continûment dans

S 0) dont la norme est invariante par translations (kf(x�x0)kE = kfkE),
si S est dense dans E et si m = bk avec k 2 L1, alors m(D) op�ere con-

tinûment sur E c'est-�a-dire km(D)fkE � kjm(D)kj1 kfkE.
Pour introduire la d�ecomposition de Littlewood-Paley ([FJW],

[TRI], [PEE]) on �xe ! 2 C1c (R3) telle que

Supp! �
n
� :

1

2
� j�j � 2

o
et, pour � 6= 0,

P
j2Z!(�=2

j) = 1; on lui associe

'(�) = 1�
X
j�0

!
� �
2j

�
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et 
(�) = '(�=4)� '(2 �) (de sorte que !
 = !).

D�e�nition 4. On note �j l'op�erateur !(D=2j) et Sj l'op�erateur

'(D=2j). La d�ecomposition de Littlewood-Paley de f 2 S 0(R3) est

alors l'identit�e

f = Skf +
X
j�k

�jf

valable pour f 2 S 0(R3), k 2 Z (la convergence de la s�erie ayant lieu

dans S 0).
La d�ecomposition de Littlewood-Paley homog�ene est l'identit�e f =P

j2Z�jf ; elle n'est pas valable pour toute distribution (par exemple,

si f est un polymôme �jf = 0 pour tout j).

Aussi, introduisons-nous la d�e�nition suivante.

D�e�nition 5. S 00(R3) = ff 2 S 0(R3) : f =
P

j2Z�jf dans S 0g.

Le lemme suivant est facile �a d�emontrer.

Lemme 1. a) Si S0f 2 C0 (fonctions continues nulles �a l'in�ni), alors

f 2 S 00. En corollaire, si E est un espace de Banach de distributions

temp�er�ees dont la norme est invariante par translation, et si E \ S est

dense dans E, alors E � S 00.
b) Si E est un espace de Banach de distributions temp�er�ees dont la

norme est invariante par translation et positivement homog�ene de degr�e

�� pour un � > 0 (pour � > 0, kf(�x)kE = ���kfkE), alors E � S 00.

Preuve. a) est imm�ediat : si k � kE est invariante par translation, on

a kS0fkL1 � kj'(D)kjE0 kfkE , donc S0 est continu de E dans L1; si

E \ S est dense dans E, S0 est donc continu de E dans C0 (car pour

f 2 S on a S0f 2 S).
Maintenant, pour j � �1, Sjf = Sj(S0f) et donc kSjfkL1 �

kjSj kj1 kj'(D)kjE0 kfkE = kjS0kj1 kj'(D)kjE0 kfkE. Les Sj sont donc

�equicontinus de E dans L1 pour j � �1; or, pour f 2 S on a

kSjfkL1 � kjSjkjL1kfkL1 = 23j kjS0kj1 kfkL1 et donc

lim
j!�1

kSjfkL1 = 0 :

Cela prouve que pour f 2 E, limj!�1 kSjfkL1 = 0 et donc que

E � S 00.
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b) est encore plus simple :

kSjfkL1 =



S0�f� �

2j

��



L1

� k'kE0 kfkE 2�j

et

lim
j!�1

2�j = 0 :

Rappelons maintenant la d�e�nition d'un espace de Besov.

Si E est un espace de Banach de distributions temp�er�ees, on d�e-

signera par _B
s;q

E l'espace des distributions f 2 S 0 telles que

f2jsk�jfkEgj2Z2 lq(Z) :

A priori, c'est un espace d�e�ni modulo les polynômes (car pour tout

j 2 Z, �jf = 0) si et seulement si f 2 C [X]). Cependant on peut,

pour certaines valeurs de s, injecter _B
s;q

E dans S 00 en choisissant le seul

repr�esentant de f modulo les polynômes qui appartienne �a S 00.
� Si s < 0 et si fj v�eri�e

Supp bfj � n� : 2j

2
� j�j � 2 � 2j

o
et f2jskfjkEgj2Z 2 l1(Z), alors

P
j2Zfj converge dans S 0 : en e�et,

on a
P

j�0 kfjkE < +1 tandis que pour tout g 2 S et tout k 2 N ,P
j�0 2

kj k�jgkE0 < +1. (Il su�t d'�ecrire pour un M 2 N , kgkE0 �P
j�j�M

P
j�j�M k��(@�=@��) bgkL1).

� De même, si s = 0,

Supp bfj � n� : 2j

2
� j�j � 2 � 2j

o
et fkfjkEgj2Z2 l1(Z), alors

P
j2Zfj converge dans E.

Cela permet d'inclure _B
s;q

E et _B
0;1
E dans S 00 pour s < 0. Le cas de

s � 0 se traite par le lemme suivant.

Lemme 2. Soit E un espace de Banach de distributions temp�er�ees

dont la norme est invariante par translations et positivement homog�ene

de degr�e �� pour un � > 0 et soient fj tels que

Supp bfj � n� : 2j

2
� j�j � 2 � 2j

o
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et f2js kfjkEgj2Z 2 lq(Z). Alors si 1 � q � +1 et s < � ou si q = 1

et s = �,
P

j2Zfj converge dans S 0.

Preuve. La convergence de
P

j�0 fj est imm�ediate. Pour j � 0, on

a que si s < �, f2js kfjkEgj2Z� 2 l1 entrâ�ne f2j� kfjkEgj2Z� 2 l1

de sorte qu'on n'a qu'�a traiter le cas s = �, q = 1. Or, kfjkL1 =

kSj+1fjkL1 � C kfjkE 2�j pour j � 0 (preuve du Lemme 1) et

jhfj; gij =
���Dfj ;
�D

2j

�
g
E��� � kfjkL1 kgkL1 kj
(D)kj1 :

Le lemme est donc d�emontr�e.

Remarque On a toujours _B
0;1
E � E (en prenant les repr�esentants de

_B
0;1
E dans S 00) et lorsque E v�eri�e les hypoth�eses du Lemme 2, E �
_B
0;1
E . Lorsque la norme de E est seulement suppos�ee invariante par

translation, on a E ou E=C inclus dans _B
0;1
E (espace d�e�ni modulo les

polynômes).

L'utilit�e des espaces de Besov sur E provient des in�egalit�es de Bern-

stein.

Lemme 3. a) Si la norme de E est invariante par translation et si S
est dense dans E, alors on a pour tout j 2 Z


 @�

@x�
Sjf





E
�



��� @�
@x�

� '
�D
2

�


���
1
2jj�j kSjfkE ;

pour tout � 2 N
3 ,

k(
p
��)s�jfkE � kj(

p
��)s � 
(D)kj1 2js k�jfkE ;

pour tout s 2 R.

b) Si la norme de E est homog�ene de degr�e �� et celle de F ho-

mog�ene de degr�e �� et si S0 est continu de E dans F , alors

kSjfkF � kS0kL(E;F ) 2(j+1)(���) kSjfkE :

c) En particulier pour 1 � p � q � +1 et 1=r = 1 + 1=q � 1=p

kSjfkqL � kj'(D)kjr 2(j+1)(3=p�3=q) kSjfkpL :
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Preuve. Ce lemme est imm�ediat.

Corollaire 1. Si la norme de E est invariante par translation et ho-

mog�ene de degr�e �� et si S est dense dans E, alors pour s; � < �,

(
p��)s�� est un isomorphisme de _B

s;q

E sur _B
�;q

E .

Nous utiliserons essentiellement les espaces _B
0;1
E et _B

0;1
E , ainsi que

les espaces _B
s;q

Lp = _Bs;q
p . Dans la Section 6, nous utiliserons �egalement

des espaces de Besov sur les espaces de Morrey-Campanato (de tels

espaces de Besov ont d�ej�a �et�e introduits dans le contexte des �equations

de Navier-Stokes par Kozono et Yamazaki [KY]).

Les espaces _Bs;q
p sont d�ecrits par exemple dans [TRI] et [BL]. Dire

que f 2 _Bs;q
p revient �a dire que f2js�jfgj2Z 2 lq(Lp). Les espaces de

Triebel-Lizorkin _F s;q
p (p < +1) sont d�e�nis par f2js�jfgj2Z2 Lp(lq).

En particulier _F 0;2
p = Lp pour 1 < p < +1 et _F

0;2
1 = H1 o�u H1

est l'espace de Hardy. Un autre cas que nous aurons �a consid�erer est
_F
s;2
2 = _Hs o�u _Hs est l'espace de Sobolev homog�ene.

Les in�egalit�es de Bernstein donnent imm�ediatement _Bs;q
p � _B

s0;q

p0

pour p � p0 et s0 = s+ 3=p0 � 3=p.

Pour �nir, nous rappelons le principe du paraproduit de J. M.

Bony [BON]. Consid�erons deux espaces E et F de normes invariantes

par translation et homog�enes de degr�e �� pour E et �� pour F , avec

�; � > 0. On a donc E � _B��;1
1 et F � _B��;1

1 . En g�en�eral, le

produit de deux �el�ements de E et de F n'est pas d�e�ni. En �ecrivant

SNf SNg (qui est d�e�ni puisque pour f 2 E et g 2 F on a SNf 2 L1
et SNg 2 L1) sous la forme

SNf SNg =
X
k<N

X
l<N

�kf �l g

=
X
k<N

X
l<k�3

�kf �l g +
X
l<N

X
k<l�3

�kf �l g

+
X
k<N

X
l<N

jl�kj<2

�kf �l g ;

on voit que les deux premiers termes convergent dans S 0 quand N �!
+1 vers des �el�ements de _B����;1

1

�(f; g) =
X
j2Z

�jf Sj�2 g
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�(g; f) =
X
j2Z

�j g Sj�2f

(car le support de (�jf Sj�2g)
^ est contenu dans f� : 2j=4 � j�j �

(9=4) 2jg) et que l'obstruction �a la d�e�nition de fg provient de la non

convergence �eventuelle du troisi�eme terme

R(f; g) =
X
j2Z

X
jl�jj�2

�jf �l g :

2. Solutions faibles des equations de Navier-Stokes.

Dans cette section nous pr�esentons la d�e�nition de solution faible

pour les �equations de Navier-Stokes et nous montrons que sous certaines

hypoth�eses une telle solution est aussi solution d'un probl�eme int�egral

�equivalent [KAT 1], [BRO].

Ce sera sous cette derni�ere forme que nous aborderons par la suite

l'�etude des solutions \mild", qui ne sont qu'un cas particulier de solu-

tions faibles. Rappelons la d�e�nition que nous avons donn�ee des solu-

tions faibles.

D�e�nition 1. Soit T 2 ]0;+1]. Une solution faible sur ]0; T [ des

�equations de Navier-Stokes est un champ de vecteurs
!
u(t; x) 2 (L2loc(]0; T [�R3))3

qui v�eri�e dans D0(]0; T [�R3)

(2)

8<:
!
r �!u = 0 ;

il existe p 2 D0(]0; T [�R3) : @t!u = �
!
u �

!
r �!u 
!

u �
!
rp :

On envisage d'�eliminer le terme
!
rp en appliquant l'op�erateur de

projection P = Id +
!
R 


!
R aux �equations de Navier-Stokes; celui-ci

n'�etant pas en g�en�eral d�e�ni dans D0 il faut maintenant pr�eciser le

cadre fonctionnel dans lequel toutes les op�erations seront licites.

Nous consid�erons le cas de solutions faibles
!
u(t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3)

o�u pour 1 � p � +1 on d�e�nit Ep par

Ep =
n
f 2 Lploc : sup

x2R3

Z
kx�yk�1

jf(y)jp dy < +1 ;

lim
kxk!+1

Z
kx�yk�1

jf(y)jp dy = 0
o
:
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En r�ealit�e il ne s'agit pas l�a d'une v�eritable restriction.

Les solutions faibles de Leray (
!
u(t) 2 L1(]0; T [ ; (L2)3) \

L2(]0; T [ ; ( _H1)3)) [LER], ou \mild" de Kato (
!
u(t) 2 C([0; T [ ; (Lp)3),

p � 3) [KAT 2], sont dans L2(]0; T 0[ ; (E2)
3) pour tout T 0 < T . De

même les solutions autosimilaires de Cannone [CAN 1] v�eri�ent
!
u(t) 2

C�([0;1[ ; ( _Bs;1
q )3) et t1=2�3=(2q)

!
u(t) 2 L1(]0;1[ ; (Lq)3) avec s =

3=q � 1, 3 < q < +1, et donc

!
u(t) 2 L2(]0; T 0[ ; (Lq)3) � L2(]0; T 0[ ; (E2)

3) ;

pour tout T 0 <1. En�n les solutions \mild" de Meyer [MEY] (
!
u(t) 2

C�([0; T [ ; (L
3;1)3)) conviennent �egalement puisque L3;1 ,! L2+L4 ,!

E2.

En ce qui concerne les espaces �etudi�es dans la suite de cet article,

ce seront des espaces de Banach de fonctions X qui v�eri�ent X ,! L2loc,

S est dense dans X, kf(x � x0)kX = kf(x)kX , pour tout x0 2 R
3 , ce

qui entrâ�ne imm�ediatement X ,! E2.

Nous allons maintenant d�emontrer la Proposition 1 annonc�ee dans

l'introduction.

Proposition 1 (Formulation int�egrale des �equations de Navier-Stokes).

Soit
!
u(t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3). Alors les trois assertions suivantes sont

�equivalentes :

i)
!
u est une solution faible des �equations de Navier-Stokes;

ii)
!
r �!u = 0 et @t

!
u = �

!
u � P

!
r �!u 
!

u ;

iii) il existe
!
u0 2 (S 0)3 telle que

!
u (t) = et�

!
u0 �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds :

Preuve. Nous commen�cons par v�eri�er que i) entrâ�ne ii).

Si
!
u (t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3) est une solution faible des �equations de

Navier-Stokes, elle v�eri�e l'�egalit�e (2) dans un espace de distributions

plus pr�ecis que D0(]0; T [�R3).
On d�e�nit en e�et l'espace � des fonctions de test en posant ' 2 �

si et seulement si ' 2 C1(]0; T [�R3) et il existe K compact, K =

K(') � R tel que Supp'(t; x) � K � R
3 et pour tous �; � multi-

indices, pour tout n 2 N on ait supt2]0;T [ kx� @nt @�x'kL1 <1.
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On consid�ere alors � 0 le dual de � , c'est �a dire T 2 � 0 si et seulement

si pour tout K compact il existe AK ; BK ; CK et NK tels que pour tout

' �a support dans K � R
3 on ait

jhT; 'ij � CK
X

j�j�AK

j�j�BK

n�NK

sup
t

kx� @nt @�x'kL1 :

Comme E2 � S 0(R3), il est facile de voir que L2(]0; T [ ; (E2)
3) � (� 0)3

et donc aussi @t
!
u , �

!
u 2 (� 0)3. De même, �etant donn�e que toutes les

composantes de
!
u 
!

u sont dans L1(]0; T [ ; (E1)
3),

!
r �!u 
!

u est dans

(� 0)3.
En revenant aux �equations de Navier-Stokes, cela entrâ�ne que

!
rp 2 (� 0)3 et que les �equations peuvent être consid�er�ees dans � 0 et
non pas seulement dans D0.

Il n'est pas encore licite d'appliquer le projecteur P, mais nous

allons contourner le probl�eme en passant aux hautes fr�equences. La

nullit�e �a l'in�ni des fonctions dans E2 permet en e�et d'�ecrire si
!
u(t) 2

L2(]0; T [ ; (E2)
3),

!
u

� 0

= limk!�1(Id� Sk)
!
u et donc aussi

@t
!
u

� 0

= lim
k!�1

(Id� Sk) @t
!
u :

Il est maintenant possible de faire agir P sur (Id� Sk) @t
!
u ; on obtient

P (Id� Sk) @t
!
u = (Id� Sk) @t

!
u grâce �a

!
r �!u = 0. Etant donn�e

!
u une

solution dans L2(E2), on peut donc �ecrire

@t
!
u

� 0

= lim
k!�1

P (Id� Sk) @t
!
u

� 0

= lim
k!�1

(P (Id�Sk)�!
u � P (Id�Sk)

!
r �!u 
!

u � P (Id�Sk)
!
rp) :

o�u maintenant tous les termes sont bien d�e�nis. On envisage alors de

d�emontrer que P (Id�Sk)
!
rp � 0

= 0, pour tout k 2 Z et qu'on peut passer

�a la limite pour les autres termes. En utilisant la d�e�nition

P (Id � Sk)
!
rp =

�
Id�

!
r 1

�

!
r �

�
((Id� Sk)

!
rp) ;
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si on prouve que pour tout k 2 Z

!
r (

!
r � ((Id� Sk)

!
rp)) �

0

= �(Id� Sk)
!
rp

on aura r�esolu le probl�eme. Ayant suppos�e p 2 D0 et non pas dans � 0,

on ne peut pas commuter les op�erateurs (Id� Sk) et
!
r car le premier

est d�e�ni seulement sur � 0.
En testant sur une fonction

!
' 2 �3 on est ramen�e �a v�eri�er que

h
!
rp; (Id�Sk) (

!
r(

!
r�!')��

!
')i = 0. Cela est impliqu�e imm�ediatement

par la propri�et�e exprim�ee par le lemme suivant.

Lemme 4. Soit p 2 D0 telle que
!
rp 2 (� 0)3 et soit

!
 2 �3 telle que

!
r �

!
 = 0. Alors h

!
rp;

!
 i = 0.

Supposons avoir montr�e que pour tout
!
 2 �3 telle que

!
r �

!
 = 0

il existe
!
' = ('1; '2; '3) 2 �3 telle que

!
 =

!
r^

0B@'1

'2

'3

1CA =

0B@ @2 '3 � @3 '2

@3 '1 � @1 '3

@1 '2 � @2 '1

1CA :

On aura alors conclu car il est toujours possible d'approximer
!
' 2 �3

par
!
� 2 D3 et donc

!
 par

!
r ^!

'. Or, puisque
!
r � (

!
r^!

') = 0 on a

h
!
rp;

!
r^

!
�i = hp;

!
r � (

!
r^

!
�)i = 0 :

La construction de
!
' d�ecoule essentiellement de la propri�et�e classique

suivante : si f 2 S, il existe g 2 S tel que @1g = f si et seulement siR
f(t; x2; x3) dt = 0.

On commence alors par �ecrire
!
 =

!
� +

!
� o�u

!
� =

0@�1
�2
�3

1A =

0BBB@
0�Z

 2(t; x2; x3) dt
�
!(x1)�Z

 3(t; x2; x3) dt
�
!(x1)

1CCCA
o�u
R
!(x) dx = 1, et

!
� =

!
 �!

�.
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On a
!
r � !� = 0 et donc

!
r �

!
� = 0 et le probl�eme se reconduit

�a chercher
!

 = (0; 
2; 
3) et

!
� = (�1; 0; 0) telles que

!
� =

!
r ^ !


 et
!
� =

!
r^

!
� .

Du moment que
R
�2(t; x2; x3) dt =

R
�3(t; x2; x3) dt = 0 il existe


2 et 
3 dans S telles que �2 = �@1
3 et �3 = �@1
2.
De

!
r �

!
� = 0 on tire alors

!
� =

!
r ^!


 .

Pour
!
�; il est facile de voir que

R
�3(x1; t; x3) dt = 0 ce qui entrâ�ne

que �3 = �@2�1 et grâce �a
!
r �!� = 0 on a

!
� =

!
r ^

!
� .

Revenant aux �equations de Navier-Stokes, nous avons obtenu

@t
!
u

� 0

= lim
k!�1

(P (Id � Sk)�
!
u � P (Id � Sk)

!
r �!u 
!

u) :

Pour le premier terme du deuxi�eme membre on tire de
!
r � !u = 0 que

P (Id � Sk)�
!
u = (Id� Sk)�

!
u et on peut passer �a la limite obtenant

limk!�1 P (Id � Sk)�
!
u

�
0

= �
!
u .

Pour ce qui concerne le deuxi�eme terme, on serait tent�e de per-

muter le projecteur avec la limite, mais P n'�etant pas d�e�ni sur � 0 on

ne le peut pas. Une analyse plus �ne du terme
!
r �!u 
 !

u nous am�ene

�a la d�e�nition d'un nouvel espace Y1 tel que limk!�1(Id� Sk)f
� 0

= f

si f 2 Y1 et que P : Y 3
1 �! Y 3

1 soit continu.

Soit alors

Y1 = ff 2 S 00 : k�jfkL1 � 2j C si j < 0; k�jfkL1 � 24j C si j � 0g
norm�e par kfkY1 = supj2Z2

�j inf f1; 2�3jg k�jfkL1 .
Il est facile de voir que si

!
u(t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3) alors
!
r�!u 
!

u 2
L1(]0; T [ ; (Y1)3).

Par ailleurs si f 2 Y 3
1 alors Pf =

P
j2ZP�jf et kP�jfkL1 � 2j C

si j � 0 et kP�jfkL1 � 23j C si j > 0, donc Pf 2 Y 3
1 et P : Y 3

1 �! Y 3
1

est continu. Cela nous permet ainsi de conclure que

lim
k!�1

P (Id�Sk)
!
r�!u 
!

u
� 0

= lim
k!�1

(Id�Sk)P
!
r�!u 
!

u
� 0

= P

!
r�!u 
!

u

et donc

(9) @t
!
u

�
0

= �
!
u � P

!
r �!u 
!

u :
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Passons �a ii) entrâ�ne iii). Dans les �equations (9) on a vu que P

!
r �

!
u 
 !

u 2 L1(]0; T [ ; (Y1)3) mais on montre aussi facilement que �
!
u 2

L1(]0; T 0[ ; (Y1)3) pour T 0 � T et donc @t
!
u aussi. On peut �ecrire alors

!
u(t) =

Z t

0

@s
!
u(s) ds+

!
w ;

!
w 2 (S 0(R3))3 :

On peut passer �a la limite dans S 0 au deuxi�eme membre et donc
!
u(t) �! !

w pour t �! 0 dans S 0 ce qui donne un sens �a la donn�ee

initiale
!
u0 =

!
w. De plus

!
u0 est encore �a divergence nulle.

Consid�erons alors l'expression

!
v (t) = et�

!
u0 �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds ; pour tout t � T ;

o�u l'int�egrale converge dans Y 3
1, de sorte que

!
v (t)� et�

!
u0 2 L1(]0; T [ ; (Y1)3) :

Supposons avoir montr�e l'�egalit�e

(10) @t
!
v
D0
= �

!
v � P

!
r �!u 
!

u :

On en d�eduit que (
@t(

!
u �!

v ) = �(
!
u �!

v ) ;

!
u (0; x) =

!
v (0; x) =

!
u0(x) :

Alors sur ]0; t[�R3

@s(e
(t�s)� (

!
u(s)�!

v (s)))
� 0

= 0

d'o�u

e(t�s)�(
!
u (s)�!

v (s)) = C = 0 ; dans � 0(]0; t[�R3) :

On n'a pas le droit d'inverser en g�en�eral l'operateur e(t�s)�, mais on

peut le faire sur les basses fr�equences et on �ecrit donc

Sk e
(t�s)�(

!
u(s)�!

v (s)) = 0 ; pour tout k 2 Z ;
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pour obtenir

Sk(
!
u (s)�!

v (s)) = 0

et en�n
!
u(s) =

!
v (s) :

Il ne nous reste qu'�a prouver (10). On sait que @te
t�!
u0

D0
= �et�

!
u0. Il

faut montrer que

@t

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u (s) ds

= �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds+ P

!
r �!u 
!

u (t) :

Par une châ�ne d'�egalit�es par d�e�nition ou bien par des propri�et�es

imm�ediates on obtient, pour tous
!
' 2 (D(]0; T [�R3))3, !

w(t) 2
L1(]0; T [ ; (Y1)3)

D
@t

Z t

0

e(t�s)�
!
w(s; x) ds;

!
'(t; x)

E
= �

DZ t

0

e(t�s)�
!
w(s; x) ds; @t

!
'(t; x)

E
= �

Z T

0

DZ t

0

e(t�s)�
!
w(s; �) ds; @t!'(t; �)

E
dt

= �
Z T

0

Z t

0

he(t�s)�!w(s; �) ds; @t!'(t; �)i dt

= �
Z T

0

Z t

0

h!w(s); e(t�s)�@t!'(t)i ds dt

=

Z T

0

Z t

0

h!w(s);�@t(e(t�s)�!
'(t)) + �e(t�s)�

!
'(t)i ds dt

=

Z T

0

Z t

0

�@th!w(s); e(t�s)�!
'(t)i ds dt

+

Z T

0

Z t

0

h�e(t�s)�!
w(s);

!
'(t)i ds dt

=

Z T

0

Z T

s

�@th!w(s); e(t�s)�!
'(t)i dt ds
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+

Z T

0

DZ t

0

�e(t�s)�
!
w(s; �) ds;!'(t; �)

E
dt

=

Z T

0

h!w(s; �);!'(s; �) ds+
D
�

Z t

0

e(t�s)�
!
w(s; x) ds;

!
'(t; x)

E
= h!w(t; x);!'(t; x)i+

D
�

Z t

0

e(t�s)�
!
w(s; x) ds;

!
'(t; x)

E
:

Passons en�n �a iii) entrâ�ne i). Si
!
u (t) 2 L2(]0; T [ ; (E2)

3) est telle que
!
u(t) = et�

!
u0 �

R t
0
e(t�s)� P

!
r � !u 
 !

u(s) ds avec
!
u0 2 (S 0(R3))3 et

!
r �!u0 = 0, alors on vient de montrer que8<: @t

!
u = �

!
u � P

!
r �!u 
!

u ;

!
r �!u = 0 :

Il faut maintenant reconstruire le terme de pression. En �ecrivant @t
!
u =

�
!
u �

!
r �!u 
 !

u + (Id � P)
!
r � !u 
 !

u on doit pouvoir identi�er (Id �
P)

!
r �!u 
!

u �a
!
rp.

Pour pouvoir \int�egrer", il est n�ecessaire d'utiliser encore une fois

un d�ecoupage fr�equentiel. En appelant

pj =

!
r
�
��j (Id� P)

!
r �!u 
!

u

il est �evident que
P

j

!
rpj converge vers (Id � P)

!
r � !u 
 !

u . Si
P

j pj

convergeait dans D0(]0; T [�R3) on aurait termin�e.

On a pour tout t 2 ]0; T [

kpj(t)kL1 � k�j (
!
u 
!

u)(t)kL1 �
(
C ; j � 0 ;

C 23j ; j > 0 ;

donc
P

j>0 pj converge bien dans � 0. Pour j � 0 on n'a pas cette con-

vergence, mais il su�t de \renormaliser" en rajoutant des constantes.
�Etant donn�e que

jpj(x; t)� pj(0; t)j � kxk k
!
rpj(t)kL1 � kxk 2j k

!
r �!u 
!

u(t)kY1
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o�u k
!
r � !u 
 !

u(t)kY1 2 L1(]0; T [),
P

j�0(pj(x) � pj(0)) converge dans

� 0 et on peut ainsi d�e�nir

p =
X
j>0

pj +
X
j�0

(pj � pj(0))

de sorte qu'on ait
!
rp =Pj2Z

!
rpj = (Id� P)

!
r �!u 
!

u et on conclut.

Remarque. Notre d�emonstration prouve qu'une solution

~u 2 L2([0; T [; (E2)
3)

des �equations de Navier-Stokes appartient �a C([0; T [ ; (B�4;1
1 )3).

3. Existence de solutions \mild".

Dans cette section, nous montrerons les points A et B du Th�eor�eme

2 sur l'existence de solutions \mild" dans les espaces limites. Il s'agit

d'une g�en�eralisation assez directe du th�eor�eme de Kato sur l'existence

de solutions \mild" dans L3.

On consid�ere un espace de Banach E de distributions qui v�eri�e :

(4) S est dense dans E ;

(5) E s'injecte continûment dans L2loc ;

(6) k � kE est invariante par translation.

(E s'injecte alors continûment dans l'espace E2 d�e�ni dans l'intro-

duction).

Pour prouver l'existence de solutions \mild" dans E des �equations

de Navier-Stokes (c'est-�a-dire pour
!
u0 2 E3,

!
r � !u0 = 0, de solu-

tions faibles
!
u(t) 2 C([0; T [ ; (E)3) des �equations de Navier-Stokes sur

]0; T [ v�eri�ant
!
u (0; �) = !

u0), le formalisme de Kato [KAT 2] consiste �a

rechercher un point �xe de la transformation int�egrale

!
u (t) 7�! et�

!
u0 �

Z t

0

e(t�s)� P

!
r �!u 
!

u(s) ds :

On part donc de
!
u (0) = 0 et on pose

!
u (n+1) = et�

!
u0 + B(

!
u (n);

!
u (n))

o�u B(
!
u;

!
v )(t) = � R t

0
P e(t�s)�

!
r �!u 
!

v (s) ds. Si B(�; �) est bicontinu
sur C([0; T [ ; (E)3) et si

(11) kB(!u;!v )(t)kE � �(t) sup
0<s<t

k!u(s)kE sup
0<s<t

k!v (s)kE
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avec limt!0 �(t) = 0, il su�t de choisir T de sorte que sup0<s�T �(t) <

1=(4 k!u0kE) pour voir que !u 7�! et�
!
u 0+B(

!
u;

!
u) est contractante sur

� =
�!
u (t) 2 C([0; T [ ; (E)3) : sup

0�t�T
k!u(t)kE � 2 k!u0kE

	
et envoie � dans lui-même. Cela entrâ�ne l'existence (et l'unicit�e) de
!
u sur [0; T ].

Th�eor�eme (Kato-Cannone).

i) (Kato) Pour p 2 ]3;+1[ , Lp v�eri�e (11) avec

�(t) = Cp t
1=2�3=(2p) :

Il y a donc existence et unicit�e locales des solutions \mild " dans Lp.

ii) (Cannone) Plus en g�en�eral, si E v�eri�e (4), (5), (6) et

k�j(u v)kE � �j kukE kvkE
avec

P
j2Z2

�jjj �j < +1, alors E v�eri�e (11) avec

�(t) = C
�� X

2j
p
t�1

2j �j

�
t+

X
2j
p
t>1

2�j �j
�
:

Il y a donc dans ce cas existence et unicit�e locales des solutions \mild "

dans E.

preuve ([KAT 2], [CAN 1]).

i) Il su�t de remarquer que kjP e�
!
rkjp=(p�1) < +1, puisque

kjP e�
!
rkjp=(p�1)

�
X
j2Z




���!�D
2j

�


���
p=(p�1)




���P
�D
2j

�
e�

!
r



���
1

�
X
j�0

kj!(D)kjp=(p�1) 23j=p kjP
(D)
!
rkj1 2j kje�kj1

+
X
j>0

kj!(D)kjp=(p�1) 23j=p



���P
(D)

1

�




���
1
2�2j kj�e�

!
rkj1
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et donc

kB(!u;!v )(t)kpL

�
Z t

0

kjP e�
!
rkjp=(p�1) (t� s)�1=2�3=(2p) k!u(s)kpL k

!
v (s)kpL ds

� C t1=2�3=(2p) kjP e�
!
rkjp=(p�1) sup

0<s<t

k!u(s)kpL sup
0<s<t

k!v (s)kpL :

ii) Ce point est tout aussi imm�ediat. En e�et, on a

kB(!u;!v )(t)kE �
X
j2Z

�j

Z t

0




���P e(t�s)� !
r


�D
2j

�


���
1
ds

� sup
0<s<t

k!u(s)kE sup
0<s<t

k!v (s)kE :

et


���P e(t�s)� !
r


�D
2j

�


���
1

�

8>>>>><>>>>>:

2j kjP
!
r
(D)kj1 kje�kj1 ; 2j

p
t � 1 ;

1p
t� s

min
n
kje�

!
rkj1 kjP
(D)kj1;
1

4j (t� s)
kj�e�

!
rkj1




���P 1

�

(D)




���
1

o
; 1<2j

p
t :

Dans le cas de L3, (11) devient faux (en fait, B n'est pas continu

sur C([0; T [ ; (L3)3) [ORU]), mais l'algorithme du point �xe converge

encore. En e�et,
!
u (1) = et�

!
u0 v�eri�e sup0<t<T

p
t k!u (1)kL1 < +1 et

limt!0

p
t k!u (1)kL1 = 0, et ces propri�et�es restent v�eri��ees par

!
u (n) :

si G = f!u(t) 2 C([0; T [ ; (L3)3) : supt2]0;T [
p
t k!u(t)kL1 < +1 et

limt!0

p
t k!u(t)kL1 = 0g et si G est norm�e par

sup
t2]0;T [

p
t k!u(t)kL1 + sup

t2]0;T [
k!u(t)kL3 ;

alors B(�; �) est bilin�eaire et continu sur G

kB(!u;!v )(t)k3L �
Z t

0

kjP e�
!
rkj1

1p
t� s

k!u(s)kL3 k!v (s)kL1
p
s
dsp
s

� C k!ukG sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1 ;



Unicit�e dans L
3(R 3) et d'autres espaces fonctionnels 627

kB(!u;!v )(t)kL1 �
Z t

0

kjP e�
!
rkj6=5

1p
t� s

1

(
p
t� s)1=2

� s1=4 k!u(s)kL6 k!v (s)kL1
p
s
ds

s3=4

� Cp
t
sup
0<s<t

s1=4 k!u(s)kL6 sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1

� C 0p
t
k!v kG sup

0<s<t

p
s k!v (s)kL1 ;

d'o�u le th�eor�eme de Kato [KAT 2].

Th�eor�eme (Kato). Si
!
u0 2 (L3)3,

!
r�!u0 = 0, il existe T (

!
u0) > 0 (avec

T = +1 si k!u0kL3 est assez petite) tel que il existe une et une seule so-

lution faible
!
u des �equations de Navier-Stokes sur ]0; T [ qui v�eri�e

!
u 2

C([0; T [ ; (L3)3), sup0<t<T
p
t k!u(t)kL1 < +1, limt!0

p
t k!u(t)kL1

= 0 et
!
u (0; �) = !

u0.

Nous allons maintenant g�en�eraliser le Th�eor�eme B au cas des es-

paces limites. Rappelons qu'un espace limite est pour nous un espace

de Banach E tel que S ,! E ,! L2loc, S est dense dans E, k � kE est

invariante par translation et homog�ene de degr�e �1 par dilatation.

Les exemples que nous consid�ererons seront principalement :

� L3 ;
� les espaces de Besov _Bs;q

p (1 � p < 3, 1 � q < +1, s = 3=p� 1)

et de Triebel-Lizorkin _F s;q
p (1 < p < 3, 1 � q < +1, s = 3=p� 1) ;

� l'espace _F
2;2
1 = fu 2 S 00 : �u 2 H1g o�u H1 est l'espace de

Hardy ;

� pour 2 � p � 3 l'adh�erence de S dans l'espace de Morrey-

Campanato _Mp;3 d�e�ni par : f 2 _Mp;3 si et seulement si f 2 L
p

loc,

supR>0 supx02R3 R
1�3=p(

R
jy�x0j<R jf(y)j

p
dy)1=p < +1.
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3.1. Existence d'une solution globale pour une donn�ee initiale

de norme petite (Th�eor�eme 2.A)).

Rappelons qu'il s'agit de d�emontrer l'existence de �0(E) > 0 tel

que si E est un espace limite qui v�eri�e de plus

(12) k�0(f g)kE � C (kfkE kgkL1 + kfkL1 kgkE)

alors pour
!
u0 2 E3,

!
r�!u0 = 0, k!u0kE < �0, il existe une (unique) solu-

tion
!
u 2 C([0;+1[ ; (E)3) telle que supt>0 k

!
u(t)kE < +1, supt>0

p
t

� k!u(t)kL1 < +1 et limt!0

p
t k!u(t)kL1 = 0.

Remarquons que (12) est imm�ediat pour E = L3 ou _Mp;3 (puisque

dans ce cas kf gkE � kfkE kgkL1) et facile pour E = _F s;q
p ou _Bs;q

p ,

p < 3, s = 3=p � 1 : on utilise le paraproduit de Bony f g = �(f; g) +

�(g; f) +R(f; g) et on a

k�0�(f; g)kE � k�0�(f; g)kLp
� C kgkL1 (k��1fkLp + k�0fkLp + k�1fkLp)
� C 0 kgkL1kfkE

et

k�0R(f; g)kE � k�0R(f; g)kLp

�
X
j��2

X
jl�jj�2

k�0 (�jf) (�lg)kLp

� C kgkL1
X
j��2

2j(1�3=p) kfkE

= C 0 kfkE kgkL1 :

La d�emonstration de l'existence de
!
u est quasi imm�ediate. On introduit

E1 = f!u (t) 2 C([0;+1[ ; (E)3) :

sup
t>0

(k!u(t)kE +
p
t k!u(t)kL1) < +1; lim

t!0

p
t k!u(t)kL1 = 0g :

On v�eri�e d'abord que et�
!
u0 2 E1. En e�et, ke�fkL1 � C kfkE est

imm�ediat puisque E ,! S 0 et kf(x� x0)kE = kfkE , d'o�u ket�fkL1 �
(C=

p
t) kfkE par homog�en�eit�e. Les in�egalit�es

ket�!u0kE � kje�kj1 k!u0kE et ket�!u0kL1 � Cp
t
k!u0kE
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sont donc imm�ediates; limt!0 ket�!u0kL1 = 0 vient alors de ce que S
est dense dans E.

On v�eri�e ensuite que

ke(t�s)� P

!
r �!u 
!

v (s)kE

� C
1p
t� s

1p
s
(k!u(s)kE

p
s k!v (s)kL1 + k!v (s)kE

p
s k!u(s)kL1) :

Il su�t de prouver que

k�j(
!
u 
!

v )kE � C (k!ukE k!v kL1 + k!v kE k!ukL1) ;

puis queX
j2Z




���e(t�s)� P

!
r


�D
2j

�


���
1

�
X

2j
p
t�s�1

2j kjP
!
r
(D)kj1

+
X

2j
p
t�s>1

1

2j (t� s)




���P 1

��
!
r
(D)




���
1
kj� e�kj1

� C
1p
t� s

:

(ce qui donne ke(t�s)� P

!
r �!u 
!

v (s)k _B
0;1

E

� (C=
p
t� s) (k!ukE k!v kL1

+ k!v kE k!ukL1).
On a en particulier

ke(t�s)� P

!
r �!u 
!

v (s)kL1 � Cp
t� s

k!ukL1 k!v kL1

et

ke(t�s)� P

!
r �!u 
!

v (s)kL1

� Cp
t� s

ke((t�s)=2)� P

!
r �!u 
!

v (s)kE k!ukL1

� C

t� s
(k!ukE k!v kL1 + k!v kE k!ukL1)
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d'o�u

ke(t�s)� P

!
r �!u 
!

v (s)kL1

� C

(t� s)3=4

q
k!ukL1 k!v kL1

q
k!ukE k!v kL1 + k!ukL1 k!v kE :

Comme Z t

0

dsp
s
p
t� s

=

Z 1

0

d�p
�
p
1� �

< +1

et Z t

0

ds

s1=4 (t� s)3=4
=

Z 1

0

d�

�1=4 (1� �)3=4
< +1

on voit que B(�; �) est bilin�eaire continu de E1 �E1 dans E1.

On consid�ere alors F (
!
u)(t) = et�

!
u0+B(

!
u;

!
u )(t) et on va montrer

que pour un bon choix de R > 0, F est une contraction de la boule

B(0; R) � E1 dans elle-même. En e�et, si � est la norme de l'op�erateur

B sur E1 �E1, on a

kF (!u)kE1 � ket�!u0kE1 + � k!uk2E1
et

kF (!u)� F (
!
v )kE1 = kB(!u;!u)� B(

!
v ;

!
v )kE1

� kB(!u �!
v ;

!
u)kE1 + kB(!v ;!u �!

v )kE1
� � k(!u �!

v )kE1 (k!ukE1 + k!v kE1)

et il su�t de choisir R tel que(
ket�!u0kE1 + �R2 � R ;

2�R < 1 :

La valeur

R =
1�

q
1� 4� ket�!u0kL1

2�

remplit les deux conditions et de plus R < 2 ket�!u0kE1 � 2C k!u0kE .
Pour k!u0kE < (2�)=C, il existe un unique point �xe

!
u 2 B(0; R) �

E1 de l'application F .
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3.2. Existence locale (Th�eor�eme 2.B)).

Lorsque
!
u0 est trop grand, la condition (12) ne su�t plus �a assurer

la contractivit�e de l'application F : en e�et kB(!u;!u�!
v )kE se contrôle

par

sup
s>0

k!u(s)kE sup
s>0

p
s k!u(s)�!

v (s)kL1

+ sup
s>0

p
s k!u(s)kL1 sup

s>0

k!u (s)�!
v (s)kE

et dans le premier terme sups>0 k
!
u(s)kE ne peut plus être rendu assez

petit pour garantir que F soit contractante. On va donc demander �a

E de v�eri�er une forme modi��ee de (12) o�u le poids de la norme sera

att�enu�e

(13)

il existe � 2 ]0; 1[ tel que pour tout " > 0

il existe M(") > 0 tels que pour tous f; g 2 E \ L1

k�0(f g)kE �M(") kfkE kgkL1 + " kgkE kfk�L1 kfk1��E :

A nouveau, (13) est v�eri��ee par les espaces que nous consid�erons : pour

L3 ou _Mp;3 c'est imm�ediat puisque k�0(f g)kE � kfkE kgkL1. Pour

E = _F s;q
p , E = _Bs;q

p , p < 3, s = 3=p � 1, on le v�eri�e en utilisant �a

nouveau le paraproduit de Bony : on a k�0(f g)kE � k�0(f g)kLp et

on sait d�ej�a que k�0(�(f; g))kE � C kfkE kgkL1 et k�0(R(f; g))kE �
C kfkE kgkL1 de sorte qu'il ne reste �a �etudier que k�0(�(g; f))kLp. On
�ecrit

�0�(g; f) = �0�((S3g � S�3g); SLf) + �0�((S3g � S�3g); f � SLf) :

On a

k�0�((S3g � S�3g); f � SLf)kLp � C kS3g � S�3gkL1 kf � SLfkLp
� C 0 kgkL1 kfkE 2�L(3=p�1) :

Pour I = k�0�((S3g � S�3g); SLf)kLp on remarque que I se majore

par

kS3g � S�3gkLp kSLfkL1 � C kgkE kfkL1
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et, en choisissant � > 3 > p et 1=q + 1=� = 1=p, que I se majore

�egalement par

kS3g � S�3gkLq kSLfkL� � C kgkE
X
j<L

k�jfkL�

� C kgkE
X
j<L

2j(1�3=�) kfkE

� C 0 kgkE kfkE 2L(1�3=�) :

En faisant la moyenne g�eom�etrique de ces deux estimations, on obtient

pour L < 0

k�0�(g; f)kLp

� C kgkL1 kfkE 2L(1�3=p) + C 0 kgkE kfk1=2E kfk1=2L1 2L(1=2�3=(2�)) :

On obtient que E v�eri�e (13) en prenant � = 1=2 et en choisissant,

pour " > 0 �x�e, L tel que C 0 2L(1=2�3=(2�)) < ".

Nous pouvons maintenant d�emontrer le point B du Th�eor�eme 1.

On consid�ere �a nouveau F (
!
u)(t) = et�

!
u0+B(

!
u;

!
u)(t) et on va montrer

qu'il existe T > 0, � > 0 et R > 0 tels que l'application F soit une

contraction de l'espace ET;�;R d�e�ni par

ET;�;R = f!u(t) 2 C([0; T [ ; (E)3) :
sup

0<s<T

p
s k!u (s)kL1 � �; sup

0<s<T

k!u(s)kE � R; lim
t!0

p
t k!u(t)kL1=0g

qui est un ferm�e du Banach ET;1, l'analogue sur [0; T [ de E1 , norm�e

par

k!ukET;1 = sup
0<s<T

p
s k!u(s)kL1 + sup

0<s<T

k!u(s)kE :

On commence par v�eri�er le lemme suivant.

Lemme 5. Pour
!
u;

!
v 2 ET;1 et " > 0 on a

kB(!u;!v )(t)k _B
0;1

E

+ kB(!v ;!u)(t)k _B
0;1

E

� C (" sup
0<s<t

k!u (s)kE ( sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1)� ( sup

0<s<t

k!v (s)kE)1��

+M(") sup
0<s<t

k!v (s)kE sup
0<s<t

p
s k!u(s)kL1)

(14)
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et aussi

p
t kB(!u;!v )(t)kL1 +

p
t kB(!v ;!u)(t)kL1

� C
�
"1=2

r
sup
0<s<t

k!u(s)kE sup
0<s<t

p
s k!u(s)kL1

�
r�

sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1

��+1�
sup
0<s<t

k!v (s)kE
�1��

+M(")1=2 sup
0<s<t

p
s k!u (s)kL1

(15)

�
r

sup
0<s<t

k!v (s)kE sup
0<s<t

p
s k!v (s)kL1

�
:

En particulier, si lims!0

p
s k!u (s)kL1 = lims!0

p
s k!v (s)kL1 =

0, on a bien

lim
s!0

kB(!u;!v )(s)kL1 = 0 et B(
!
u;

!
v ) 2 C([0; T [ ; ( _B0;1

E )3) :

Preuve du Lemme. Les transformations de Riezs op�erent continû-

ment sur _B
0;1
E , de sorte qu'on peut se ramener �a l'�etude de l'op�erateur

scalaire

A(u; v)(t) =

Z t

0

e(t�s)�
p
��(u v)(s) ds :

On remarque d'abord que � d�e�ni par e�
p�� = �(D) v�eri�e j�(x)j �

C=(1 + jxj4) : il su�t de remarquer que

(1 + jxj4)�(x) = 1

(2�)3

Z
R3

(Id + �2
�) (j�j e��

2

) eihx;�i d�

et que

�2
�(j�j e�j�j

2

) = C � + �(�)

o�u �(�) est O(1=j�j2) au voisinage de 0 et �a d�ecroissance rapide �a l'in�ni,
de sorte que � 2 L1. Cela entrâ�ne pour f 2 E1, k� � fkL1 � C kfkE1

puisque X
k2Z3

sup
maxi jyi�kij�1

j�(y)j < +1 ;
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et donc � � f 2 C0 (par densit�e de S dans E1 et puisque pour � 2
L1 on a � � f 2 C0 lorsque f 2 S). En particulier pour u; v 2 E,p�� e�(u v) 2 S 00.

Pour montrer l'in�egalit�e (14), il su�t d'estimer

I =

Z t

0

ke(t�s)�
p
��u v(s)k _B

0;1

E

ds :

Pour cela, on �ecrit

I =

Z t

0

X
j2Z

Ij ds

avec

Ij(s) = k�j e
(t�s)�p��u v(s)kE :

Ij(s) se contrôle facilement

Ij(s) � inf
n
kje(t�s)�kj1




���p�� 

�D
2j

�


���
1
;

kj�2e(t�s)�kj1



���p��

�2


�D
2j

�


���
1

o
k�j u v(s)kE

� C inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o
k�ju v(s)kE

� C 0 inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o
� (M(") kv(s)kE ku(s)kL1
+ " ku(s)kE kv(s)k�L1 (2j kv(s)kE)1��)

et donc

I � C
�
" sup
0<s<t

ku(s)kE
�
sup
0<s<t

p
s kv(s)kL1

���
sup
0<s<t

kv(s)kE
�1��

�
Z t

0

X
j2Z

inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o2j(1��)
s�=2

ds

+ CM(") sup
0<s<t

p
s ku(s)kL1 sup

0<s<t

kv(s)kE

�
Z t

0

X
j2Z

inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o dsp
s

�
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� C
�
" sup
0<s<t

ku(s)kE
�
sup
0<s<t

p
s kv(s)kL1

���
sup
0<s<t

kv(s)kE
�1��

+M(") sup
0<s<t

p
s ku(s)kL1 sup

0<s<t

kv(s)kE
�

car les deux int�egrales se majorent respectivement parZ t

0

ds

s�=2 (t� s)1��=2
=

Z 1

0

d�

��=2 (1� �)1��=2

et par Z t

0

dsp
s
p
t� s

=

Z 1

0

d�p
�
p
1� �

:

Pour (15) on part de l'in�egalit�e (qu'on vient de d�emontrer)

ke((t�s)=2)�
p
��(u v)(s)kE

� C
� 1

s�=2
1

(t� s)1��=2
" ku(s)kE (

p
s kv(s)kL1)� kv(s)k1��E

+
1p
s

1p
t� s

M(")
p
s ku(s)kL1 kv(s)kE

�
et de

ke((t�s)=2)� w(s)kL1 � C
1p
t� s

kw(s)kE
pour en conclure

ke(t�s)�
p
��(u v)(s)kL1

� C
� "

s�=2 (t� s)3=2��=2
ku(s)kE (

p
s kv(s)kL1)� kv(s)k1��E

+
M(")p
s (t� s)

p
s ku(s)kL1 kv(s)kE

�
;

par ailleurs

ke(t�s)�
p
�� u v(s)kL1 � C

1

s

1p
t� s

p
s ku(s)kL1

p
s kv(s)kL1

d'o�u en moyennant

ke(t�s)�
p
��u v(s)kL1

� C
�
"1=2

1

s�=4+1=2
1

(t� s)1��=4

�
q
ku(s)kE

p
s ku(s)kL1 (

p
s kv(s)kL1)�+1 kv(s)k1��E

+M(")1=2
1

s3=4
1

(t� s)3=4

p
s ku(s)kL1

q
kv(s)kE

p
s kv(s)kL1

�
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et (15) est d�emontr�ee car les deux int�egrales se majorent respectivement

par Z t

0

ds

s�=4+1=2 (t� s)1��=2
=

1p
t

Z 1

0

d�

��=4+1=2 (1� �)1��=2

et par Z t

0

ds

s3=4 (t� s)3=4
=

1p
t

Z 1

0

d�

�3=4 (1� �)3=4
:

Le lemme est donc d�emontr�e.

Fin de la d�emonstration. Il s'agit de trouver T;R et � pour que F

soit contractante sur ET;R;� et laisse ET;R;� stable. On �ecrit

kF (!u)� F (
!
v )kET;�;R = B(

!
u �!

v ;
!
u) + B(

!
v ;

!
u �!

v )

et on applique (14) et (15) pour obtenir, pour
!
u;

!
v 2 ET;�;R

kF (!u)� F (
!
v )kET;1

� C sup
0<s<T

k!u(s)�!
v (s)kET;1

�
"R+M(") �+

p
"
p
R�+

p
M(") �

�
de sorte que on va imposer

"R+M(") �+
p
"
p
R�+

p
M(") � <

1

C
;

il su�t de prendre8>><>>:
" <

1

3C R
;

� < min
n 1

9C2 "R
;

1

3C (M(") +
p
M("))

o
:

ce qui �xe le choix de � en fonction de R.

Il reste �a assurer que ET;�;R soit stable sous l'action de F . Il su�t

d'�ecrire pour
!
u 2 ET;�;R, pour t < T

kF (!u)(t)kE � ket�!
u0kE + kB(!u;!u)(t)kE

� k!u0kE + C "R ��R1�� + CM(") �R
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et

p
t kF (!u)(t)kL1

�
p
t ket�!

u0kL1 + C
p
"
p
�R

p
�1+�R1�� + C

p
M(") �

p
�R :

Si on impose �a � les conditions suppl�ementaires

� � min
n 1

4CM(")
;

1

(4R1��C ")1=�

o
;

� � min
n 1

(16C2 "R2��)1=�
;

1

(4CM(")1=2)2R

o
;

on obtient

kF (!u)(t)kE � k!u0kE +
R

2
;

p
t kF (!u)(t)kL1 �

p
t ket�!

u0kL1 +
�

2
:

On prend donc R = 2 k!u0kE , � assez petit (en fonction de R), puis T tel

que sup0<t<T
p
t ket�!

u0kL1 � �=2 et la d�emonstration est termin�e :

ET;�;R est stable et F y est contractante.

4. Unicit�e des solutions \mild": les espaces limites \r�eguliers".

Nous nous int�eressons dans cette section et dans les suivantes au

probl�eme de l'unicit�e des solutions dans F = C([0; T [ ; E3) pour un

espace limite E. Rappelons que l'existence de solutions \mild" a �et�e

�etablie �a l'aide d'un th�eor�eme de point �xe dans le sous-espace F� =

f~u 2 F :
p
t ~u 2 (L1(]0; T [�R3))3; limt!0

p
t k~uk1 = 0g. L'unicit�e

dans F� est donc imm�ediate et le probl�eme est de s'a�ranchir de la

contrainte
p
t ~u 2 (L1(]0; T [�R3))3.

4.1. Un cas �el�ementaire: le th�eor�eme de Le Jan et Sznitman.

R�ecemment Le Jan et Sznitman ont montr�e qu'il existait des es-

paces limites E tels que l'op�erateur bilin�eaire (~u;~v) �! B(~u;~v) op�erait
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continûment sur L1(]0; T [ ; E3) de sorte que le probl�eme de l'unicit�e se

r�esolvait directement dans L1(]0; T [ ; E3) [LJS].

Th�eor�eme (Y. Le Jan-A. S. Sznitman). Soit �PM = fu(x) 2 S 00 :

sup�2R3 j�j2 jbu(�)j <1g. Alors

B(
!
u;

!
v )(t) =

Z t

0

P e(t�s)�
!
r � (!u 
!

v )(s) ds

est bicontinu de

L1(]0;1[ ; (�PM)3)� L1(]0;1[ ; (�PM)3)

dans

L1(]0;1[ ; (�PM)3) :

Nous en donnons ici une preuve due �a M. Cannone [CAN 2].

Lemme 6. Soient
!
f ;

!
g 2 (�PM)3. Alors

sup
�2R3

j�j jF(
!
f )(�) � F(!g )(�)j � C sup

�2R3
j�j2 jF(

!
f )(�)j sup

�2R3
j�j2 jF(!g )(�)j :

Preuve. Il su�t de montrer queZ
R3

1

j� � �j2 j�j2 d� � C
1

j�j ;

c'est imm�ediat puisque l'int�egrande est bien int�egrable (au voisinage de

0, de � et �a l'in�ni) et que l'int�egrale d�e�nit bien une fonction radiale

homog�ene de degr�e �1 de �.

Preuve du th�eor�eme. On veut �evaluer

sup
t>0

sup
�2R3

j�j2
��� Z t

0

F(P e(t�s)�
!
r � (!u 
!

v )(s))(�) ds
��� :

En passant aux composantes et en majorant, on a

sup
t>0

sup
�2R3

j�j2
Z t

0

e�(t�s)j�j
2 j�j j(bu � bv)(s; �)j ds

� C
�
sup
s>0

sup
�2R3

j�j2 jbu(s; �)j�� sup
s>0

sup
�2R3

j�j2 jbv(s; �)j� sup
t>0

sup
�2R3

�
1�e�tj�j2�

= C
�
sup
s>0

sup
�2R3

j�j2 jbu(s; �)j�� sup
s>0

sup
�2R3

j�j2 jbv(s; �)j� :
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Le r�esultat de Le Jan et Sznitman nous a permis alors de r�esoudre le

probl�eme de l'unicit�e pour E = �H1 = fu 2 S 00 : �u 2 H1g = _F
2;2
1 ,

un sous-espace de L3 que nous �etudions comme cas d'�ecole plus simple

que L3 :

Corollaire 2. Si k~u0k�H1 est assez petite, la solution globale �a la Kato

est l'unique solution dans C([0;+1[ ; (�H1)3).

Preuve. On remarque d'abord que �H1 est un sous-espace de �PM.

Soit
!
v (t) une autre solution dans C([0; T [ ; (�H1)3) avec même donn�ee

initiale
!
u0(x) =

!
v (0; x). Nous donnons �a cela la signi�cation suivante

!
v (t) = et�

!
u0 �

Z t

0

P e(t�s)�
!
r � (!v 
!

v )(s) ds ; dans S 0 :

Soit t0 = sup ft � 0 :
!
u (s) � !

v (s) sur [0; t]g (�evidemment cet ensem-

ble n'est pas vide). Supposons t0 < T .

On a, en posant
!
u(t)�!

v (t) =
!
w(t)

k!w(t)k�PM

= kB(!u;!u)(t)� B(
!
v ;

!
v )(t)k�PM

= kB(!w;!u)(t) + B(
!
v ;

!
w)(t)k�PM

� C sup
0<s<t

k!w(s)k�PM

�
sup
0<s<t

k!u(s)k�PM + sup
0<s<t

k!v (s)k�PM

�
� C sup

0<s<t

k!w(s)k�PM

�
2 sup
0<s<t

k!u(s)k�H1 + sup
0<s<t

k!w(s)k�H1

�
:

!
u(t) �etant la solution �a la Kato, pour tout t > 0, k!u (s)k�H1 < 1=(4C)

pourvu que k!u0k�H1 < � < �0(�H1).

Par ailleurs il existe t1 > t0 tel que sup0<s<t1 k
!
w(s)k�H1 < 1=(4C)

grâce �a la continuit�e de
!
u(t);

!
v (t) et �a la d�e�nition de t0.

Donc

sup
0<s<t1

k!w(s)k�PM � 3

4
sup

0<s<t1

k!w(s)k�PM ;

d'o�u
!
w(s) � 0 sur [0; t1[ dans �PM et donc dans �H1, ce qui contredit

la d�e�nition de t0.
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Il est int�eressant de remarquer, comme l'a fait M. Cannone

[CAN 2], que l'espace �PM dans lequel on peut d�emontrer la biconti-

nuit�e de l'op�erateur bilin�eare n'est rien d'autre qu'un espace de Besov.

En e�et

�PM = _B
2;1
PM = ff 2 S 00 : sup

j2Z
22j k�jfkPM < +1g :

C'est cette remarque qui nous a permis d'�etendre ce premier r�esultat

d'unicit�e �a d'autres espaces fonctionnels limites simples comme nous

allons le voir dans la section suivante.

4.2. Espaces limites r�eguliers.

Nous allons caract�eriser dans ce paragraphe les espaces fonctionnels

pour lesquels on peut adapter imm�ediatement la m�ethode utilis�ee pour

�H1.

D�e�nition 6. Un espace fonctionnel limite r�egulier pour les �equations

\mild " de Navier-Stokes est un espace E limite au sens de la D�e�nition

3 qui v�eri�e de plus la propri�et�e suivante

(16)

il existe C > 0 tel que pour tous f; g 2 E;
k�0(f g)kE � C sup

j2Z
k�jfkE sup

j2Z
k�jgkE :

On remarquera que la propri�et�e (16) peut se r�e-�ecrire

k�j(f g)kE � C 2j kfk _B
0;1

E

kgk _B
0;1

E

:

Soit X un espace de Banach; on notera C�([0; T [ ; X) le sous-espace

des fonctions f(t; x) de L1([0; T [ ; X) qui sont continues de [0; T [�! X

au sens des distributions.

Lemme 7. Soit E un espace limite r�egulier, T 2 ]0;1] et
!
u(t);

!
v (t) 2

C([0; T [ ; (E)3).

Alors pour tout t 2 ]0; T [ l'int�egrale

B(
!
u;

!
v )(t) = �

Z t

0

P e(t�s)�
!
r � (!u 
!

v )(s) ds
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converge au sens des distributions vers un �el�ement de ( _B
0;1
E )3.

De plus B(
!
u;

!
v )(t) 2 C�([0; T [ ; ( _B0;1

E )3) et en particulier

lim
t!0

B(
!
u;

!
v )(t) = 0

dans (S 0)3 et

kB(!u;!v )(t)k _B
0;1

E

� C sup
0<s<t

k!u(s)k _B
0;1

E

sup
0<s<t

k!v (s)k _B
0;1

E

;

pour tout t 2 [0; T [ .

Preuve. Les transform�ees de Riesz agissant continûment sur _B
0;1
E ,

on peut encore une fois d�emontrer le lemme pour l'op�erateur scalaire

A(u; v)(t) =

Z t

0

e(t�s)�
p
��u v(s) ds :

On a que e(t�s)�
p��u v(s) 2 E, pour tout s 2 [0; t[ et aussi,Z �

0

e(t�s)�
p
��u v(s) ds

converge dans E � S 00 pour tout � 2 [0; t[ .

On montre maintenant que pour tout � 2 S il existe

lim
�!t

DZ �

0

e(t�s)�
p
��u v(s) ds; �

E
et que cette limite est dans S 00. On aDZ �

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds; �

E
=
DX
j2Z

�j

Z �

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds; �

E

=
X
j2Z

D
�j

Z �

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds;


�D
2j

�
�
E

=
X
j2Z

2j
D 1

2j
�j

Z �

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds;


�D
2j

�
�
E

=
X
j2Z

2j
D
fj(�);


�D
2j

�
�
E
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o�u on a appel�e

fj(�) =
1

2j
�j

Z �

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds :

On a que fj(�) 2 E et fj(�) �! fj(t) dans E.

De plus, kfj(�)kL1 � C, pour tous j 2 Z, � 2 [0; t]; en e�et

1

2j

Z �

0

ke(t�s)�
p
�� �j(u v)(s)kL1 ds

� 1

2j

Z �

0




���e(t�s)�p�� 

�D
2j

�


���
1
2j k�j(u v)(s)kE ds

�
Z �

0

inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o
2j ku(s)k _B

0;1

E

kv(s)k _B
0;1

E

ds

�
Z 1

0

inf
n
1;

1

�2

o
d� sup

0<s<t

ku(s)k _B
0;1

E

sup
0<s<t

kv(s)k _B
0;1

E

� C sup
0<s<t

ku(s)k _B
0;1

E

sup
0<s<t

kv(s)k _B
0;1

E

:

On conclut que

lim
�!t

X
j2Z

2j
D
fj(�);


�D
2j

�
�
E
=
X
j2Z

h2jfj(t); �i

grâce au th�eor�eme de convergence domin�ee, et donc dans S 0Z t

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds =

X
j2Z

2jfj(t) :

En�n on a que

S0(A(u; v)(t)) =
X
j�0

2j S0 fj(t) 2 C0

car

kS0fj(t)kL1 � C ; pour tout j 2 Z

et S0fj(t) 2 C0, ce qui entrâ�ne que A(u; v)(t) 2 S 00, pour tout t 2 [0; T [ .
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Il faut maintenant prouver que

sup
j2Z

Z t

0

k�j e
(t�s)�p�� u v(s)kE ds <1 :

Or, d'apr�es le Lemme 3, Section IZ t

0

k�j e
(t�s)�p�� u v(s)kE ds

�
Z t

0

inf
n
2j;

2j

(4j (t� s))2

o
k�j(u v)kE ds

� C sup
0<s<t

ku(s)k _B
0;1

E

sup
0<s<t

kv(s)k _B
0;1

E

Z 4jt

0

1

1 + �2
d�

ce qui permet de conclure.

On obtient donc le th�eor�eme d'unicit�e suivant.

Th�eor�eme 3. Soit E un espace fonctionnel limite r�egulier pour les

�equations de Navier-Stokes. Alors si
!
u(t) 2 C([0;+1[ ; (E)3) est la

solution �a la Kato avec donn�ee initiale
!
u0 telle que

!
r � !u0 = 0 et

k!u0kE � �0(E) et si pour un T 2 ]0;+1],
!
v (t) 2 C([0; T [ ; (E)3) et

!
v (t) = et�

!
u0 + B(

!
v ;

!
v )(t) dans S 0, alors !

v (t) =
!
u(t) sur [0; T [ .

Preuve. Remarquons tout d'abord que si

!
v (t) = et�

!
u0 �

Z t

0

P e(t�s)�
!
r � (!v 
!

v )(s) ds

du lemme pr�ec�edent il s'ensuit que
!
v (0) =

!
u0, ce qui justi�e qu'il s'agit

bien l�a d'une autre solution avec même donn�ee initiale.

Il su�t maintenant tout simplement de reprendre mot �a mot la

preuve de l'unicit�e dans l'espace �H1. En substituant _B
0;1
E �a l'espace

�PM et E �a �H1 on obtient l'in�egalit�e suivante

k!w(t)k _B
0;1

E

� C sup
0<s<t

k!w(s)k _B
0;1

E

�
2 sup
0<s<t

k!u(s)kE + sup
0<s<t

k!v (s)kE
�
:

d'o�u on peut conclure.
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Exemples.

Proposition 2. Pour 1 � p < 3, 1 � q < +1, s = 3=p � 1, _Bs;q
p et

_F s;q
p sont des espaces fonctionnels limites r�eguliers, pour les �equations

de Navier-Stokes. En particulier _H1=2 = _B
1=2;2
2 est un espace limite

r�egulier.

Preuve. On utilise le paraproduit de Bony

�0(f g) = �0

� X
jlj�2

�lf Sl�2 g
�
+�0

� X
jlj�2

�l g Sl�2f
�

+�0

� X
l��3

�l f

2X
"=�2

�l+" g
�

= �0 �+�0 � +�0 
 :

On a

k�0�kLp �
2X

l=�2
k�lfkLpkSl�2 gkL1 � C kfk _B

s;1

p
kgk _B

s;1

p

et k�0�kLp se contrôle de mani�ere similaire.

Venons au contrôle de �0
. On pose q = +1 si 1 � p < 3=2, q = 3

si 3=2 � p < 3. On a alors p < q, 1=p+1=q � 1 et 3=q > 1�s = 2�3=p.

En posant r = p q=(p+ q) il r�esulte 1 � r � p et




�lf
� 2X
"=�2

�l+" g
�




Lr
� k�lfkLp




 2X
"=�2

�l+" g




Lq

� C 2�ls 2�ls 2l(3=p�3=q) kfk _B
s;1

p
kgk _B

s;1

p

= C 2l(1�s�3=q) kfk _B
s;1

p
kgk _B

s;1

p
:

de sorte que

k�0
kLp � k�0
kLr � C
X
j��3

2j(1�s�3=q) kfk _B
s;1

p
kgk _B

s;1

p
:

Il faut remarquer que pour _Bs;1
p le r�esultat est vrai quitte �a se restrein-

dre �a l'adh�erence de S.
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Remarque. Le r�esultat d'unicit�e du Th�eor�eme D vaut aussi sans la

condition de petitesse de la donn�ee initiale. Ce même r�esultat dans les

espaces de Besov, dans les deux cas de donn�ee petite ou quelconque, a

�et�e obtenu de mani�ere ind�ependante par J. Y. Chemin [CHE].

5. Unicite dans l'espace L3.

Nous passons maintenant au r�esultat principal de cet article: l'uni-

cit�e L3. Nous commen�cons par le cas des petites normes, comme pour

la section pr�ec�edente, pour lequel la d�emonstration est simple. Le cas

g�en�eral sera trait�e ensuite.

5.1. Unicit�e des solutions \mild" globales avec donn�ee initiale

petite en norme L3.

L'existence d'une solution \mild" dans L3 est classique [KAT 2].

Par ailleurs nous l'avons retrouv�ee dans le Th�eor�eme B, Section 3.

Si on reprend cependant la preuve de l'unicit�e dans E limite \r�e-

gulier", on s'aper�coit que �nalement on n'a fait que plonger E dans l'

espace plus grand _B
0;1
E dans lequel l'op�erateur bilin�eaire B(

!
u;

!
v )(t)

est bicontinu. Dans le cas de L3 le candidat naturel est le Besov _B
0;1
3 ,

qui cependant pr�esente deux sortes d'obstructions. D'abord le produit
!
u 
!

v n'est pas en g�en�eral bien d�e�ni dans S 0, _B
0;1
3 ne s'injectant pas

dans L2loc. Ensuite, même en se restreignant aux �el�ements de L3 � _B
0;1
3

on ne peut plus �etablir la bicontinuit�e car la majoration

k�0(u v)kL3 � C kuk _B
0;1
3

kvk _B
0;1
3

ne vaut plus. Par exemple, soient u0 2 L3, bu0 �a support dans la

boule de centre 0 et de rayon 1, uj(x) = u0(x) e
i2jhx;!e 1i et vj(x) =

u0(x) e
�i2jhx;!e 1i; en d�e�nissant alors uN =

PN

j=1(1=j)uj et vN =PN

j=1 vj on a que uN et vN appartiennent �a L3 et �juN � (1=j)uj,

�jvN � vj , mais dans le paraproduit


�0

� X
j��3

�juN�jvN

�



L3
6� C kuNk _B

0;1
3

kvNk _B
0;1
3

car

kuNk _B
0;1
3

= C sup
1�j�N

1

j
; kvNk _B

0;1
3

= C et

NX
j=1

1

j
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n'est pas domin�e par sup1�j�N 1=j.

Toujours en reprenant la preuve de l'unicit�e dans E limite r�egulier,

on peut remarquer qu'il a �et�e essentiel d'�ecrire

!
u �!

v =
!
w = B(

!
w;

!
u) + B(

!
v ;

!
w) ;

ce qui conduit �a la majoration

k!w(t)k _B
0;1

E

� C sup
0<s<t

k!w(s)k _B
0;1

E

�
sup
0<s<t

k!u(s)kE + sup
0<s<t

k!v (s)kE
�
:

Cela sugg�ere de pr�eciser l'appartenance fonctionnelle de
!
w(t) et d'envi-

sager donc une bicontinuit�e de l'op�erateur B(
!
u;

!
w)(t) qui ne serait plus

\sym�etrique".

On commence par remarquer que si
!
u ,

!
v 2 C([0;+1[ ; (L3)3) alors

!
w(t) = B(

!
u;

!
u )(t)� B(

!
v ;

!
v )(t) 2 _B

0;1
3 ;

pour tout t > 0, car

kB(!u;!v )(t)k _B
0;1
3

� C sup
0<s<t

k!u (s)kL3 sup
0<s<t

k!u(s)kL3 :

En e�et, il su�t encore une fois d'�etudier l'op�erateur scalaire A(u; v)(t).

L'estimation sur kjP e(t�s)�
!
r
(D=2j)kj1 obtenue dans la Section

3 nous am�ene �a

k�jA(u; v)(t)kL3 � C

Z t

0

inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o
k�j(u v)(s)kL3 ds :

Par ailleurs

k�j(u v)(s)kL3 � C 2j k�j(u v)(s)kL3=2

� C kj!(D)kj1 2j ku(s)kL3kv(s)kL3

ce qui donne

k�jA(u; v)(t)kL3 � C

Z 4jt

0

1

1 + �2
d� sup

0<s<t

ku(s)kL3 sup
0<s<t

kv(s)kL3 :

On a de plus les r�esultats suivants.



Unicit�e dans L
3(R 3) et d'autres espaces fonctionnels 647

Lemme 8. Il existe C > 0 tel que pour tout T 2 ]0;+1], pour tout
!
u(t);

!
v (t) 2 C([0; T [ ; (L3)3), pour tout

!
w 2 C([0; T [ ; ( _B

1=2;1
2 )3) on a

pour 0 < t < T

kB(!u;!v )(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

k!u (s)kL3 sup
0<s<t

k!v (s)kL3

kB(!v ;!w)(t)k _B
1=2;1

2

+ kB(!w;!v )(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

k!v (s)kL3 sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

:

Preuve. Toujours concernant l'op�erateur scalaire il s'agit de montrer

que

kA(u; v)(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

ku(s)kL3 sup
0<s<t

kv(s)kL3(17)

kA(u;w)(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

ku(s)kL3 sup
0<s<t

kw(s)k _B
1=2;1

2

:(18)

La d�emonstration de (17) est imm�ediate. On a même A(u; v) 2 _B
1;1
3=2

�
_B
1=2;1
2 . En e�et, l'estimation

2j k�j(u v)(s)kL3=2 � kj!(D)kj1 2j ku(s)kL3 kv(s)kL3

donne comme dans la remarque pr�ec�edente

2j k�jA(u; v)(t)kL3=2

� C

Z t

0

inf
n
2j ;

2j

(4j (t� s))2

o
2j k�j(u v)(s)kL3=2 ds

�
Z 4jt

0

1

1 + �2
d� sup

0<s<t

ku(s)kL3 sup
0<s<t

kv(s)kL3 :

(18) se d�emontre de mani�ere analogue, en rempla�cant l'estimation

2j k�j(u v)kL3=2 � C 2j kukL3 kvkL3

par

2j=2 k�j(v w)kL2 � C 2j kvkL3 kwk _B
1=2;1

2

:



648 G. Furioli, P. G. Lemari�e-Rieusset et E. Terraneo

Pour �etablir cette in�egalit�e, on �ecrit, toujours suivant la technique du

paraproduit de Bony

�j(v w) = �j

� X
jl�jj�2

�l v Sl�2 w
�
+�j

� X
jl�jj�2

�l wSl�2 v
�

+�j

� X
l�j�3

�l v
� 2X
"=�2

�l+" w
��

= �j �j +�j �j +�j 
j :

On contrôle k�j�jkL2 en remarquant que

k�jvkL3 � kj!(D)kj1 kvkL3

et que

kSl�2 wkL6 �
X
k�l�3

k�kwkL6

� C
X
k�l�3

2k k�kwkL2

� C
X
k�l�3

2k=2 kwk _B
1=2;1

2

� C 2l=2 kwk _B
1=2;1

2

:

On contrôle k�j �jkL2 en remarquant que

k�lwkL2 � 2�l=2 kwk _B
1=2;1

2

et que

kSl�2 vkL1 � C 2lkvkL3 :

En�n on contrôle k�j
jkL2 en remarquant que

k�jvkL3 � kj!(D)kj1 kvkL3

et

k�l wkL2 � 2�l=2 kwk _B
1=2;1

2

;
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d'o�u

k�j
jkL6=5 � C kvkL3 kwk _B
1=2;1

2

X
l�j

2�l=2 � C 2�j=2 kvkL3 kuk _B
1=2;1

2

;

puis que k�j
jkL2 � C 2jk�j
jkL6=5 en utilisant une in�egalit�e de Bern-

stein.

On est donc en mesure de d�emontrer le th�eor�eme d'unicit�e des

solutions \mild" des �equations de Navier-Stokes globales en temps avec

donn�ee initiale petite.

Th�eor�eme 1 (Donn�ee initiale petite). Si
!
u(t) 2 C([0;+1[ ; (L3)3)

est la solution �a la Kato avec donnn�ee initiale
!
u0 telle que

!
r �!u0 = 0

et k!u0kL3 < � < �0(L
3) et si pour un T 2 ]0;+1] il existe

!
v (t) 2

C([0; T [ ; (L3)3) v�eri�ant
!
v (t) = et�

!
u0 + B(

!
v ;

!
v )(t) dans S 0, alors

!
u(t) =

!
v (t) dans [0; T [ .

Preuve. (17) nous assure que si
!
v est une solution \mild" avec

!
v (t) 2

C([0; T [ ; (L3)3), alors pour tout t 2 ]0; T [ , !v (t) � et�
!
u0 2 ( _B

1=2;1
2 )3

et il en va de même pour
!
u(t)� et� !

u0 2 ( _B
1=2;1
2 )3, donc pour

!
w(t) =

!
u(t) � !

v (t). Comme
!
w = B(

!
w;

!
u ) + B(

!
v ;

!
w), (18) nous donne pour

t 2 ]0; T [

sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

�
sup
0<s<t

k!u(s)kL3 + sup
0<s<t

k!v (s)kL3

�
:

Cela entrâ�ne d'une fa�con analogue au cas r�egulier que
!
u (t) =

!
v (t)

dans _B
1=2;1
2 � S 0 et donc dans L3 o�u se trouvent les deux solutions.

5.2. Le cas des donn�ees initiales petites en norme _B
3=q�1;1
q ,

3 < q < 6.

On sait d'apr�es les travaux de M. Cannone [CAN 1] qu'on peut

obtenir l'existence d'une solution globale dans L3 même en a�aiblissant

la condition sur la donn�ee initiale
!
u0 et notamment en imposant que
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k!u0k _B
3=q�1;1
q

soit petite, ce qui revient �a lui demander une propri�et�e

d'oscillation. Le th�eor�eme prouv�e est le suivant.

Th�eor�eme (Cannone). Soit q �x�e dans 3 < q � 6. Il existe une con-

stante absolue ~� > 0 telle que pour toute donn�ee initiale
!
u0 2 L3 avec

k!u0k _B
3=q�1;1
q

< ~� et
!
r � !u0 = 0, il existe une unique solution glob-

ale \mild "
!
u (t; x) des �equations de Navier-Stokes ayant les propri�et�es

suivantes

(19)

8>>><>>>:
!
u(t) 2 C([0;+1[ ; (L3)3) ;

t1=2�3=(2q)
!
u(t) 2 C([0;+1[ ; (Lq)3) ;

lim
t!0

t1=2�3=(2q) k!u(t)kLq = 0 :

En outre,

(20) k!u(t)k _B
3=q�1;1
q

� C k!u0k _B
3=q�1;1
q

:

On remarque que dans ce cadre on n'obtient aucun contrôle pour

la norme supt>0 ku(t)kL3 de la solution. Cependant on peut r�etablir

l'unicit�e de ladite solution quitte �a montrer une nouvelle bicontinuit�e

de l'op�erateur bilin�eaire.

Th�eor�eme 4. Il existe �0 v�eri�ant 0<�0� ~� tel que si k!u0k _B
3=q�1;1
q

<

�0 la solution
!
u v�eri�ant (19) pour q 2 ]3; 6[ est l'unique solution dans

C([0;+1[ ; (L3)3).

Le pivot de la d�emonstration est le lemme suivant.

Lemme 9. Soit q 2 ]3; 6[ . Il existe C > 0 tel que pour tout

T 2 ]0;1], pour tout
!
u(t) 2 C([0; T [ ; ( _B

3=q�1;1
q )3), pour tout

!
w(t) 2

L1(]0; T [ ; ( _B
1=2;1
2 )3) on a, pour tout t tel que 0 < t < T

kB(!u;!w)(t)k _B
1=2;1

2

+ kB(!w;!u )(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

k!u(s)k _B
3=q�1;1
q

sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

:
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Preuve. Il s'agit encore une fois de d�emontrer, �a l'aide du paraproduit

k�0(uw)kL2 � C kuk _B
3=q�1;1
q

kwk _B
1=2;1

2

:

On a

k�jukqL � 2j(1�3=q) kuk _B
3=q�1;1
q

et

kSjwkpL � C 2j(1�3=p) kwk _B
1=2;1

2

; si p > 3 :

Si p est choisi tel que en plus 1
p
+ 1

q
> 1

2
(ce qui est possible grâce �a la re-

striction q < 6) on obtient le contrôle de k�0

�P2
j=�2�juSj�2w

�
kL2 .

On a aussi

k�jwkL2 � 2�j=2 kwk _B
1=2;1

2

et kSjukqL � C 2j(1�3=q) kuk _B
3=q�1;1
q

d'o�u par Bernstein le contrôle de


�0

� 2X
j=�2

�jw Sj�2u
�




L2

puisque 1=2 < 1=2 + 1=q < 1.

Reste le contrôle de


�0

� X
j��3

�ju

2X
"=�2

�j+"w
�


2

L
:

On a

k�jwk2L � 2�j=2 kwk _B
1=2;1

2

et k�jukqL � C 2j(1�3=q) kuk _B
3=q�1;1
q

d'o�uX
j��3

k�jukqL k�j+"wk2L � Ckuk _B
3=q�1;1
q

kwk _B
1=2;1

2

; �2 � " � 2

car �1=2� 3=q + 1 < 0 et donc, par Bernstein,


�0

� X
j��3

�ju

2X
"=�2

�j+"w
�


2

L

�



�0

� X
j��3

�ju

2X
"=�2

�j+"w
�




L2q=(2+q)
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car 1=2 < 1=2 + 1=q < 1.

Preuve du th�eor�eme. En �ecrivant �a nouveau

!
w =

!
u �!

v = B(
!
w;

!
u) + B(

!
v ;

!
w)

on obtient du lemme pr�ec�edent pour tout t < T

sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

2

� �2 sup
0<s<t

k!u(s)k _B
3=q�1;1
q

+ sup
0<s<t

k!w(s)k _B
3=q�1;1
q

�
:

On conclut alors grâce �a l'estimation (20) et �a l'inclusion L3,! _B
3=q�1;1
q ,

3 < q < 6.

5.3. Unicit�e des solutions \mild" locales.

L'id�ee novatrice pour d�emontrer le r�esultat d'unicit�e d'une solu-

tion dans L3 a �et�e celle d'exploiter une bicontinuit�e non sym�etrique de

l'op�erateur int�egrale B(
!
u;

!
v )(t). Cette même id�ee conduit au r�esultat

suivant.

Th�eor�eme 1. Soient
!
u 0 2 (L3)3 telle que

!
r � !u 0 = 0, T 2 ]0;+1]

et
!
u(t);

!
v (t) 2 C([0; T [ ; (L3)3) tel que

!
u(t) = et�

!
u0 + B(

!
u;

!
u)(t) et

!
v (t) = et�

!
u0 + B(

!
v ;

!
v )(t) dans S 0. Alors

!
u(t) =

!
v (t) dans [0; T [ .

Le lemme de continuit�e est en e�et le suivant.

Lemme 10. Il existe C > 0 tel que pour tout T 2 ]0;+1], pour tout
!
u

avec t1=8
!
u (t)2C([0; T [ ; (L4)3) et pour tout !w(t) 2 C([0; T [ ; ( _B1=2;1

2 )3)

on a pour tout t 2 ]0; T [

kB(!u;!w)(t)k _B
1=2;1

2

+ kB(!w;!u )(t)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<T

s1=8 k!u(s)kL4 sup
0<s<T

k!w(s)k _B
1=2;1

2

:
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Preuve. On consid�ere encore l'op�erateur scalaire

A(u;w)(t) =

Z t

0

e(t�s)�
p
� uw(s) ds :

On veut �evaluer

2j=2 k�jA(u;w)(t)kL2

�
Z t

0




���e(t�s)�p�� 

�D
2j

�


���
1
2j=2 k�j(uw)kL2 ds ;

on est ramen�e donc �a estimer k�j(uw)kL2 .

A l'aide du paraproduit on obtient

k�j(uw)kL2 � C 2j=4 kukL4 kwk _B
1=2;1

2

:

En e�et on a

kSjukL4 � C kukL4 ;

k�jwkL4 � C 23j=4 k�jwkL2 � C 2j=4 kwk _B
1=2;1

2

;

d'o�u l'estimation


�j

� X
jk�jj�2

�kw Sk�2u
�




L2
� C 2j=4 kwk _B

1=2;1

2

kukL4 :

On a aussi

k�jukL4 � C kukL4 ;

kSjwkL4 �
X
k<j

k�kwkL4

�
X
k<l�2

23k=4 2�k=2 kwk _B
1=2;1

2

� 2j=4 kwk _B
1=2;1

2

;

d'o�u l'estimation


�j

� X
jk�jj�2

�kuSk�2w
�




L2
� C 2j=4 kwk _B

1=2;1

2

kukL4 :
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En�n on a




�j

� X
k�j�3

�kw

2X
"=�2

�k+"u
�




L2

� C 23j=4
X

k�j�3

2X
"=�2

k�kw�k+"ukL4=3

� C 23j=4 kwk _B
1=2;1

2

kukL4

X
k�j�3

2�k=2

� C 2j=4 kwk _B
1=2;1

2

kukL4 :

On conclut donc que

2j=2 k�jA(u;w)(t)kL2

�
Z t

0

inf
n
2j ;

2j

((t� s) 22j)2

o
2j=2 k�j(uw)(s)kL2 ds

� C

Z t

0

27j=4

1 + ((t� s) 22j)2
1

s1=8
ds

� sup
0<s<T

s1=8 k!u(s)kL4 sup
0<s<T

k!w(s)k _B
1=2;1

2

� C

Z t

0

1

((t� s) 22j)7=8
27j=8

s1=8
ds

� sup
0<s<T

s1=8 k!u(s)kL4 sup
0<s<T

k!w(s)k _B
1=2;1

2

� C sup
0<s<T

s1=8 k!u (s)kL4 sup
0<s<T

k!w(s)k _B
1=2;1

2

:

Preuve du th�eor�eme. Il su�t de d�ecomposer

!
w(t) = B(

!
w;

!
u)(t) +B(

!
v ;

!
w)(t)

= B(
!
w;

!
u � es�

!
u0) + B(

!
v � es�

!
u0;

!
w)

+B(
!
w; es�

!
u0) + B(es�

!
u0;

!
w) :

Comme
!
u(t) et

!
v (t) sont dans C([0; T [ ; (L3)3), les deux premiers ter-



Unicit�e dans L
3(R 3) et d'autres espaces fonctionnels 655

mes se traitent comme dans le cas global puisque

sup
0<s<t

k!u(s)� es�
!
u0kL3 �! 0 ;

sup
0<s<t

k!v (s)� es�
!
u0kL3 �! 0 :

Pour les deux derniers, grâce au lemme on a que

kB(et�!
u0;

!
w)(t)k _B

1=2;1

2

+ kB(!w; et�!
u0)(t)k _B

1=2;1

2

� C sup
0<s<t

s1=8 kes�!
u0kL4 sup

0<s<t
k!w(s)k _B

1=2;1

2

o�u sup0<s<t s
1=8 kes�!

u0kL4 �! 0 si t �! 0.

Nous avons ainsi obtenu l'unicit�e locale. Soit alors t0 = sup ft :
!
u(s) =

!
v (s); pour tout s 2 [0; t]g. Si t0 < T on a

!
u(t0) =

!
v (t0) par

continuit�e ; si on appelle
!
U(t) =

!
u(t + t0) et

!
V (t) =

!
v (t + t0), elles

restent solutions \mild" avec donn�ee initiale
!
u(t0). Donc il existe " > 0

tel que
!
U(t) =

!
V (t) dans [0; "[ , ce qui contredit la d�e�nition de t0. On

a alors t0 = T et
!
u(t) =

!
v (t) dans [0; T [ .

Remarques. 1) Il faut pr�eciser que dans les lemmes de bicontinuit�e qui

ont permis d'obtenir dans L3 les r�esultats d'unicit�e globale et locale, le

choix des espaces a �et�e tout �a fait arbitraire. En e�et l'espace _B
1=2;1
2

peut être remplac�e par tous les _B
3=q�1;1
q avec q 2 ]3=2; 3[ tout comme

l'espace des
!
u telles que sup0<s<T s

1=8 k!u(s)kL4 < 1 peut être rem-

plac�e par celui o�u sup0<s<T s
1=2�3=(2q) k!u (s)kLq <1 avec q 2 ]3; 6[ .

2) Nous donnons dans la Section 7 une autre d�emonstration des

mêmes r�esultats d'unicit�e en utilisant pour les espaces de Besov la

norme �equivalente

sup
t>0

k(t�et�)fk _B
s;1

p

qui se r�ev�ele plus adapt�ee �a la structure du terme bilin�eaire (voir aussi

[CP]).
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6. Unicite dans les espaces limites. Espaces de Morrey-

Campanato.

Dans cette derni�ere partie nous allons pr�esenter une nouvelle for-

mulation des r�esultats pr�ec�edents dans un cadre tout �a fait g�en�eral qui

comprendra aussi l'adh�erence des fonctions dans la classe de Schwartz

dans les espaces de Morrey-Campanato homog�enes _Mp;3. Rappelons-en

la d�e�nition.

_Mp;q = ff 2Mp : sup
R>0

kR3=q f(Rx)kMp
<1g

pour tout p; q tels que 1 � p � q � +1 o�u

kfkMp
= sup

x02R3
kf 1jx�x0j<1kLp :

(Pour p = 1, on remplace L1 par l'espace des mesures born�ees).

Introduisons maintenant les espaces de Besov sur ces espaces _Mp;q

(voir aussi [KY]).

D�e�nition 7. Pour tout p; q, 1 � p � q � +1 et s 2 R

_Bs;1
p;q = ff 2 S 00 : sup

j2Z
2js k�jfk _Mp;q

< +1g :

On v�eri�e facilement les propri�et�es suivantes.

(21) Pour p; p0 tels que 1 � p � p0 kfkMp
� kfkM

p0
.

(22) Pour p; p0; q tels que 1 � p � p0, p � q � +1 et pour toute f

telle que f 2 _Mp;q \ L1

kfk _M
p0;qp0=p

� kfk1�p=p0L1 kfkp=p0_Mp;q

:

(23) k�jfkL1 � Cp;q 2
3j=q k�jfk _Mp;q

:

(24) _Bs;1
p;q � _B

s
0

;1
p0;q0 pour s; s

0; p; q; p0; q0 tels que p0 � p, q0 = q p0=p,

s0 = s� 3=q (1� p=p0).

(25) Pour p; q; p0; q0 tels que 1=p + 1=p0 � 1, 1=q + 1=q0 � 1, f 2
_Mp;q, g 2 _Mp0;q0 alors f g 2 _Mp00;q00 o�u 1=p+ 1=p0 = 1=p00, 1=q + 1=q0 =
1=q00.
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(26) Pour p; q tels que 1 � p � q < +1 et f 2 _Mp;q alors f =P
j2Z�jf dans S 0.
On aboutit �nalement au th�eor�eme d' unicit�e suivant.

Th�eor�eme 2C. Soit E un espace limite. Si E v�eri�e de plus que, pour

tout f 2 E, �Z
jxj<1

jf(x)jp dx
�1=p

� C kfkE

pour un p > 2, alors si
!
u0 2 (E)3 telle que

!
r �!u0 = 0, si T 2 ]0;1], si

!
u(t);

!
v (t) 2 C([0; T [ ; (E)3) v�eri�ent dans S 0

!
u(t) = et�

!
u 0 + B(

!
u;

!
u )(t);

!
v (t) = et�

!
u0 + B(

!
v ;

!
v )(t) ;

alors
!
u(t) =

!
v (t), pour tous t 2 [0; T [ .

Remarques. 1) Si l'espace limite E v�eri�e que, pour tout f 2 E,�Z
jxj<1

jf(x)jp dx
�1=p

� C kfkE

pour p > 2, alors E � _Mp;3 � _M2;3.

En e�et E �Mp car pour tout x0 2 R
3 ,�Z

jx�x0j<1
jf(x)jp dx

�1=p
� C kfkE

grâce �a l'invariance par translation de la norme.

Par ailleurs E � _Mp;3 car

R
�Z

jx�x0j<1
jf(Rx)jp dx

�1=p
� RC kf(Rx)kE � C kfkE

pour tous x0 2 R
3 , R > 0, grâce �a l'invariance par dilatation.

2) Pour tout p tel que 1 � p � 3 on a

k� f(�x)k _Mp;3
= kfk _Mp;3

; pour tout � > 0 :

3) Il su�t donc de prouver le Th�eor�eme 2C pour E l'adh�erence de

S dans _Mp;3.
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En compl�ete analogie avec le cas L3, on peut �etablir le lemme

suivant.

Lemme 11. Pour tous
!
u(t)2C([0; T [ ; ( _Mp;3)

3),
!
v (t) telle que

p
t
!
v (t)

2 C([0; T [ ; ( _M8=3;4)
3), pour tout

!
w(t) 2 C([0; T [ ; ( _B1=2;1

4=3;2
)3), on a pour

tout t < T

kB(!u;!u)(t)k _B
1=2;1

4=3;2

� C
�
sup
0<s<t

k!u(s)k _Mp;3

�2
;(27)

kB(!u;!w)(t)k _B
1=2;1

4=3;2

+ kB(!w;!u)(t)k _B
1=2;1

4=3;2

� C sup
0<s<t

k!u(s)k _Mp;3
sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

4=3;2

;
(28)

kB(!v ;!w)(t)k _B
1=2;1

4=3;2

+ kB(!w;!v )(t)k _B
1=2;1

4=3;2

� C sup
0<s<t

s1=8 k!v (s)k _M8=3;4
sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

4=3;2

:
(29)

Preuve. On remarque que l'op�erateur B(
!
u;

!
u) est bien d�e�ni dans

_M2;3 � _M2;3 �! _M1;3=2 car, sur l'op�erateur scalaire, on a

kA(u; u)(t)k _M1;3=2
� C

p
t
�

sup
0<s<T

k!u(s)k _M2;3

�2
:

Pour montrer le point (27), on a que

2j k�jA(u; u)(t)k _M1;3=2

�
Z t

0

2j



���e(t�s)�p�� 


�D
2j

�


���
1
k�ju

2(s)k _M1;3=2
ds

�
� Z t

0

inf
n
22j ;

22j

(22j (t� s))2

o
ds
��

sup
0<s<t

ku(s)k _M2;3

�2
� C

�
sup
0<s<t

ku(s)k _M2;3

�2
et on conclut grâce �a l'inclusion (24) _B

1;1
1;3=2

� _B
1=2;1
4=3;2

.

Pour le point (28) on a

2j=2 k�jA(u;w)(t)k _M4=3;2

�
Z t

0

inf
n
2j ;

2j

(2j (t� s))2

o
2j=2 k�j(uw)(s)k _M4=3;2

ds :
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�A l'aide du paraproduit on verra que

(30) 2j=2 k�j(uw)k _M4=3;2
� C 2j kuk _Mp;3

kwk _B
1=2;1

4=3;2

donc

2j=2 k�jA(u;w)(t)k _M4=3;2
� C sup

0<s<t

ku(s)k _Mp;3
sup
0<s<t

kw(s)k _B
1=2;1

4=3;2

:

Pour montrer (30) on rappelle que

�j(uw) = �j

� X
jl�jj�2

�l w Sl�2 u
�
+�j

� X
jl�jj�2

�l uSl�2 w
�

+�j

� X
l�j�3

�l w

2X
"=�2

�l+" u
�

= �j + �j + 
j :

Pour �j on �ecrit

2j=2k�jk _M4=3;2
� C 2j=2

X
jl�jj�2

k�l wk _M4=3;2

X
k<l�2

k�k ukL1

� C kwk _B
1=2;1

4=3;2

2j=2 2�j=2
X
k�j

2k kuk _M2;3

� C 2j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kuk _M2;3

grâce �a (23).

Pour �j on a que, grâce �a (24), _B
1=2;1
4=3;2

� _B
�1=2;1
4;6 et donc

2j=2 k�jk _M4=3;2
� C 2j=2

X
jl�jj�2

X
k<l�2

k�k wk _M4;6
k�l uk _Mp;3

� C 2j=2 kwk _B
1=2;1

4=3;2

kuk _M2;3

X
k�j

2k=2

� C 2j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kuk _M2;3
:
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Pour 
j on a _B
1=2;1
4=3;2

� _B
2=r�1;1
r;(3=2)r

avec r = p=(p� 1) < 2 et r � 4=3,

car on peut assumer p � 4, ce qui donne, grâce �a (22), (23) et (25)

2j=2 k
jk _M4=3;2

� 2j=2 k
jk _M2(1�2=(3p));2

� C 2j=2 k
jk _M1;1=(1�2=(3p))
23j(1�2=(3p))(1�1=(2(1�2=(3p))))

� C 2�j 23j(1�2=(3p))
X

k�j�5
kwk _B

2=r�1;1

r;(3=2)r

2k(1�2=r) kuk _Mp;3

� C 2j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kuk _M2;3

car 1� 2=r + 3� 2=p = 2.

En�n pour le point (29) nous allons montrer �a l'aide du paraproduit

l'estimation

(31) 2j=2 k�j(vw)k _M4=3;2
� C 23=4j kvk _M8=3;4

kwk _B
1=2;1

4=3;2

qui donne

2j=2 k�jA(v; w)(t)k _M4=3;2

� C

Z t

0

inf
n
2j ;

2j

22j (t� s))2

o
2j=2 k�j(v w)(s)k _M4=3;2

ds

� C

Z t

0

2(7=4)j
1

1 + (22j (t� s))2
1

s1=8
kw(s)k _B

1=2;1

4=3;2

s1=8 kv(s)k _M8=3;4
ds

� C

Z t

0

1

(t� s)7=8
1

s1=8
ds sup

0<s<t

kw(s)k _B
1=2;1

4=3;2

sup
0<s<t

s1=8 kv(s)k _M8=3;4
:

Pour montrer (31) il su�t de remarquer que, de mani�ere tout �a fait

analogue au point (28), on a

2j=2 k�jk _M4=3;2
� C kwk _B

1=2;1

4=3;2

X
k�j

2(3=4)k k�k vk _M8=3;4

� C 2(3=4)j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kvk _M8=3;4

grâce �a (23).
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Ensuite

2j=2 k�jk _M4=3;2
� 2j=2

X
jl�jj�2

X
k<l�2

k�kwk _M8=3;4
k�l vk _M8=3;4

� C 2j=2 kwk _B
1=2;1

4=3;2

kvk _M8=3;4

X
k�j

2k=4

� C 2(3=4)j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kvk _M8=3;4
;

grâce �a l'inclusion (24) _B
1=2;1
4=3;2

� _B
�1=4;1
8=3;4

et �a (25).

En�n

2j=2 k
jk _M4=3;2
� 2j=2 k
jk _M8=9;4=3

2(3=4)j

� C 2(5=4)j
X

k�j�5
kwk _B

1=2;1

4=3;2

kvk _M8=3;4

� C 2(3=4)j kwk _B
1=2;1

4=3;2

kvk _M8=3;4
:

Preuve du th�eor�eme. La d�emonstration est tout �a fait similaire

au cas local L3. Il est bon de faire quand-même une pr�ecision. Pour

montrer l'unicit�e de la solution, on est amen�e �a �ecrire la majoration

suivante

k!u(t)�!
v (t)k _B

1=2;1

4=3;2

= k!w(t)k _B
1=2;1

4=3;2

� sup
0<s<t

k!w(s)k _B
1=2;1

4=3;2

A(t)

o�u

A(t) = 2 sup
0<s<t

s1=8 kes�!u0k _M8=3;4
+ sup

0<s<t

k!u(s)� es�
!
u0k _Mp;3

+ sup
0<s<t

k!v (s)� es�
!
u0k _Mp;3

:

Pour a�rmer que A(t)! 0 pour t! 0, il faut souligner que la donn�ee
!
u0 est bien dans E ,! _Mp;3 et que le semigroupe de la chaleur agit

continûment sur E.
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7. Remarques �nales.

7.1. Sur l'existence des solutions \mild".

L'unicit�e des solutions pour un espace limite E a �nalement �et�e

d�emontr�ee dans l'espace plus grand _Mp;3. Il pouvait en être de même

pour l'existence des solutions \mild". Nous avons toujours suppos�e

E � L2loc ce qui, entrâ�ne E � _M2;3. On peut donc montrer d'abord

l'existence de solution \mild" dans _M2;3 puis un r�esultat de propagation

de la r�egularit�e initiale: si la donn�ee est plus pr�ecis�ement dans E alors

la solution reste dans E.

On peut même abandonner l'hypoth�ese E � L2loc: elle n'intervient

que pour la discussion de l'unicit�e des solutions dans E (car il faut alors

que ~u
 ~v ait un sens dans E3). Pour l'existence, grâce aux propri�et�es

de r�egularisation du noyau de la chaleur, on se ram�ene �a des calculs

dans E \ L1 et ~u 
 ~v a toujours un sens. Le cadre de l'existence de

solutions \mild" est donc l'espace de Morrey-Campanato _M1;3 [KAT 3]

ou l'espace de Besov _B
r�1;1
1;3=r

, 0 < r < 1 [KY].

7.2. L'espace de Lorentz L3;1 et l'unicit�e L3.

Nous avons remarqu�e que dans le cas d'un espace limite r�egulier,

l'unicit�e dans E d�ecoulait imm�ediatement du fait que l'op�erateur bi-

lin�eaire scalaire A est continu sur l'espace L1( _B
0;1
E ). Pour L3, cette

d�emonstration ne marchait pas, A n'�etant pas continu sur L1( _B
0;1
3 ).

Cependant, Y. Meyer s'est inspir�e de notre d�emarche pour chercher un

autre espace limite B qui contienne L3 et tel que A soit continu sur

L1(B). Dans [MEY], il prouve que B = L3;1 convient. De plus, cette

estimation n'est même pas r�eellement nouvelle (voir la remarque �a ce

sujet dans [LEM])!

7.3. Encore une d�emonstration de l'unicit�e L3.

On peut faire une d�emonstration plus directe (sans le parapro-

duit) de l'unicit�e L3. Eviter d'utiliser le paraproduit permet de sortir

du cadre R
3 et d'envisager le cas d'un ouvert �a bord (cf. la section

suivante).
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Par souci de simplicit�e, nous nous limitons au cas des solutions

globales en temps.

Comme on l'a vu, l'unicit�e dans C([0;+1[ ; (L3(R3))3) des solu-

tions \mild" de Navier-Stokes se ram�ene �a des estimations de continuit�e

de l'op�erateur scalaire

A(u; v)(t) =

Z t

0

e(t�s)�
p
�� u v(s) ds

=

Z t

0

(t� s)� e(t�s)�
1p�� u v(s)

ds

t� s

=

Z t

0

Qt�s
1p�� u v(s)

ds

t� s

de

L1(]0;+1[ ; L3(R3))� L1(]0;+1[ ; L3(R3))

dans

L1(]0;+1[ ; _B
1=2;1
2 (R3))

et de

L1(]0;+1[ ; L3(R3))� L1(]0;+1[ ; _B
1=2;1
2 (R3))

dans

L1(]0;+1[ ; _B
1=2;1
2 (R3)) :

Les mêmes r�esultats restent vrais dans le cas de Ln(Rn ), quitte �a choisir

opportun�ement l'espace de Besov. Nous pr�esentons maintenant notre

nouvelle preuve en nous pla�cant dans Rn .

Il nous su�ra en fait de remarquer que les espaces de Besov peuvent

être aussi caract�eris�es �a travers le même noyau de convolution Qt =

t� et� qui apparâ�t dans l'int�egrale. En e�et, dans R
n on a pour

s < minf2; n=pg

kfk _B
s;1

p
' sup

j2Z
k�jfk _B

s;1

p

' sup
t>0

kt� et�fk _B
s;1

p

' sup
t>0

k(t�)2 et�fk _B
s;1

p
:

Cela nous permet de ramener le probl�eme de la bicontinuit�e �a l'op�e-

rateur plus simple (1=
p��)u v, grâce au lemme suivant.
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Lemme 12. Soient T 2 ]0;+1] et f(t) 2 L1(]0; T [ ; _B
1=2;1
2n=3

(Rn)).

Alors il existe C > 0 (ind�ependant de f) tel que


 Z t

0

Qt�s f(s)
ds

t� s





_B
1=2;1

2n=3

� C sup
0<s<t

kf(s)k _B
1=2;1

2n=3

:

Preuve. On �evalue

sup
�>0




Q�

Z t

0

Qt�s f(s)
ds

t� s





_B
1=2;1

2n=3

� sup
�>0

Z t

0

(t� s) �

(t� s+ �)2
k ~Q�+t�sf(s)k _B

1=2;1

2n=3

ds

t� s

o�u ~Q�+t�sf(s) = (� + t� s)2�2 e(�+t�s)� f(s).
Grâce �a l'�equivalence des normes on majore par�

sup
�>0

Z t

0

�

(t� s+ �)2
ds
�

sup
0<s<t

kf(s)k _B
1=2;1

2n=3

� C sup
�>0

t

t+ �
sup
0<s<t

kf(s)k _B
1=2;1

2n=3

� C sup
0<s<t

kf(s)k _B
1=2;1

2n=3

:

Pour terminer, il ne nous reste qu'�a �etablir les bicontinuit�es souhait�ees

pour l'op�erateur (1=
p��)u v.

Lemme 13. Il existe un C > 0 tel que pour tous u; v 2 Ln(Rn ), pour

tout w 2 _B
1=2;1
2n=3

(Rn) on a




 1p�� u v




_B
1=2;1

2n=3

� C kukLn kvkLn ;(32)




 1p�� uw




_B
1=2;1

2n=3

� C kukLn kwk _B
1=2;1

2n=3

:(33)

Preuve. Pour montrer l'in�egalit�e (32) on observe que si u; v 2 Ln(Rn)
alors u v 2 Ln=2(Rn ) et aussi

p
�� 1p�� u v 2 Ln=2(Rn) � _B

0;1
n=2

(Rn) :
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Donc
1p�� u v 2 _B

1;1
n=2

(Rn ) � _Bs;1
q (Rn)

pour n=2 � q et s = n=q � 1.

Pour (33), on v�eri�e imm�ediatement que, pour n=(n� 1) < p < n,

1=
p�� est continu de Ln(Rn)� Lp(Rn) dans Lp(Rn) et de Ln(Rn)�

_Lp;1(Rn) dans _Lp;1(Rn), d'o�u, en interpolant, de

Ln(Rn)� [Lp(Rn); _Lp;1(Rn )]s;1

dans

[Lp(Rn); _Lp;1(Rn)]s;1 = _Bs;1
p (Rn)

pour 0 < s < 1 [BL].

En e�et, la multiplication par u 2 Ln(Rn) envoie Lp(Rn) dans

Lq(Rn ) avec 1=q = 1=n + 1=p pour n=(n+ 1) � p � +1 (H�older) et

1=
p�� envoie Lr(Rn) dans Lt(Rn) avec 1=t = 1=r�1=n pour 1 < r <

n (Sobolev). La continuit�e de v 7�! (1=
p��)u v et v 7�! u (1=

p��) v

sur Lp(Rn ) est donc imm�ediate.

7.4. Le cas des ouverts �a bord.

Que se passe-t-il si l'on consid�ere le probl�eme de l'unicit�e Ln pour

des solutions de l'�equation de Navier-Stokes sur un domaine 
 � R
n?

(On cherche des solutions nulles sur le bord @
).

Si 
 est born�e, une donn�ee Ln est L2 et l'on pourra utiliser le

th�eor�eme de Von Wahl [WAH] pour conclure que les solutions de Leray

co��ncident avec (la) solution C([0; T [ ; (Ln)n) de sorte que l'unicit�e est

imm�ediate. Dans l'esprit du th�eor�eme de Von Wahl on rappelle aussi

le r�esultat d'unicit�e dans le tore prouv�e par I. Gallagher [GAL].

Dans le cas d'un domaine ext�erieur 
 � R
n , Nicolas Depauw [DEP]

a utilis�e nos m�ethodes pour montrer l'unicit�e dans Ln(
) pour n > 3.
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