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Unicité dans L°(R”) et
d’autres espaces fonctionnels

limites pour Navier-Stokes
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Résumé. Le but principal de cet article est de démontrer 'unicité des
solutions “mild” des équations de Navier-Stokes dans L3(R?). Nous
généralisons ce résultat a certains espaces de Morrey-Campanato.

Abstract. The main result of this paper is the proof of uniqueness for
mild solutions of the Navier-Stokes equations in L3(R3). This result is
extended as well to some Morrey-Campanato spaces.

0. Introduction.

Le but principal de cet article est de démontrer 1'unicité dans
L3(R3) des solutions “mild” des équations de Navier-Stokes.

Les équations de Navier-Stokes, dans le cas d’un fluide visqueux,
incompressible et homogene remplissant tout I'espace, sont données en
I’absence de forces extérieures (et en prenant les constantes de densité
et de viscosité égales a 1) par le systeéme

Vu=0
(1) ,

O =Au — (

—
U
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ol u(t,z) : R* xR® — R3 est le vecteur vitesse et p(t, z) : RT xR3 —
R est la pression.
Lorsqu’on étudie les solutions faibles de (1) (les dérivations sont
_)
alors prises au sens des distributions), on remplace le terme (u - V) u
= = - — . L e =2 = -
par V-u ® u : lorsque u est une fonction réguliere, on a V- u ® u =
= =, - .- .. .
(V-u)u + (u-V)u de sorte que la condition de divergence nulle
— — —
V-u =0 assure Pégalité V- u ® u = (u - V) u; si u est irréguliére il

— —
est souvent plus facile de définir V-4 ® u que (u - V) u.

Définition 1. Soit T € ]0,+o00]. Une solution faible sur |0,T[ des
équations de Navier-Stokes est un champ de vecteurs

5
u(t,x) € (Line(J0, T[xR?))?
qui vérifie
5
V-u=0,
(2) il existe p € D'(]0, T[xR3)

N

_)
telle queatZ:Az_f—V- u®u—Vp,
Le théoreme que nous allons démontrer est alors le suivant.

Théoréme 1 (Unicité L3(R3)). Soient u(t) € C([0,T],(L3)3) et
v(t) € C([0,T'[,(L3)3) telles que :
i) u est solution faible des équations de Navier-Stokes sur 10, T ;
ii) v est solution faible des équations de Navier-Stokes sur 10,7'[;
oy —
i) ult=0 = v |t=0-

Alors w = v sur [0,inf {T,T"}[ .

Les solutions “mild” dans LP pour les équations de Navier-Stokes
. . — . )
sont les solutions faibles w sur |0, T'[ qui vérifient de plus

u(t) € C([0,T[, (LP)?).

T. Kato [KAT 2] a démontré I'existence de telles solutions pour p > 3 et
leur unicité pour p > 3. L’idée essentielle est d’exprimer la solution des
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équations de Navier-Stokes comme la solution d’un probleme intégral
[BRO], [KAT 1]. Pour cela, la premieére étape consiste a éliminer la
pression p en projetant les équations de Navier-Stokes sur les champs
de vecteurs a divergence nulle. Cette technique remonte aux travaux
de J. Leray [LER] sur les solutions faibles u(t) € L>(]0,T][, (L2)3) et
le projecteur P est donné par la formule

— — -1 = — — - —
]P’f:f—VK(V-f):(IdJrR@R)f
ol . L o
R=—V

v —=A
est le vecteur des transformations de Riesz

R = (Ry, R, Rs) . Eﬁzi%f.

P n’est pas défini pour une distribution générale et il faut montrer
que P a un sens sur les termes de (2). Nous verrons que c’est le cas

— . , . 7
lorsque u est, uniformément en temps, uniformément localement de
carré intégrable et nulle a 'infini.

Définition 2. L’espace Fo des fonctions uniformément localement de
carré intégrable et nulles a Uinfini est 'espace des f € L2 _(R3) telles

loc
que
lim /‘ F(y)2dy =0
el =400 Jjy—z| <1

11, = s ( [

Proposition 1 (Formulation intégrale des équations de Navier-Stokes).

Soit u(t) € L2(]0,T[, (E2)3). Alors les trois assertions suivantes sont
équivalentes :

normeé par

RN

y—z||<1

i) WU est solution faible des équations de Navier-Stokes ;
— —
) V-u=0etdu=Au—-PV - Uu®u;
%
iii) 4l existe U €S,V -uy=0 et

t —
u=ePug— / tDAPY . U @ u(s)ds.
0
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La Proposition 1 se démontre a l'aide de la décomposition de
Littlewood-Paley.
e N - = = . .
En effet, si f € (E3)3, alors ¢ = V- f ® f appartient & un espace
Y. sur lequel les transformations de Riesz operent.
Une fois la pression éliminée, on cherche a résoudre

u(t) =euy+ B(u,u)(t)

ou
- —
U, U

t
B(%, ><t>=—/ 5PV . T @ U (s) ds
0

par une méthode de point fixe (méthode de Picard) : on part de 17(0) =
0 et on définit U(n+1) par U(n+1) = ety + B(z_f(n),z_f(n)). Lorsque
wo € (LP)3, out p > 3, le procédé converge dans C([0, T, (L*)3) pour
T assez petit (dépendant de wp).

En effet, si p > 3 on part de I'estimation

. S oo, 1 \1/2+3/(2p) — -
e¢=12PY - f @ Gl < Cp (—) | Fllze 1[G 120
pour obtenir

(3) IB(u, 0)(ller < Cpt"/>7¥CP) sup |[u(s)l|ze sup |V (s)]|ze
0<s<t 0<s<t

d’ot1 la continuité de 1'opérateur bilinéaire B sur C([0,T[, (LP)3) et son
caractere contractant au voisinage de etAUO si T' est assez petit.

Pour p = 3, (3) n’est plus valable puisque

/t dt
= 4+00.
o t—s

Le procédé de point fixe reste cependant convergent ; comme ’avait
remarqué Kato [KAT 2] a la suite des travaux de Weissler [WEI], lorsque

o € (L?)3, e} est non seulement L3 mais L™ pour ¢ > 0
A —
Vit e uollp= < Clluol s -
On vérifie que cette propriété se transmet aux Z(n)

- -

. — 1 1
[e=D2 PV . f@glls <Clglls Vsl fllo

Vi—s /s

D8 BF T ©F 1 <C V5 [ g inf { Y20 _Ndlee
- s\vt—s (t—s)/s)’
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d’olt

IB(d, v)(#)||rs + VE | B(u, ) ()|~
< C sup Vs 4 (5) | oo ( S;ugtH?(S)HLs + sup Vs 17 (5)]| L) -

Lorsque ||Zo|| 13 est assez petite, on voit que B, qui est bilinéaire
: o 3)3 Y oo ((T,00)3) 77
continu sur {v(t) € C([0,+o0[,(L?)3) : Vt v € LX((L®)3),v €
L®((L3)3), limy_0 vt ||V (t)||z~ = 0}, est contractant sur un voisi-
nage de e/ wo. Pour ||uoz: quelconque, une analyse plus fine de B
montre qu’il est contractant sur [0, 7] pour T assez petit au voisinage

de etAZO. Ainsi le procédé converge et garantit 1'unicité des solutions
“mild” qui vérifient de plus v/ u € L ((L*>°)3). Notre théoréme mon-
tre que 'unicité vaut sans restrictions a priori sur le comportement de
la solution.

Les résultats de Kato s’étendent a d’autres espaces fonctionnels
que LP. M. Cannone [CAN 1] a donné un critére assez général sur un

espace E pour que, lorsque u(t) € C([0,T[, (E)3), on ait

t —
[ 1229 (o Do)l ds < Clt) sup 1301

(ot limy—o w(t) = 0), ce qui généralise le cas p > 3.
Les espaces limites généraliseront le cas p = 3 et nos résultats s’y
appliqueront facilement.

Définition 3. Un espace fonctionnel limite E pour les équations de
Navier-Stokes est un espace de Banach de fonctions sur R3 tel que :

(4
(5
(6
(7) pour tous f € E, A >0, ||N\f(Az)||lg = ||f|le-

S est dense dans E (et linjection est continue);
E s’injecte contindment dans L2 _(R3);
pour tous f € E, g € R, ||f(x — z0)||lg = ||fllE;

)
)
)
)

Nous montrerons alors précisément le théoreme suivant.

Théoréme 2 (Solutions “mild” dans un espace limite). Soit E un
espace limite.
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A) Si on suppose qu’il existe C > 0 tel que pour tous f,g € ENL>

1A0(f Dlle < C(Iflle gl + I fllz= llglle)

alors il existe g > 0 tel que pour tout Uo vérifiant ||270||E < g 1l
eziste u(t) € C([0,+oo[, (E)3), u € L®(E3), Vvt u € L®((L>®)3) et
Vi |[u(t)||pe — 0 quand t — 0 tel que u(t) = e!2ug + B(u, u)(t)
sur |0, +oo[. De plus, un tel U est unique.

B) Si on suppose qu’il existe a € 10, 1] tel que pour tout € > 0 il
existe M () > 0 tel que pour tous f,g € ENL>®

®)  Ac(f9)lle < M) Iflle gl +elglle <1z

alors pour wy € E® il existe T > 0 et u(t) € C([0,T],(E)3) avec
e L®(E3), VEu e L®((L®)3) et i ||u(t)||ne — 0 quand t —> 0
tels que u(t) = e®uy + B(u, u)(t) sur ]0,T[. De plus un tel u est
unique.

C) Si on suppose de plus qu’il existe p > 2 tel que E s’injecte
contindment dans LY (R%) alors si u(t) € C(0,T[,(E)%, v(t) €
C(0,T'[, (E)?), u(t) = e uo + B(u,u)(t) et v(t) = ePuy +
B(v,v)(t) pour un méme o € E3, alors u = v sur [0,inf {T,T"}[.

La différence d’approche entre A) et B), qui suivent Kato, et C) est
essentiellement la suivante : dans A) et B) on cherche & démontrer que

|B(4, )| est finie, et plus précisément que ;¢ [|A;B(u, 0)|lp <
+o0o (ce qui se note B(u,u) € (B%")?), tandis que dans C] on se
contente d’estimations du type sup;cy ||AjB(1_Z,Z)||E< +00 (ou en-
core B(u,u) € (BY)3). L’espace de Besov By™ se révelera partic-
ulierement adapté aux calculs dans les espaces limites, car il permet de
contourner 1’obstruction
/t ds
— +oo
o t— s

(pour calculer ||AJB(17,E>)||E on intégre “grosso modo” pour (t — s)
compris entre 1/47 et 2/47; or fja ds/s =1n2 < +00).
Le plan de I’article est alors le suivant:
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1. Décomposition de Littlewood-Paley, espaces de Besov et para-
produits.

2. Solutions faibles des équations de Navier-Stokes.
. Existence des solutions “mild”.

. Unicité des solutions “mild” : les espaces limites réguliers.

3

4

5. Unicité dans 'espace L3.

6. Unicité dans les espaces limites. Espaces de Morrey-Campanato.
7

. Remarques finales.

REMARQUE. Les résultats principaux de cet article sont le théoremes 1,
2 et la Proposition 1; d’autres résultats se trouvent dans les théoremes
3 et 4.

1. Décomposition de Littlewodd-Paley, espaces de Besov et
paraproduits.

Nous commencerons par rappeler la définition de la décomposition
de Littlewood-Paley d’une distribution tempérée.

Pour m € L°(R3), on notera m(D) le multiplicateur de Fourier
défini par (m(D)f)™(&) = m(€) ]?(E) (ol f est la transformée de Fourier
de f: f(€) = [ f(z)e & dx). Clest évidemment un opérateur con-
tinu sur L2. Lorsque m € C™ et que toutes ses dérivées sont 3
croissance lente, m(D) opeére continiment sur S et sur §’. Lorsque
m est la transformée de Fourier d’une fonction k¥ € LP(R3) on notera
llm(D)|ll, = ||k||Le. Le cas p = 1 est particulierement intéressant : si
est un espace de Banach de distributions (F s’injecte contintiment dans
S') dont la norme est invariante par translations (|| f(x—=zo)||g = || f||E),
si S est dense dans E et si m = k avec k € L, alors m(D) opere con-
tintiment sur E c’est-a-dire ||m(D)f||g < |[[m(D)|||1 ||/ -

Pour introduire la décomposition de Littlewood-Paley ([FJW],
[TRI], [PEE]) on fixe w € C°(R?) telle que

1
=< <
Suppw C {5 5 S IEl < 2}
et, pour & # 0, Zjezw(ﬁ/Zj) = 1; on lui associe

p(&) =1 —Zw<2%)

J=0
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et Q&) = p(£/4) — ¢(2&) (de sorte que w = w).

Définition 4. On note A; lopérateur w(D/27) et S; lopérateur
©(D/27). La décomposition de Littlewood-Paley de f € S'(R3) est
alors lidentité

f=58kf+) Af

i>k

valable pour f € S'(R®), k € Z (la convergence de la série ayant lieu
dans S").

La décomposition de Littlewood-Paley homogeéne est l'identité f =
Zjez Ajf; elle n’est pas valable pour toute distribution (par exemple,
si f est un polymome A;f = 0 pour tout j).

Aussi, introduisons-nous la définition suivante.
Définition 5. Sj(R*) = {f € S'(R®) : f=3",5A;f dans S'}.
Le lemme suivant est facile a démontrer.

Lemme 1. a) Si Sof € Cy (fonctions continues nulles a l'infini), alors
f € 8. En corollaire, si E est un espace de Banach de distributions
tempérées dont la norme est invariante par translation, et si E NS est
dense dans E, alors E C S;).

b) Si E est un espace de Banach de distributions tempérées dont la
norme est invariante par translation et positivement homogéne de degré
—a pour un o > 0 (pour A > 0, ||[f(Ax)||le = A" fl|g), alors E C S.

PREUVE. a) est immédiat : si || - ||g est invariante par translation, on
a||SofllL~ < ||le(D)||e ||fllEg, donc Sy est continu de E dans L°°; si
E NS est dense dans E, Sy est donc continu de E dans Cy (car pour
feSonasSyfeSs).

Maintenant, pour j < —1, S;f = S;(Sof) et donc ||S;f|lze <
155 [l e[ 1Fllz = NSolllx lle (D)2 [Iflle. Les Sj sont done
équicontinus de E dans L*° pour ;7 < —1; or, pour f € S on a

1S5 fllze < NSilllz< I fllzr = 2% [[ISollloo [ ] et donc

Tim /S5 f = = 0.
j——o0

Cela prouve que pour f € FE, limj,_ ||S;jf|lt~ = 0 et donc que
E C §).
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b) est encore plus simple :
. _ - , aj
131z = S0 (£ (57)) |, . < llelle 1711z 2

et

lim 2% =0.
J—>—00

Rappelons maintenant la définition d’un espace de Besov.
Si E est un espace de Banach de distributions tempérées, on dé-
signera par Bp? 'espace des distributions f € S’ telles que

{27112 f e} jez € 19(2) .

A priori, c’est un espace défini modulo les polynémes (car pour tout
j €Z,Ajf =0) siet seulement si f € C[X]). Cependant on peut,
pour certaines valeurs de s, injecter By? dans S} en choisissant le seul
représentant de f modulo les polynémes qui appartienne a Sj).

e Si s <0etsif; vérifie

- 27 .
Supp f; C {E: 5 S |€|§2-2J}

et {27%||fillg}jez € 1°°(Z), alors >_jez [j converge dans S : en effet,
on a szO |fjllz < 400 tandis que pour tout g € S et tout k € N,
>0 2k1 |Ag]| g < +oo. (Il suffit d’écrire pour un M € N, |[|g|lp <

D lal<ar 2 ip1<a 16%(97/0€P) Gl ).

e De méme, si s =0,

- 27 .
Supp f; C {E: 5 S |€|§2-2J}

et {||f;ille}jez € 1*(Z), alors- Yiez f-j converge dans F.
Cela permet d’inclure By et By' dans S}, pour s < 0. Le cas de
s > 0 se traite par le lemme suivant.

Lemme 2. Soit E un espace de Banach de distributions tempérées

dont la norme est invariante par translations et positivement homogéne
de degré —a pour un « > 0 et soient f; tels que

—~ 23 )
Supp f; C {6: 5 < |€|§2-2“}
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et {27° || fillg}jez € 19(Z). Alors si1 < qg<+oc et s<a ousiqg=1
et s =, > iy fj converge dans S'.

PrREUVE. La convergence de ijo f; est immédiate. Pour j < 0, on
a que si s < o, {2°]|fjl|lg}jez- € I°° entraine {27 ||f,|g}jez- € I*
de sorte qu'on n’a qu’a traiter le cas s = a, ¢ = 1. Or, ||fjllz~ =
1S 41fillze < CllfjllE2% pour j <0 (preuve du Lemme 1) et

D
Fis ) = [(£3:2(57 ) 9)| < Wfillz gz 11D -
Le lemme est donc démontré.

REMARQUE On a toujours B%’l C FE (en prenant les représentants de
B%’l dans S() et lorsque F vérifie les hypotheéses du Lemme 2, E C
B%’oo. Lorsque la norme de E est seulement supposée invariante par
translation, on a E ou E/C inclus dans B%Oo (espace défini modulo les
polynomes).

L’utilité des espaces de Besov sur E provient des inégalités de Bern-
stein.

Lemme 3. a) Si la norme de E est invariante par translation et si S
est dense dans E, alors on a pour tout j € Z
o o
H :

Or ox™

sl =2 oo (D), 2 vt

pour tout o € N3,
I/=2)°A,fl1s < 1(V=B)" o D)l 2 4,1z

pour tout s € R.

b) Si la norme de E est homogéne de degré —a et celle de F' ho-
mogene de degré —(3 et si Sy est continu de E dans F', alors

185 £ 117 < [1Soll ez, 29HV@=O IS, £ -

¢) En particulier pour 1 <p<qg<+4ooetl/r=1+1/q—1/p

1S5 £117 < llo(D) ||l 20+DE/P=3/0) |5, 7|1 .
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PREUVE. Ce lemme est immédiat.

Corollaire 1. Si la norme de E est invariante par translation et ho-
mogéne de degré —a et si S est dense dans E, alors pour s,0 < a,
(V—A)5~7 est un isomorphisme de B¢ sur BE?.

Nous utiliserons essentiellement les espaces BY B et B , ainsi que
les espaces Bs’q Bs’q Dans la Section 6, nous utiliserons egalement
des espaces de Besov sur les espaces de Morrey—Campanato (de tels
espaces de Besov ont déja été introduits dans le contexte des équations
de Navier-Stokes par Kozono et Yamazaki [KY]).

Les espaces B;;’q sont décrits par exemple dans [TRI] et [BL]. Dire
que f € B;;’q revient & dire que {27°A; f};ecz € 19(LP). Les espaces de
Triebel-Lizorkin Fps’q (p < +00) sont définis par {275A; f};ez € LP(19).
En particulier FOZ = I[P pour 1 < p < +oo et F{? = H! on H!
est I'espace de Hardy Un autre cas que nous aurons a considérer est
FS 2 — H% ou H® est I’espace de Sobolev homogene.

Les inégalités de Bernstein donnent immédiatement B;;’q C B;: a
pour p <p’' et s =s+3/p'—3/p.

Pour finir, nous rappelons le principe du paraproduit de J. M.
Bony [BON]. Considérons deux espaces F et F' de normes invariantes
par translation et homogenes de degré —a pour E et —f pour F, avec
o, > 0. On a donc E C BZ O”’oetFCB B0 En général, le
produit de deux éléments de E et de F' n’est pas défini. En écrivant
SnfSng (qui est défini puisque pour f € Eet g € F on a Syf € L™
et Syg € L) sous la forme

SNFSng =Y > AxflAig

k<N I<N

=3 ) Aflig+ Y > AufAig

k<N I<k-3 I<N k<I-3

+> > ArfAyg,

k<N <N
[l—k|<2

on voit que les deux premiers termes convergent dans S’ quand N —
+o00 vers des éléments de B a—F,00

9) =Y AifSjag

jez
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w9, /)= 098 of
JeZ
(car le support de (A;fS;—29)" est contenu dans {€ : 27/4 < [¢] <
(9/4)27}) et que l'obstruction & la définition de fg provient de la non
convergence éventuelle du troisieme terme

R(f,9)=)_ >, AjflAg.

JEL |1-j|<2

2. Solutions faibles des equations de Navier-Stokes.

Dans cette section nous présentons la définition de solution faible
pour les équations de Navier-Stokes et nous montrons que sous certaines
hypotheses une telle solution est aussi solution d’'un probleme intégral
équivalent [KAT 1], [BRO].

Ce sera sous cette derniere forme que nous aborderons par la suite
I’étude des solutions “mild”, qui ne sont qu’un cas particulier de solu-
tions faibles. Rappelons la définition que nous avons donnée des solu-
tions faibles.

Définition 1. Soit T € ]0,+o00]. Une solution faible sur 10,T| des
équations de Navier-Stokes est un champ de vecteurs
(t,2) € (L (00, T[ <E*))
qui vérifie dans D'(]0, T[ xR3)
%
V-u=0,
(2)

— —
il existep € D'(|0,T[xR3): dyu=Au—-V-u® u—Vp.

_)
On envisage d’éliminer le terme Vp en appliquant 'opérateur de

projection P = Id + ?if ® ?% aux équations de Navier-Stokes; celui-ci
n’étant pas en général défini dans D’ il faut maintenant préciser le
cadre fonctionnel dans lequel toutes les opérations seront licites.

Nous considérons le cas de solutions faibles u (t) € L2(]0, T, (B,)3)
ou pour 1 < p < 400 on définit F, par

Ep:{fELfoc: sup/ If(y)|P dy < 400,
z€R3 J||z—y| <1

lim Frdy =0}

l2ll=+o0 Jjjz—y|<1
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En réalité il ne s’agit pas la d’une véritable restriction.

Les solutions faibles de Leray (u(t) € L>(]0,T][,(L?)3)N
L2710, T[, (FY)3)) [LER], ou “mild” de Kato (u(t) € C([0,T[, (LP)3),
p > 3) [KAT 2], sont dans L?(]0,T"[, (E2)?) pour tout 77 < T. De
méme les solutions autosimilaires de Cannone [CAN 1] vérifient u (t) €
C*([O,oo[,(Bg’oo)?’) et t1/2-3/Q0y (1) € L*°(]0,00[, (L9)3) avec s =
3/q—1,3 < q < +o0, et donc

u(t) € L*(10, 7', (L)) € L*(J0, T'[, (E2)*) ,

pour tout T’ < oo. Enfin les solutions “mild” de Meyer [MEY] (u(t) €
C,([0,T[, (L*°)3)) conviennent également puisque L3> — L2+ L% —
E>.

En ce qui concerne les espaces étudiés dans la suite de cet article,
ce seront des espaces de Banach de fonctions X qui vérifient X — L%OC,
S est dense dans X, ||f(z — z0)||x = ||f(2)]|x, pour tout zo € R, ce
qui entraine immédiatement X < Fs.

Nous allons maintenant démontrer la Proposition 1 annoncée dans
I’introduction.

Proposition 1 (Formulation intégrale des équations de Navier-Stokes).

Soit u(t) € L2(]0,T[, (F,)3). Alors les trois assertions swivantes sont
équivalentes :

i) W est une solution faible des équations de Navier-Stokes;
— —
i) V-u=0etdhu=Au—-PV-uQ®u;

iii) il existe o € (8')? telle que

t —
u(t) =ePuy— / EAPY . U @ u(s)ds.
0

PREUVE. Nous commengons par vérifier que i) entraine ii).

Si u(t) € L2(]0,T[, (E2)3) est une solution faible des équations de
Navier-Stokes, elle vérifie I’égalité (2) dans un espace de distributions
plus précis que D'(]0, T[ xR3).

On définit en effet 'espace 7 des fonctions de test en posant ¢ € 7
si et seulement si ¢ € C°(]0,T[ xR3) et il existe K compact, K =
K(p) C R tel que Suppo(t,z) C K x R® et pour tous «, multi-
indices, pour tout n € N on ait sup;ejo 7 [|2® OroL ol L~ < .
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On considere alors 7/ le dual de 7, ¢’est & dire T' € 7’ si et seulement,
si pour tout K compact il existe Ax, Bx,Ck et Nk tels que pour tout
¢ & support dans K x R3 on ait

(T, 0)| <Cx > SlthHSUa 0700 ol -
|a| <Ak

|BI<Bk
nSNK

Comme E, C 8'(R3), il est facile de voir que L2(]0,T[, (E2)3) C (/)3
et donc aussi 8,1, Au € (7")3. De méme, étant donné que toutes les

composantes de u ® u sont dans L(]0,T[, (E1)3), V.7 ®71 est dans
(1")3.

En revenant aux équations de Navier-Stokes, cela entraine que
ep € (7')% et que les équations peuvent étre considérées dans 7' et
non pas seulement dans D’.

Il n’est pas encore licite d’appliquer le projecteur P, mais nous
allons contourner le probleme en passant aux hautes fréquences. La
nullité a 'infini des fonctions dans E» permet en effet d’écrire si ﬁ(t) €

L£2(10,T[, (F»)3), u Z limy,—y oo (Id — Si,) et donc aussi

Il est maintenant possible de faire agir P sur (Id — Sk) 8, u; on obtient

ﬁ.
P(Id — S;) Oy u = (Id — Sg) O, u grace 3 V- u = 0. Etant donné u une
solution dans L?(F3), on peut donc écrire

00 = lim P(Id— Sg) 0,4
k——o0
7_/ . N — N N —
Z lim (P(Id—SK)A4 —PId—S,)V -4 ® 4 — P(Id—S,)Vp).

k——o0

ol maintenant tous les termes sont bien définis. On envisage alors de

— ’
démontrer que P (Id — S, )Vp = 0, pour tout k € Z et qu’on peut passer
a la limite pour les autres termes. En utilisant la définition

- 1 =

P(1d— 5 Vp= (10— ¥ £ V) ((1d— 5) V).
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si on prouve que pour tout k € Z
- - — - —
V (V- ((Id = Sk) Vp)) = A(Id — Si) Vp

on aura résolu le probléeme. Ayant supposé p € D’ et non pas dans 7/,

_)
on ne peut pas commuter les opérateurs (Id — Si) et V car le premier
est défini seulement sur 7.
. — JE o

En testant sur une fonction ¢ € 73 on est ramené A vérifier que
— - —
(Vp, (Id—S) (V(V- @) —AP)) = 0. Cela est impliqué immédiatement
par la propriété exprimée par le lemme suivant.

— —
Lemme 4. Soit p € D' telle que Vp € (/)3 et soit 1 € 13 telle que

- = - =

V-4 =0. Alors (Vp, ) = 0.

— - —
Supposons avoir montré que pour tout ¢ € 73 telle que V- ¢ = 0

il existe ¢ = (1,02, 3) € T telle que

1 02 3 — 03 2
e
Y=VA|p2 | =] 0301—01p3
©3 0192 — 02 1

On aura alors conclu car il est toujours possible d’approximer z e
— — N . e N
par ¢ € D3 et donc ¢ par VA ¢. Or, puisque V- (VA @) =0on a

—

VB,V A D)= (0, V- (VA ) =0.

. — , . s, .
La construction de ¢ découle essentiellement de la propriété classique
suivante : si f € S, il existe g € S tel que 019 = f si et seulement si

f f(t, CUQ,.Tg) dt = 0.

= o =
On commence alors par écrire ¢ = o +  ou

0
o = Z; _ (/lbz(t,xz,aﬁg) dt)w(xl)
o (/¢3(t75€2,$3) dt)w(;vl)

N
ol [w(x)dr=1,et B =19 — a.



620 G. FurioLl, P. G. LEMARIE-RIEUSSET ET E. TERRANEO

N - = .
OnaV-a=0et donc V- =0 et le probleme se reconduit
N —

— —
a chercher v = (0,72,73) et § = (61,0,0) telles que 8 = V A f_y> et
R
a=VAJ.
Du moment que [ B2(t,z2,23)dt = [ [3(t, z2,23) dt = 0 il existe
2 et 3 dans S telles que By = —3173 et O3 = —0172.

DeV B—Oontlrealors ﬁ V/\’y
Pour Oz, il est facile de voir que [ as(z1,t,23)dt = 0 ce qui entraine
- =

P -
que azg = —001 et graicea V-a=0ona a =V A 4.

Revenant aux équations de Navier-Stokes, nous avons obtenu

9,0 lim (P(Id—S) AT —P(Id—Sp) V-4 ®1).

k——o0

%
Pour le premigr terme du deu>_<>iéme membre on tire de V- 4 = 0 que
P(Id — Sk) Au = (Id — Sk) Au et on peut passer a la limite obtenant

limgs oo P (Id — Sp) AT = AQ.

Pour ce qui concerne le deuxieme terme, on serait tenté de per-
muter le projecteur avec la limite, mais P n’étant pas défini sur 7’ on

_)
ne le peut pas. Une analyse plus fine du terme V - W ® U nous amene
4 la définition d’un nouvel espace Y, tel que limg_, _o (Id — S)f = f
si f €Yy et que P: Y2 — Y2 soit continu.
Soit alors

Yoo = {f €8+ 1A f e <29 Csij <0, | A;f = <29 Csij > 0}

normé par || f|ly,, = sup;e; 277 inf {1,273} [|A; f| g

—

_)
11 est, facile de voir que si u () € L2(]0,T[, (E2)3) alors V- u ® u €
LY(]0,TT, (Yeo)?). |
Par ailleurs si f € Y2 alors Pf=>czPAjf et [[PA;fllre <27 C
sij <0et|PA;fllr~ <2%Csij>0,doncPfe¥2etP:Y2 — V3
est continu. Cela nous permet ainsi de conclure que

— ’ — ’ e
lim PId—S,)V-u®u = lim (Id—S5)PV-u®u ZPV-u®u
k——o0 k——o0
et donc
T A
9) ohu =Au —PV-u®u.
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%
Passons a ii) entraine iii). Dans les équations (9) on a vu que PV -
uw®u e LY]0,T[, (Ya)?®) mais on montre aussi facilement que Au €
L0, T'[, (Yso)?) pour T" < T et donc d;u aussi. On peut écrire alors

U(t):/o Q) ds+ T, B e (S(RP))P.

On peut passer a la limite dans S’ au deuxiéme membre et donc
— — ’ . N /
u(t) — w pour t — 0 dans S’ ce qui donne un sens a la donnée

e e — —> — N .
initiale ug = w. De plus ug est encore a divergence nulle.
Considérons alors 1’expression

t —
v(t) =ePuy— / EAPY . @ u(s)ds, pour tout t < T,
0

ot1 I'intégrale converge dans Y2, de sorte que
V() — e ug e L®(0,T], (Yoo)?) -
Supposons avoir montré 1’égalité
- D =

(10) 0,32 AT PV -T®3.

On en déduit que

Alors sur 10, [ xR3

05 (e" ™2 (u(s) — ¥ (s)))
d’otl
e=)A(Uu(s) = v(s))=C=0,  dans 7' (]0, ] xR?).

On n’a pas le droit d’inverser en général Poperateur e*=4 mais on
peut le faire sur les basses fréquences et on écrit donc

—

Sy, et=A (U (s) — v(s)) =0, pour tout k € Z,
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pour obtenir
ﬁ.

Sp(u(s) —v(s) =0

et enfin

Il ne nous reste qu’a prouver (10). On sait que dpet® 270 2 Aetd 270. Il
faut montrer que

t Ao = —
3t/ eE=IAPY .U @ u(s)ds
0
t — —
:A/ C-DAPY . U @ U (s) ds + PV - 1 ® B(E).
0

Par une chaine d’égalités par de’ﬁnit_i)on ou bien par des pr(lpriétés
immédiates on obtient, pour tous ¢ € (D(]0,T[xR3))3, w(t) €
L]0, T, (Yoo)?)

t
<3t/ =AU (s, z) ds,g_o)(t,a:)>
0

t
= —</ =AY (s, z) ds, 3t$(t,aj)>

0

_ /0 ' ( /0 8 (s, ds, B0, ) ) e
_ / ’ / AT (5,) ds, 0,3 (1, ) de
/ / eI, B (1)) ds dt
/ / (=92 B (1) + A= B(1)) ds dt
/ / ~0h((s), e~ B (1)) ds di
; / / (Belt=98 G (5), B(1)) ds dt
-/ ' / " 0W(6), e (0 e d
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T, st . .
+ / < / Aelt=92 % (s, ) ds, g (L, )> dt
0 0
T
%

= [ B s+ (A [ D25 s s, Bt )

0 0

— (@) B+ (a [ AT 0 ds, Flt0)).

Passons enfin A iii) entraine i). Si u(t) € L2(]0,T[, (E2)3) est telle que

,
u(t) = etuy — f; et=9APY . U @ u(s)ds avec ug € (S'(R®))? et

—

V- U= 0, alors on vient de montrer que
%
Ou =AU —PV-u®u,
_)
V-u=0.

Il faut maintenant reconstruire le terme de pression. En écrivant 8t27 =
- 2 - = Z - - . .. .
Au—-V-u®u+ (Id—P)V-u® u on doit pouvoir identifier (Id —
- 5 52
P)V-u®uaVp.
Pour pouvoir “intégrer”, il est nécessaire d’utiliser encore une fois
un découpage fréquentiel. En appelant

Bl <l

S
pi=— AId-P)V-u®u

. . = A
il est évident que Zj Vp; converge vers (Id —P)V - u ® u. Si Ej D)
convergeait dans D’(]0, T[ xR3) on aurait terminé.

On a pour tout ¢ €0, T

O7 j§07

i)l < |A; (u® u)(t)||pe < ,
1P (@)L= < [|A; ( ) ()l CBi >0,

donc ..o pj converge bien dans 7. Pour j < 0 on n’a pas cette con-
vergence, mais il suffit de “renormaliser” en rajoutant des constantes.
Etant donné que

= P R S —
pj(@,t) —p;i (0, 0)] < ||| [[Vp; ()|~ < [z 27|V - v ® u(t)|ly.
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_)
ot |V u ® u(t)|ly,, € L0, T]), 3 ;<0 (pj(x) — p;j(0)) converge dans
7/ et on peut ainsi définir
p=>Y pi+ > (p;—p;(0))
Jj>0 Jj<0

— — —
de sorte qu'on ait Vp=3}_.., Vp; = (Id = P) V- W ® u et on conclut.

REMARQUE. Notre démonstration prouve qu’une solution
(S Lz([O7T[7 (EZ)S)
des équations de Navier-Stokes appartient a C'([0,T[, (Bb™)3).

3. Existence de solutions “mild”.

Dans cette section, nous montrerons les points A et B du Théoreme
2 sur l'existence de solutions “mild” dans les espaces limites. Il s’agit
d’une généralisation assez directe du théoreme de Kato sur I'existence
de solutions “mild” dans L3.

On considere un espace de Banach E de distributions qui vérifie :

(4) S est dense dans F ;

(5) E s’injecte contintiment dans L2

loc

(6) || - ||z est invariante par translation.

(E s’injecte alors contintiment dans I'espace Eo défini dans l'intro-
duction).

Pour prouver I'existence de solutions “mild” dans F des équations

_)

de Navier-Stokes (c’est-a-dire pour Uo € E3 V- 270 = 0, de solu-
tions faibles w(t) € C([0,T], (E)3) des équations de Navier-Stokes sur
10, T[ vérifiant w(0,-) = wp), le formalisme de Kato [KAT 2] consiste
rechercher un point fixe de la transformation intégrale

t —
w(t) — et Uy — / EAPY U @ u(s)ds.
0

On part donc de 27(0) =0et 0n_>pose U(nH) = etD Uy + B(z_z(n), U(n))
ot B(u,v)(t) = — f(f]P’e(t_s)AV .U ® v(s)ds. Si B(-,-) est bicontinu
sur C([0,T[, (E)3) et si

(11) 1B(w, ) (#)l|lz < n(t) sup |[u(s)|z sup [[v(s)]z

0<s<t 0<s<t
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avec limy_,o n(t) = 0, il suffit de choisir T" de sorte que supg ;<7 n(t) <

1/(4 ||| z) pour voir que u — e*®wo+ B(w, 1) est contractante sur

A = {u(t) € C([0,T[, (B)?) : Sup i)z < 2ldollz}

et envoie A dans lui-méme. Cela entraine 'existence (et 'unicité) de
w sur [0, 7).

Theoréme (Kato-Cannone).
i) (Kato) Pour p €13, +oc[, LP vérifie (11) avec
n(t) — C’p t1/2—3/(2p) )
1l y a donc existence et unicité locales des solutions “mild” dans LP.
ii) (Cannone) Plus en général, si E vérifie (4), (5), (6) et
14 (uwo)lle < nj llulle lv]e
avec Y g 27Vl n; < +oo, alors E vérifie (11) avec

n(t)zC’(( Z Zjnj)t—k Z 2_j77j>.

27 V/t<1 27 Vt>1

1l y a donc dans ce cas existence et unicité locales des solutions “mild”
dans E.

PREUVE ([KAT 2], [CAN 1]).

_)
i) 11 suffit de remarquer que [||P eAV|||p/(p_1) < +00, puisque

P AV /1)
D Dy A=
< 3l Gal, - IP2GE) 7,

. — .
<D WD)l p—1) 277 QD) V11 27 [lle® 11
3<0

+ X N (D)lllpp-1) 277

1 . —
Po(D) <[ 27 IV,
: Alll
j>0
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et donc

- =
1B (u,v)@®)7
t = _1/9_ — —
S/O P eV ||,/ p—1y (t = 8) 273/ CP [ ()2 [0 ()] ds
—
< CtPEIE P eA V||, 1) OS<HI<>t||U( )T S 17 (s)]1% -

ii) Ce point est tout aussi immédiat. En effet, on a

1B(3. ||E<Zm/ [pee=02 %o (5)]], as

- sup ||u(s)lle sup [[V(s)lle -

0<s<t 0<s<t
et
(t—s)A
[[pet=2Sa (2],
;. - A .
27 ([P VD)1 el , 2 Vi< 1,
1 —
< = min{lle® Vil [P AD) 1,
1 - 1 .
L jac i e Lam|| ). 1< v,
\ = 12 Vil [P 5 20) Joi<oivi

Dans le cas de L3, (11) devient faux (en fait, B n’est pas continu
sur C([0,T[, (L3)3) [ORU]), mais I’algorithme du point fixe converge

encore. En effet, 1_1,)(1) — "2, vérifie SUPg<rer VE ||Z(1)||Loo < +oo et
. — i s (e -

limy_y0 V/t |yl = 0, et ces propriétés restent vérifiées par u ) :
§ G = (i) € CO0.T[. (L) supyeporVE [0z < +oo ot
limy_0 V2 || (t)||p = 0} et si G est normé par

sup Vit [[d(t)||p= + sup [[u (1)l
t€]0,T[ t€]0,T[

alors B(-,-) est bilinéaire et continu sur G

I1B(w, ) (#)|[7 < /|||]P’€AV||I1\/—IIU()|IL3 ||U()||L°°\/_7

< Cllulle sup Vs [[v(s)]z .
0<s<t
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1 1
Vi—s (VI—s)!/?

ds
s (8) | zo |0 ()| Lo V5 =

t —
- —
1B(w, v) ()| L~ S/O I eV ll6/5

C — -
< — sup sl/4||u(8)||L6 sup \/EHU(S)HL‘X’
t o<s<t 0<s<t

(L —
< —||lv su s||v(s o
< = lle s V5135
d’ot le théoreme de Kato [KAT 2].

Théoréeme (Kato). Si ug € (L3)3, 3-80 =0, il existe T(wo) > 0 (avec
T = +o0 si ||wol|Ls est assez petite) tel que il existe une et une seule so-
lution faible U des équations de Navier-Stokes sur |0, T[ qui vérifie u €
C([0,T[, (L)), supgcper VI [u(t)ll= < 400, limeo vE [[u(t)]

—

=0 et u(0,-) = up.

Nous allons maintenant généraliser le Théoreme B au cas des es-
paces limites. Rappelons qu'un espace limite est pour nous un espace
de Banach F tel que S < E — L2 | S est dense dans E, || - ||g est
invariante par translation et homogene de degré —1 par dilatation.

Les exemples que nous considererons seront principalement :

o I3

e les espaces de Besov Bf)’q (1<p<3,1<qg<+o00,5s=3/p—1)
et de Triebel-Lizorkin F39 (1 <p<3,1<q < +00,5=3/p—1) ;

o Despace F{'2 = {u € 8 : Au € H'} oit H' est Despace de
Hardy ;

e pour 2 < p < 3 Padhérence de S dans l'espace de Morrey-
Campanato M, 3 défini par : f € M, 3 si et seulement si f € L

loc?
SUP R0 SUPgpers B /P ([, cp [FW)F dy) /P < oo,
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3.1. Existence d’une solution globale pour une donnée initiale
de norme petite (Théoréme 2.A)).

Rappelons qu’il s’agit de démontrer 'existence de do(E) > 0 tel
que si F est un espace limite qui vérifie de plus

(12) 1A0(f Dlle < C(Iflle gl + I fllz= llglle)

— 3 o — — . . .
alors pour ug € E®, V-uy =0, ||ug||g < do, il existe une (unique) solu-
tion u € C([0, +oo[, (E)3) telle que SUPys 1w (t)|| 5 < +o0, SUPyso VI

N (#)|pe < 400 et limy_yo VE || (t)||p~ = 0. .

Remarquons que (12) est immédiat pour E = L3 ou M, 3 (puisque
dans ce cas [|[fglle < [|fllgllgllL=) et facile pour E = F’;’q ou B;’q,
p <3,s=3/p—1: on utilise le paraproduit de Bony fg = n(f,g) +
(g, f)+ R(f,g) et on a

2o (f,9)lE = [[Aom(f, 9)l|Lw
< Cllgllee (|A=1fllze + [[AofllLe + [|ALf]Lr)
<C'gllz=llfllz
et

120 R(f, 9) & = |AR(f, 9)l| e

<D D> 120 (A) (M)l

Ji2—21-j]<2
<Cllgle= Y 247 | f|lm
j2-2
=C"|[flle gl -
La démonstration de I'existence de u est quasi immédiate. On introduit
Eo = {u(t) € C([0,+c[, (E)°) :
— — . —
jgg(HU(t)llE + Vi [[u(t)l|z=) < +o0, lim VE [[u(t)]|z~ = 0}.

On vérifie d’abord que €Uy € Fuo. En effet, ||e2 f||p~ < C||f||z est
immédiat puisque E — S’ et ||f(z — z0)||z = ||f||E, Aot [|e2 f||z~ <
(C/V1) ||f||g par homogénéité. Les inégalités

— —
le*uollm < lle®lll dolle et [

Hollo= < - [[dollm
\/_
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. L1 . - .
sont donc immédiates; lim;_,q ||etAu0||Loo = 0 vient alors de ce que S

est dense dans F.
On vérifie ensuite que

.
1e®=2PV - U@ v(s)|s

11, 5 N N
<C = 75 WeBle Vs [0 G)lle= + 1)l Vs [u(s)]le~).

11 suffit de prouver que

- = — — — —
14 (u @ v)lle <C(ullellvlce + vielulz=),

puis que

marva(g)],

. —
< Y Y(PVeD)|h
27 \/t—s<1

e e e

27\/t—s>1

1

<(C ;
t—s

_)
(ce qui donne [[e*=A PV - U @ 7 (s)]| gor < (C/vVI—=35) (u]le [V

— —
+lvlle lullze).
On a en particulier

L, - C — —
[e®DAPV - U @ 0 (s)||pe < = lulle= Nl

et
Jet="2 BV -3 © T (s)]
< e A RT T o T (o)
o

— — — —
S ULl llvllz~ +lvlle [Jullze)



630 G. FurioLl, P. G. LEMARIE-RIEUSSET ET E. TERRANEO
d’ot

_)
1e®=APV - U @ v(s)|[L~

C — — — — — —
< W%nunm 12z~ VI 12 1Tl + [l 1T -

S

Comme

/otﬁjiifs:/:#<+oo

et

t ds B ! do
0 gl/4 (t _ 3)3/4 - 0 ol/4 (1 _ 0)3/4 < Fo0

on voit que B(-,-) est bilinéaire continu de Eo, X Eo dans F.

On considere alors F(u)(t) = e" o+ B(u, u)(t) et on va montrer
que pour un bon choix de R > 0, F' est une contraction de la boule
B(0, R) C E dans elle-méme. En effet, si y est la norme de Popérateur

B sur Eo, X E, on a

— — —
IF(w)lle. < lleuollp. + pllullg,

et
— — - — - =
|F(u) — F(v)|lg. = |B(u,uw) — B(v, v)|E.,
<||B(u -7, u)|p. + |B(v,u — ).
— — — —
<pll(u—v)le. (Julles +llvlEL)

et, il suffit de choisir R tel que

le*4%o)lp.. +nR* <R,
2uR < 1.

La valeur

1= /1 - dplletd T
_ -

remplit les deux conditions et de plus R < 2|2 uo||p. < 2C |0z
Pour ||wollg < (24)/C, il existe un unique point fixe v € B(0,R) C
E, de 'application F'.
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3.2. Existence locale (Théoréme 2.B)).

Lorsque Uy est trop grand, la condition (12) ne suffit plus & assurer
s I - = - N
la contractivité de 'application F': en effet | B(u, u — v)||g se controle

par

sup || 4 (s) ]| g sup v/s || (s) — ¥ (s)| L
s>0 s>0

+sup /s || (s)|| L sup || (s) — 0 (s)||m
s>0 s>0

et dans le premier terme sup, | (s)|| & ne peut plus étre rendu assez
petit pour garantir que F' soit contractante. On va donc demander a
E de vérifier une forme modifiée de (12) ou le poids de la norme sera
atténué

il existe o €]0, 1] tel que pour tout ¢ > 0
(13) il existe M (e) > 0 tels que pour tous f,g € EN L™

12(f 9z < M(e) Ifllzllglz= +ellglle 1F1F 175" -

A nouveau, (13) est vérifiée par les espaces que nous considérons : pour
L? ou M3 c'est immédiat puisque ||Ao(f9)l|lz < |||z llgllze- Pour
E = F;’q, E = B;’;q, p < 3,s=3/p—1, on le vérifie en utilisant a
nouveau le paraproduit de Bony : on a ||Ao(f9)||g = [|[Ao(f g)||Lr et

on sait déja que [|Ao(7(f,9))llz < CllfllE llgllz= et [|Ao(R(f, 9))lE <
Cllflle lgllL= de sorte qu’il ne reste & étudier que ||Ag(7 (g, f))||zr- On
écrit

Ao7(g, f) = Aom((S3g — S—39),SLf) + Aom((Szg — S_39), f — SLf).
On a

|1 A0 ((S3g — S—39), f — Sc.f)llLr < C|Ssg — S_3g||r>= ||f — Srfl|Lr
< C' gz I fl|p 27 EG/P7D

Pour I = ||Aow((S39 — S—39),SLf)||L» on remarque que I se majore
par

1539 = S—sgllzr [1SLfllz < Cllglle [ fllz=
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et, en choisissant p > 3 > p et 1/g+ 1/p = 1/p, que I se majore
également par

1S39 = S—agllza 1Sz fllze < Cllgllm Y 14, fllze

i<L
< Cligle Y 202 if |
Jj<L

< O glle l1f1p 250=2/0).

En faisant la moyenne géométrique de ces deux estimations, on obtient
pour L < 0

1A (g, )llz»
< Cllglle~ 1l 220739 ¢ gl | £ 171132 270123/ @)

On obtient que E vérifie (13) en prenant o = 1/2 et en choisissant,
pour & > 0 fixé, L tel que C' 2L(1/2=3/(20)) < ¢

Nous pouvons maintenant démontrer le point B du Théoreme 1.
On considére & nouveau F(u)(t) = e wo+B(u, u)(t) et on va montrer
qu’il existe T" > 0, p > 0 et R > 0 tels que 'application F' soit une
contraction de I'espace Er , r défini par

Erpr={u(t) € C([0,T[,(E)*) :
sup /5 [[u(s)||= < py sup |[u(s)||p < R, W V2 ||u(t)]| e~ =0}
0<s<T 0<s<T t—0

qui est un fermé du Banach Er o, 'analogue sur [0,7[ de F , normé
par

— — —
[illr . = sup /s [[i(s)llze + sup |lu(s)||e -
0<s<T 0<s<T

On commence par vérifier le lemme suivant.

Lemme 5. Pour ?Z, V€ Er o ete>0ona
- = - =
1BC, D)) oo + 1B, 0)(0)] 3o

< Ce sup [u(s)lle(sup Vs [V (s)]z=)*( sup [[9(s)]m)"
(14) 0<s<t 0<s<t 0<s<t

— —
+M(e) sup [[v(s)llz sup Vs [[u(s)]L~)
0<s<t 0<s<t
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et ausst
VEIB(U, 0)(0) |z~ +VE | B0, u)(t)]|o~

— —
gC’(eI/Z\/sup 1d(s)lle sup V5 |u(s)l|z~
0<s<t 0<s<t

e VA T @l)™ s 1))
(19

+M(e)? sup /5 [|u(s) ]
0<s<t

o 16l s V5 176 ).
0<s<t

0<s<t

En particulier, si lims_o /5 ||€(8)||pe = lims_y0 /5 ||V (8)]|pe =
0, on a bien

lim [|B(w, v)(s)llz= =0 et B(u,v)€C(0,T[,(By")?).

PREUVE DU LEMME. Les transformations de Riezs operent contini-
ment sur B%’l, de sorte qu’on peut se ramener a 1I’étude de 'opérateur
scalaire .
A(u,v)(t) = / et=9A /A (uw)(s)ds.
0
On remarque d’abord que « défini par e® /—A = a(D) vérifie |a(z)| <
C/(1+ |z]?) : il suffit de remarquer que

(1+ |2*) a(x) =

(271r)3 /R (Id+ A2) (J¢] =) €' dg

et que

A2(¢le €y = 05+ B(¢)

ot B(€) est O(1/|€]?) au voisinage de 0 et & décroissance rapide & I'infini,
de sorte que 3 € Lt. Cela entraine pour f € E, || * f|lr~ < C||f||E,
puisque

sup [a(y)| < +oo,
kEZS max; |y1—kl|§1
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et donc a x f € Cy (par densité de S dans E; et puisque pour a €
L' on a ax* f € Cy lorsque f € §). En particulier pour u,v € E,

V—=AeR(uv) € S).

Pour montrer 'inégalité (14), il suffit d’estimer

t
I:/ ||6(t_s)A AV, _A“U($)||B%1 ds .
0

Pour cela, on écrit

avec

Ii(s) = 18, "2 V=R uv(s)|g -

I;(s) se controle facilement
I;(s) < inf{|||e<t—s>A||| H‘\/—A Q(B)H
J — 1 2]

CEa( D) Jiaserion

)
1

llaze==2, |

: ) 27 _
< C'inf {2 , W}HAJUU(S)HE

s j 27
< C"inf {2 ,m}
(M () [lo(s)]| z [[u(s) ||~
+ellu(s) |z llv(s) |2 (27 [lo(s)[lE)' ™)

et donc
e’ l-«
1<C(e sup u(s)llp ( sup V5 [lo(s)lle=)"( sup [o(s)]lx)
0<s<t 0<s<t 0<s<t
¢ . 27 9j(1—a)
. : j
/0 me{2 W (t—s))z} a2 ds

JEL

+CM(e) sup /s |lu(s)l|lL= sup [v(s)llm
0<s<t 0<s<t

t . X J ds
[, Sl ) vR)
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1—
< C (e sup Jlu(s)lle ( sup /s llo(s)llz=)"( sup [lu(s)|e) "
0<s<t 0<s<t 0<s<t

+M(e) sup /s [|u(s)|r= sup [lv(s)]|k)
0<s<t 0<s<t

car les deux intégrales se majorent respectivement par

/t ds _/1 do
0 50/2 (t _ 5)1—a/2 - 0 oo/2 (1 _ 0—)1—(1/2

/t ds /1 do
Oﬁ\/t—s_ 0\/5\/]_—0"
Pour (15) on part de 'inégalité (qu’on vient de démontrer)

lelt==28 VoA (wo)(s) ||

1 1 a l-«
5072 ([ = 5)1=072 e llu(s)lle (Vs llo(s)llze)™ lv(s)ll
1 1

+ﬁ\/t—s

et par

<c(

M(e) Vs [|u(s)] Lo ||v(S)IIE>

et de
1

= s

=D () e < €

pour en conclure
1% V=A (uv)(s)|| =

< O( o= gymara 1H)le (V5 Io(e) )7 o (s) 7

M (¢)
g VA Ol o))

par ailleurs
1
[e®=D2 VA wu(s)||p~ < C -
s

d’oll en moyennant

||e(t_s)A\/ —Auv(s)||p=

1 1
1/2
< C(8 sa/AF1/2 (f _ g)1—a/4

1
VvVt—s

Vs [u(s)llLe Vs [lu(s)| Lo

' \/||U(S)||E\/5 lu(s)llzee (Vs lo(s)llpee) o+ [Ju(s)l|5

MY e VA ) e o) VS () 2 )
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et (15) est démontrée car les deux intégrales se majorent respectivement
par

¢ ds B do
o, S/At1/2 (t — S)l—a/Z - % o oO/At1/2 (1— 0-)1—a/2

¢ ds
o s34 (t— 3/4 \[ o34 (1 — g)3/4

Le lemme est donc démontré.

et par

FIN DE LA DEMONSTRATION. Il s’agit de trouver T, R et p pour que F'
soit contractante sur Er g , et laisse Er g , stable. On écrit

|F(u) = F(0)|By,.n = B

et on applique (14) et (15) pour obtenir, pour u,v € Er,r

—

IF (i) = F(0)|| pr,
<COEUETIIZS) V()| By (e R+M(e) p+ Ve /Rp+/M(e) p)

de sorte que on va imposer

eR+M(e)p+Ver/Rp+ /M p<—

il suffit de prendre

b
3CR’

. 1 1
p<m1n{ }

9C%2e R’ 3C(M(e)+ /M

ce qui fixe le choix de p en fonction de R.
Il reste a assurer que Er , g soit stable sous 'action de F'. Il suffit

d’écrire pour u € Er R, pourt <T

1E () ()| 5 < le Wolls + 1B(d, u)(0)]1
< |ldollg + CeRp“ R+ CM(e) pR
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et
%
VEIIF (u) ()|
< V[ UgllL~ + CVE Vp R \/pite R~ + C\/M(e) p/pR .

Si on impose a p les conditions supplémentaires

< min{ ! L }
p= 1CM(e) (AR'-eCe)/aS’

1 1
o
p= { (16 C2e R*—2)1/a’ (4C M(e)'/2)? R} ’

on obtient

R
IF(@)(#)]|5 < [[wollm + 3

VEIFG)@)le < VE e dollz + 5 -

On prend donc R = 2||wy|| g, p assez petit (en fonction de R), puis T tel
que supgcycr V1 |let® Uoll~ < p/2 et la démonstration est terminé :
ET , r est stable et F'y est contractante.

4. Unicité des solutions “mild”: les espaces limites “réguliers”.

Nous nous intéressons dans cette section et dans les suivantes au
probleme de 'unicité des solutions dans F' = C([0,T[, E®) pour un
espace limite E. Rappelons que I'existence de solutions “mild” a été
établie a l'aide d’'un théoreme de point fixe dans le sous-espace F, =
{de F: Vtiae (L*(]0,T[xR3))3, lim;_0v?t ||i@]lc = 0}. L'unicité
dans F, est donc immédiate et le probleme est de s’affranchir de la
contrainte v/t @ € (L*°(]0, T[ xR?))3.

4.1. Un cas élémentaire: le théoréme de Le Jan et Sznitman.

Récemment Le Jan et Sznitman ont montré qu’il existait des es-
paces limites E tels que l'opérateur bilinéaire (i, ¥) — B(u, ) opérait
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continiiment sur L>°(]0,T'[, E®) de sorte que le probleme de I'unicité se
résolvait directement dans L>°(]0, T[, E3) [LJS].

Théoréme (Y. Le Jan-A. S. Sznitman). Soit APM = {u(z) € S :
Supgezs [E[2[R(E)] < o0} Alors

B(u,v)(t) = /tpe@—sm V(7 ®7)(s)ds
est bicontinu de
L]0, 00[, (APM)?) x L°°(]0, co[, (APM)?)
dans
L>=(]0, 00[ , (APM)?) .

Nous en donnons ici une preuve due & M. Cannone [CAN 2.

ﬁ.
Lemme 6. Soient f,g € (APM)3. Alors

sup [¢ FOHE) + F(3)E)] < C sup e F(F©)] sup [¢f F()©)].

PREUVE. Il suffit de montrer que

1 1
s dn < C —
/RS & — 1|2 |n|? €|

c’est immédiat puisque U'intégrande est bien intégrable (au voisinage de
0, de £ et a l'infini) et que l'intégrale définit bien une fonction radiale
homogene de degré —1 de €.

PREUVE DU THEOREME. On veut évaluer

t —
sup sup |¢|? ‘ / F(Pelt=A V. (27 ® ?)(s))(ﬁ) ds|.
t>0 ¢eR3 0

En passant aux composantes et en majorant, on a

t
2 AN A
sup sup [¢[2 / e~ E=)IEP |¢| | (@ D) (s, €)| ds
0

t>0 ¢cR3

-~ ~ _ 2
< C (sup sup [¢[2 [(s, £)]) (sup sup [€[? [i(s, €)[) sup sup (1—e~*¢1)
s>0 ¢€R3 s>0 ¢eR? t>0 ¢eRr?

= C (sup sup [¢]*[a(s, €)]) (sup sup [¢[* [0(s,€)]) -
$>0 ¢€R3 $>0 ¢€R3



UNICITE DANS L3(R3) ET D’AUTRES ESPACES FONCTIONNELS 639

Le résultat de Le Jan et Sznitman nous a permis alors de résoudre le

probléme de I'unicité pour E = AH! = {u € S): Au e H'} = F}?,

un sous-espace de L2 que nous étudions comme cas d’école plus simple
3

que L~ :

Corollaire 2. Si||tg||an1 est assez petite, la solution globale a la Kato
est l'unique solution dans C([0, +oo[, (AH)3).

PREILVE. On remarque d’abord que AH! est un sous-espace de APM.
Soit v () une autre solution dans C([0,T[, (AH!')3) avec méme donnée

initiale uo(z) = v (0,z). Nous donnons & cela la signification suivante
- A ¢ Ao =~ —
v () =€ o —/ Pe™AV. (V@ 0)(s)ds,  dans S’
0

Soit to =sup {t > 0: u (s) = v(s) sur [0,¢]} (évidemment cet ensem-
ble n’est pas vide). Slg)posonj to < z
On a, en posant u(t) — v (t) = w(t)

[w(®) ]| apm
= |B(w, ) (t) = B(v,v)(t)l|apu
= |B(w, u)(t) + B(V, w)(t)||apu

< C sup [[w(s)|apm( sup [[u(s)llapm+ sup [[v(s)]|apm)
0<s<t 0<s<t 0<s<t

< C sup [[w(s)]|apm(2 sup [[u(s)am + sup [[w(s)]anr).
0<s<t 0<s<t 0<s<t

w(t) étant la solution & la Kato, pour tout ¢ > 0, ||u(s)||an: < 1/(4C)
o 1
pourvu que || ugllayr < 0 < do(AHY).
Par ailleurs il existe t; > £o tel que supg 4, 10 ()| azr < 1/(4C)

grace & la continuité de u (), v (¢) et & la définition de t,.
Donc

ﬁ.
sup [lw(s)||apm
0<s<ty

B~ w

sup. [7(5)laput <
0<s<ty

d’olt w(s) = 0 sur [0, t1[ dans APM et donc dans AH!, ce qui contredit
la définition de ¢g.
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Il est intéressant de remarquer, comme l’a fait M. Cannone
[CAN 2], que I'espace APM dans lequel on peut démontrer la biconti-
nuité de l'opérateur bilinéare n’est rien d’autre qu’'un espace de Besov.
En effet

APM = B2X = {f € Sy : sup2¥ ||A; fllpm < +00} .
JEL

C’est cette remarque qui nous a permis d’étendre ce premier résultat
d’unicité a d’autres espaces fonctionnels limites simples comme nous
allons le voir dans la section suivante.

4.2. Espaces limites réguliers.

Nous allons caractériser dans ce paragraphe les espaces fonctionnels

pour lesquels on peut adapter immédiatement la méthode utilisée pour
AHE.

Définition 6. Un espace fonctionnel limite régulier pour les équations
“mild” de Navier-Stokes est un espace E limite au sens de la Définition
3 qui vérifie de plus la propriété suivante

il existe C' > 0 tel que pour tous f,g € F,

16
(16) 180(f 9)llz < Csup | A £l 5 sup | Asglls -
JEZ JEZ

On remarquera que la propriété (16) peut se ré-écrire

18;(f 9lle < C2 (1 fll goee llgll o -

Soit X un espace de Banach; on notera C, ([0, T[, X) le sous-espace
des fonctions f(¢,z) de L>°(]0,T[, X ) qui sont continues de [0, 7| — X
au sens des distributions.

Lemme 7. Soit E un espace limite régulier, T €]0,00] et u(t), v (t) €

c((0, 7, (E)%).
Alors pour tout t €0, T| l'intégrale

B(u,v)(t) = —/OtPeU—S)A% (u®v)(s)ds
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converge au sens des distributions vers un élément de (B%’OO)?’.
De plus B(u,v)(t) € C,([0,T], (B%™)3) et en particulier
. - —
tlg%B(u, v)(t) =0
dans (S')3 et

- = — —
1B(u, v)(®)]|go < C sup [[u(s)go~ sup [[v(s)] o,
0<s<t 0<s<t

pour tout t € [0, .

, . . .« A 50
PREUVE. Les transformées de Riesz agissant continiiment sur Bg™,
on peut encore une fois démontrer le lemme pour 'opérateur scalaire

t
A(u,v)(t) = / =98 V/_Auwv(s)ds.
0
On a que =92 /—Aww(s) € E, pour tout s € [0,t] et aussi,
6
/ =B V/_Auwv(s)ds
0

converge dans E C S pour tout 6 € [0,¢].
On montre maintenant que pour tout ¢ € S il existe

lim < /9 et=9I8 A wv(s) ds, ¢>
0

60—t

et que cette limite est dans S). On a

< /9 =92 VA wu(s) ds, <z5>

0

= < ZAj /09 =928 /A wu(s) ds, q5>

JEL
6
-3 (o [ o v ()
=S (g [ 4B e no(5)e)

S (sm.0(2))

JEZ
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ou on a appelé
1 6
f;(0) = oY Aj / =98 VA wu(s)ds
0

On a que f;(0) € E et f;(0) — f;(t) dans E.
De plus, ||f;(0)||z~ < C, pour tous j € Z, 6 € [0,t]; en effet

IR
37 || 12 VIR A (s) o s

<5 [ = vma(G)] 2 1anensa

" Lo 2’ j
S/O lnf{2 7m}2 [[u(s)] goy lv () o, ds

> 1
< inf{ }da sup ||u 20,00 SUP  ||v(8)]] 5o,
| me{r Ju(s) o= sup l1o(s)

0<s<t

< C sup ||U(S)||BOE,00 sup ||1)(s)||BoE,oo.
0<s<t 0<s<t

On conclut que

tim > 2(1;(0).9(3)6) = S f5(0),9)

grace au théoreme de convergence dominée, et donc dans S’
t .

/ =98 VA wuv(s)ds = Z 27 f;(t)

Enfin on a que

So(A(u, v)(t) =Y 27 Sy f;(t) € Co

3<0

car
1S0fi(t)||z~ < C, pour tout j € Z

et Sofj(t) € Cy, ce qui entraine que A(u,v)(t) € S, pour tout t € [0,T7.
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Il faut maintenant prouver que

t
sup/ 1A et =2 VA uu(s)|pds < .
5€7.Jo

Or, d’apres le Lemme 3, Section I

t
/ 1A, et=93 VTR yu(s)| g ds
0

< [ {or s Al ds

47t
< C sup |ju(s)||go.~ sup ||U($)||BO,00/
0<s<t Eoo<s<t 7 Jo

1

(= > do

ce qui permet de conclure.

On obtient donc le théoréeme d’unicité suivant.

Théoreme 3. Soit E un espace fonc_t)ionnel limite régulier pour les
équations de Navier-Stokes. Alors si u(t) € C([0,+oo[, (E)3) est la

ﬁ.
so_{ution a la Kato avec donnée initiale 270 Lelle que V - 270 =0 et
|uwolle < 60(E) et si pour un T € ]0,400], v(t) € C([0,T[,(E)>) et
V(t) =eBug+ B(v,v)(t) dans S, alors v (t) = w(t) sur [0,T].

PREUVE. Remarquons tout d’abord que si
- A= t Ao = —
v (t) = e ug — / Pel=2 V. (v @ v)(s)ds
0

du lemme précédent il s’ensuit que 3(0) = 270, ce qui justifie qu’il s’agit
bien la d’une autre solution avec méme donnée initiale.

Il suffit maintenant tout simplement de reprendre mot a mot la
preuve de 'unicité dans l'espace AH'. En substituant B%’oo a l'espace
APM et E & AH! on obtient I'inégalité suivante

— — — —
[w(®)llgo= < C sup [[w(s)|l o (2 sup [[u(s)]|e+ sup [[v(s)]e)-
0<s<t 0<s<t 0<s<t

d’ot1 on peut conclure.
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EXEMPLES.

Proposition 2. Pour 1 <p <3,1<¢q < 400, s =3/p—1, B;’,q et
F;’q sont des espaces fonctionnels limites réguliers, pour les équations

de Nauvier-Stokes. En particulier HY/?2 = B;/z,z est un espace limite
réqulier.

PREUVE. On utilise le paraproduit de Bony

Bo(f9) = Do Y AufSiag) + Ao D ArgSiaf)

[11<2 17]<2

+m(2mfiAW@
e=—2

1>-3
=Apa+AgfB+Apy.
On a
2
1Aoallzr < > NAf o 1Si—2 gllzee < C lIf | gz llgll s

I=-2

et [|Apf||L» se controle de maniére similaire.

Venons au controle de Agy. On pose g = +oosil <p<3/2,q=3
si3/2<p<3.Onaalorsp<gq,1/p+1/g<let3/qg>1—5s=2-3/p.
En posant r = pq/(p+q) il résulte 1 <r < p et

2
Z Al+6 g HL'I
e=—2

S C2—l8 2—l8 2[(3/p_3/q) ||f||B;,OO ||g||Bg,oo

2
(3 ), = 1071
e=—2

— 020D | f]| e g s -

de sorte que

1807lzr < [A0lzr < C 3 2053/ | 7] s g e
j>-3

Il faut remarquer que pour B;’Oo le résultat est vrai quitte a se restrein-
dre a I’adhérence de S.
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REMARQUE. Le résultat d’unicité du Théoreme D vaut aussi sans la
condition de petitesse de la donnée initiale. Ce méme résultat dans les
espaces de Besov, dans les deux cas de donnée petite ou quelconque, a
été obtenu de maniere indépendante par J. Y. Chemin [CHE].

5. Unicite dans ’espace L3.

Nous passons maintenant au résultat principal de cet article: 1'uni-
cité L3. Nous commencons par le cas des petites normes, comme pour
la section précédente, pour lequel la démonstration est simple. Le cas
général sera traité ensuite.

5.1. Unicité des solutions “mild” globales avec donnée initiale
petite en norme L3.

L’existence d’une solution “mild” dans L3 est classique [KAT 2].
Par ailleurs nous 'avons retrouvée dans le Théoreme B, Section 3.

Si on reprend cependant la preuve de I'unicité dans E limite “ré-
gulier”, on s aperc01t que finalement on n’a fait que plonger E dans I’
espace plus grand B % dans lequel Popérateur bilinéaire B(u v)(t)
est bicontinu. Dans le cas de L3 le candidat naturel est le Besov B0 o
qu1 cependant présente deux sortes d’obstructlons D’abord le prodult
u®v nest pas en général bien défini dans S’, B 9% ne s ‘injectant pas
dans L2 .. Ensuite, méme en se restreignant aux elements de L3 C B0 o
on ne peut plus établir la bicontinuité car la majoration

180 (uv)|[zs < Cllull gg. [0l go.

ne vaut plus. Par exemple, soient uy € L3, Uy a support dans la
boule de centre 0 et de rayon 1, u;(z) = ug(z) e (#€1) et v;(x) =
uo(z) e~ (®€1); en définissant alors uy = Z;.V:l(l/j) uj et vy =
Z;‘V:1 v; on a que uy et vy appartiennent & L? et Ajuy = (1/7) uj,
Ajvn ~ vj, mais dans le paraproduit

B( 3 ayuwdon) |, 2 Cllulisg = lowllsy
j>-3

car

1
UN OOO—C sup - UN 'o,oo:C et -
lunllgg =C sup = llowlsg >
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, . .
n’est pas dominé par sup;<;<n 1/j. o o

Toujours en reprenant la preuve de I'unicité dans E limite régulier,
on peut remarquer qu’il a été essentiel d’écrire

- = - = - —
u v

—w = B(w,u)+ B(v,w),

ce qui conduit a la majoration

— — — —
lw(®)ll 5o < C sup fuw(s)|go( sup [u(s)|e+ sup [[v(s)]e).
<s<t 0<s<t 0<s<t

Cela suggere de préciser I'appartenance fonctionnelle de @)(t) et d’envi-

sager donc une bicontinuité de Popérateur B(w,w)(t) qui ne serait plus
“symétrique”.
e
On commence par remarquer que si u, v € C([0, +oo[, (L3)3) alors

- — - —
U, u v,V

— 20,00
w(t) = B(u,u)(t) - B(v,v)(t) € By,
pour tout t > 0, car

1B(a, 0) ()l po < C sup |[u(s)ze sup [[u(s)]zs .
0<s<t 0<s<t

En effet, il suffit encore une fois d’étudier 'opérateur scalaire A(u,v)(t).

- :
L’estimation sur |||[Pe(t=*)2 VQ(D/27)|||, obtenue dans la Section
3 nous amene a

- 2 }HAJ(“U)(S)HLB ds .

14 A(u, v)(t)||rs < C/O inf{2j’m

Par ailleurs
14, (wv)(s)||Ls < C 27 [|A;(uv)(s)]|par2
< Cllw(DYIl+ 27 [Ju(s)llLs]lo(s)ll Lo
ce qui donne
47 1
1A A(u,v)()||rs < C/ ——— do sup |u(s)|[zz sup [[v(s)|zs -
o l+o 0<s<t 0<s<t

On a de plus les résultats suivants.
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Lemme 8. [l existe C > 0 tel que pour tout T € |0,+o00], pour tout
_)

u(t), v(t) € C([0,T[, (L33, pour tout w € C([0,T[,(B3'**)?) on a
pour 0 <t <T

—
1B(w, v)(®)] g2 < C sup. a(s)llzs sup [[v(s)]|Ls
0<s< 0<s<t

1B(0, ) ()] g/ + [1B(w, ) ()] 172,00

%
<C sup ||v( )|z sup ||w(s)||B1/2,oo.
0<s< 0<s<t 2

PREUVE. Toujours concernant ['opérateur scalaire il s’agit de montrer
que

A7) A 0)D) g2 < C sup [luls)]zs sup [lo(s)]|zs
0<s<t 0<s<t

(18) [l A(u, w)(@)]| g1/200 <C sup JJu(s)]|zs sup [[w(s)| g1z -
0<s<t 0<s<t 2

1,00

La démonstration de (17) est immédiate. On a méme A(u,v) € 33/2

le/Z,oo

C

. En effet, I’estimation

27|48 (wv)(s)llpos2 < Nlw(D) 127 [u(s)l|ze [lv(s)] e

donne comme dans la remarque précédente

27 |8 Au, 0) (1)l o2

<0 [Cnr {2 b 1A )9 s s

47 1
< dasupu 3 sup ||v(s)||ps .
| e s )l s o)

(18) se démontre de maniére analogue, en remplagant I’estimation
2|18 (wo)llgsrz < C 2 |luf|ga [vllze

par ) )
22|18 (vw)|pz < C 27 o]z [wll /2 -
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Pour établir cette inégalité, on écrit, toujours suivant la technique du
paraproduit de Bony

Aj(vw):Aj( Z Alel_2w>+Aj( Z Alel_gv)

l1—j]<2 l1—j]<2
o (3 A Y anew))
1>j—3 e=—2

:Ajozj+Ajﬁj+Ajfyj .
On controle ||Aja;||z2 en remarquant que
1Aj0][Ls < (llw(D)[1 [|v]| s
et que

I1Si—2wlizs < Y 1AwwllLs

k<I-3

SC Z 2k ||Akw||L2
E<I-3

<C Y 22 |w pree
E<I-3 ?

< /2 ) -
< C22 Jul gy
On controle ||A; B;]|L2 en remarquant que
| Ayw]| g2 < 2742 |lw|| 5172,
2

et que
1Stz v]lp= < C2'Jo]|Ls -

Enfin on contréle ||A;v;|/L2 en remarquant que
1Aj0][zs < (llw(D)[1 [|vf| s

et
1A wl|z> <2717 lwll grr2.ee s
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d’ou

185750l zers < C llvllze llwll g2 S o7l2 < 027 |y e lull gr/2.ce
1>j

puis que ||A;v;|lzz < C27]|Ajvjl Less en utilisant une inégalité de Bern-
stein.

On est donc en mesure de démontrer le théoreme d’unicité des
solutions “mild” des équations de Navier-Stokes globales en temps avec
donnée initiale petite.

Théoréme 1 (Donnée initiale petite). Si u(t) € C([0,+oo, (L3)3)

ﬁ.
est lg solution a la Kato avec donnnée initiale Uo telle que V - EO =0
et ||uollrs < & < 8o(L3) et si pour un T €]0,+00] il existe v(t) €
C([0,T[, (L33 vérifiant v (t) = e®ug + B(v,v)(t) dans S, alors

—

u(t) = v(t) dans [0,T].

PREUVE. (17) nous assure que si v est une solution “mild” avec v (¢) €

C([0,T[, (L?)3), alors pour tout t €]0,T[, v (t) — et® uy € (B >>)3

et il en va de méme pour U(t) —etA {[0 e (321/2,00)

3. donc pour w(t) =
u(t) — v (t). Comme w = B(w, v)+ B(v,w), (18) nous donne pour

t€]0,7T]

%
sup. [ (3) gy

0<s<t
— — —
< C sup ||w(s)||Bl/2,oo( sup [|u(s)||gs + sup ||v(s)||L3)
0<s<t 2 0<s<t 0<s<t
Cela entraine d’une fagon analogue au cas régulier que () = v (t)

dans B;/z’oo C &' et donc dans L3 ot se trouvent les deux solutions.

e e ags . -3/q—1,
5.2. Le cas des données initiales petites en norme B2/ "

3 < g <6.

9

On sait d’apres les travaux de M. Cannone [CAN 1] qu’on peut

obtenir I’existence d’une solution globale dans L? méme en affaiblissant
.. ;e ey — .

la condition sur la donnée initiale uy et notamment en imposant que
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— . . . . N . cs, 2
|wol| 52/a-1. s0it petite, ce qui revient & lui demander une propriété
q
d’oscillation. Le théoreme prouvé est le suivant.

Théoréme (Cannone). Soit q firé dans 3 < q < 6. Il existe une con-
stante absolue 6 > 0 telle que pour toute donnée initiale 270 € L3 avec

— z o - . . . .
||u0||33/q_1,oo < 0 et V-ug =0, il existe une unique solution glob-

ale “mald” U(t,x) des équations de Navier-Stokes ayant les propriétés
sutvantes

u(t) € C([0, +o00, (L)),
(19) t1/2-3/(29) 3 (¢) € C([0, +o0], (L9)3),

lim ¢Y/273/CD || (t)]| e = 0.
t—0
En outre,

(20) [a @)l gora-r.e < C l[woll gosa=roe -

On remarque que dans ce cadre on n’obtient aucun controle pour
la norme sup,- ||u(t)||rs de la solution. Cependant on peut rétablir
I'unicité de ladite solution quitte a montrer une nouvelle bicontinuité
de 'opérateur bilinéaire.

Théoréme 4. Il existe 6y vérifiant 0<dy<0 tel que si ||?_11)0||B.‘3/q—1,oo <
8o la solution u vérifiant (19) pour q €13, 6] est l'unique solution dans
C([0, +oo[ , (L%)?).

Le pivot de la démonstration est le lemme suivant.

Lemme 9. Soit ¢ €13,6[. Il existe C > 0 tel que pour tout
T €10, 0], pour tout u(t) € C([0,T], (Bg/q_l’oo)?’), pour tout w(t) €
Le(]0,T7, (B;/z’oo):”) on a, pour tout t tel que 0 <t <T

- — - =
1B (u, w) (@) grr2ee + [[B(w, w)(@)]| g1/2.00

< C sup [|u(s)]gora 1 sup [[w(s)| g1 -
0<s<t q 0<s<t 2
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PRrREUVE. Il s’agit encore une fois de démontrer, a l'aide du paraproduit
||A0(’U,U})||L2 < C ||u||BZ)/q71,oo ||w||B;/2,oo .

On a .
I gulf, < 2039 ] e~

et
ISjwlf, < €20/ ]| g1, sip >3

Si p est choisi tel que en plus ;1)4—% > % (ce qui est possible grace a la re-

Ajqu_2w> ||L2-

striction ¢ < 6) on obtient le controle de ||Ay (Z?:—z

On a aussi
1Awllze <2792 [l o et [1Sgulld < 2O/ u] yosgm
2 q

d’ou par Bernstein le controle de

[80( 3 agmsoan),
2

J=-

puisque 1/2 < 1/2+1/q < 1.
Reste le controle de

2
2
[a0( 32 a5 32 ageew), -
j>-3 e=—2
On a
1A w]|F < 27972 lwll grree et 1A;ully, < C2710-3/9) [l /a1,
d’ou

> 1Aullf 1A ewll? < Cllull gsrar.oo llwll gz, —2<e<2
j=-3

car —1/2 —3/q+ 1 < 0 et donc, par Bernstein,
2 2
20 ( X A 3 M),
j>-3 e=—2
2
ool a0 3 Ave)
e=—2

j=—3

L2a/(2+q)
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car 1/2 < 1/2+1/q < 1.

PREUVE DU THEOREME. En écrivant & nouveau
- = - —
u—v=BWw,u) +BW,w)

%
w =
on obtient du lemme précédent pour tout t < T

sup [[16(s) | g1/
0<s<t 2

< C sup ||a(s)||31/2,oo
0<s<t

'(QOi‘iEt”“( Mggra—se + sup. ()1l a1 -

On conclut alors grace & 'estimation (20) et & Pinclusion L3 Bg/97 1
3 < q<6.

5.3. Unicité des solutions “mild” locales.

L’idée novatrice pour démontrer le résultat d’unicité d’une solu-
tion dans L2 a été celle d’exploiter une bicontinuité non symétrique de

) . - = N . )
l'opérateur intégrale B(u, v)(t). Cette méme idée conduit au résultat
suivant.

Théoréme 1. Soient ug € (L3)3 telle - qu
et u(t), v (t) € C([0, [,(L )3) tel que u(t

—

v(t) =e® U+ B(v,v)(t) dans S'. Alors u(t) = v (t) dans [0,T].

v Q
ol

Le lemme de continuité est en effet le suivant.

Lemme 10. I existe C > 0 tel que pour tout T € )0, +00], pour tout u
avee Y8 1 (£) € C([0, T, (L*)3) et pour tout w(t) € C([0,T[, (By/*>)3)
on a pour tout t €10, T

1B, ) ()] g/ + I1B(w, ) (8)l| gy 72,00

<C sup sY8[[u(s)|[pa sup [[w(s)]| si/oee -
0<s<T 0<s<T 2
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PREUVE. On considere encore 'opérateur scalaire

A, w) (1) = /t =2 VA yu(s) ds.

0

On veut évaluer

272 (|8 A(u, w) ()| 2
! D .
(t—s)A  /_ e /2 . .
S/O e \/—AQ(2j)H‘12 1A (uw)]| g ds

on est ramené donc a estimer ||Aj(uw)| 2.
A T’aide du paraproduit on obtient

I8(ww)lz2 < €2 fullga ol gy
En effet on a
1Sjulles < Cllullgs
|Agwllz < €299/ | Agullgs < €2/ fullgy/e
d’ou l'estimation

|25( > AwSisu)|| | < CP 4wl fula
K<

On a aussi
1Aullzs < C ullgs

I1Sjwllze <Y | Agwl|zs
k<j

< 3k/4 o—k/2 )
<S Z 2 2 ||w||B;/2,oo
k<l—2

< 29/ ull gy
d’ou lestimation

HA]-( S Akusk_2w)HL2gozf/4||w||B;/2,oo [
k=jI<2
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Enfin on a

o 3 s0r Y duer),

k>5-3
. 2
§C23]/4 Z Z ||Akw Ak+5u||L4/3
k>j—3e=—2
< 3j/4 ) - —k/2
< OO || gy e D 2

k>j—3

<C2/* lwll grrz.co [Jul|La -
2
On conclut donc que

2972118 A, w) (1) 2
t _ 2J i
g/mq,arjﬁﬁ}wH%mm@mms

27i/4 1
<C’/ 15 ({1 —5) 202 1/8d8

_)
sup s'/% |4 (s) e sup[w(s)]] 12
0<s<T 2

0<s<T
t 75/8
1 20
<0 |, Tam
sup M [T (s) s sup [B(6)] 5y~

0<s<T 0<s<T

<C sup s [u(s)||ps sup [[w(s)]] 5rm
0<s<T 0<s<T 2

PREUVE DU THEOREME. Il suffit de décomposer
w(t) = B(w, u)(t) + B(v,w)(t)
= B(w,u —e*® up) + B(v — e*® wo, w)

+ B(w,e*® ug) + B(e®® Uy, w).

Comme u(t) et v (t) sont dans C([0, T[, (L3)3), les deux premiers ter-
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mes se traitent comme dans le cas global puisque

sup ||u(s) — e* Uoll s — 0,
0<s<t

sup ||V (s) — e*® up||rs — 0.
0<s<t

Pour les deux derniers, grace au lemme on a que

1B(e" wo, w)(t)l| gyroe + | B(w, e o) ()| gy

< C sup sY8|e*® Uollpa sup [[w(s)] grreee
0<s<t 0<s<t 2

. — .
ol SUPgc gt 578 (|2 wgllps — 0sit — 0.
Nous avons ainsi obtenu l'unicité locale. Soit alors ty = sup {¢ :

u(s) = v(s), pour tout s € [0,¢]}. Sity < T on a u(ty) = v(to) par
— —
continuité ; si on appelle U(t) = u(t + to) et V(t) = v (t + o), elles

restent solutions “mild” avec donnée initiale z_z(to). Donc il existe e > 0
— —

tel que U(t) = V (¢) dans [0, €[, ce qui contredit la définition de 5. On

a alors to = T et u(t) = v (t) dans [0, T].

REMARQUES. 1) Il faut préciser que dans les lemmes de bicontinuité qui

ont permis d’obtenir dans L2 les résultats d’unicité globale et locale, le
choix des espaces a été tout a fait arbitraire. En effet I’espace le/ 2,00
peut étre remplacé par tous les B;”/q‘l’o" avec ¢ €13/2,3[ tout comme
I des u tell 8 |u t &t

espace des u telles que supg 7 s*/° [|u(s)||p4 < co peut étre rem-

placé par celui olt supg. 4 q s7/273/(20) |2 (s)|| e < o0 avec q € ]3,6].

2) Nous donnons dans la Section 7 une autre démonstration des
memes résultats d’unicité en utilisant pour les espaces de Besov la
norme équivalente

sup [[(¢ Ac) ] 35
t>0

qui se révele plus adaptée a la structure du terme bilinéaire (voir aussi

[CP]).
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6. Unicite dans les espaces limites. Espaces de Morrey-
Campanato.

Dans cette derniere partie nous allons présenter une nouvelle for-
mulation des résultats précédents dans un cadre tout a fait général qui
comprendra aussi I’adhérence des fonctions dans la classe de Schwartz
dans les espaces de Morrey-Campanato homogenes Mp,:_),. Rappelons-en
la définition.

Vg = {f € My : sup | R f(Ra)]la, < o}
>

pour tout p,q tels que 1 < p < ¢q < 400 ou

1fllag, = sup_[|f Ljg—gqj<allLe -
.T()ERS

(Pour p = 1, on remplace L! par I’espace des mesures bornées).
Introduisons maintenant les espaces de Besov sur ces espaces M, 4
(voir aussi [KY]).

Définition 7. Pour tout p,q, 1 <p<qg<+ooetseR

Bra ={r € 8o sm 22184 llyy, , < +oo}

On vérifie facilement les propriétés suivantes.

(21) Pour p,p’ tels que 1 <p < p' ||flln, < |fllar,,-

(22) Pour p,p', q tels que 1 < p < p', p < g < +o00 et pour toute f
telle que f € M, , N L*>

1—-p/p’ p/p’
. < ! .
||f||Mp/,qp//p — ||f||L°° ||f||Mp,q

(23) 18 fllze < Cpg 2298 £l , -

(24) B C B;:;Zf’ pour s,s',p,q,p', ¢ tels que p’ > p, ¢ = qp'/p,
s'=s5-3/q(1-p/p).
_ (25) Pour p,q,p’,q" tels que 1/p+1/p" < 1,1/q+1/q" <1, f €
My 4, 9 € My o alors fg & My gn ot 1/p+1/p' =1/p", 1/q+1/¢ =
1/q".
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(26) Pour p,q tels que 1 < p < g < 40 et f € Mp7q alors f =
> jez Ajf dans S

On aboutit finalement au théoréeme d’ unicité suivant.

Théoreme 2C. Soit E un espace limite. Si E vérifie de plus que, pour
tout f € B,

([, e e)” <cisls

%
pour un p > 2, alors si ug € (E)3 telle que V - Up=0,sTE€ 10, 0], si
_)

u(t), v(t) € C([0,T],(E)3) vérifient dans S’
() = e g+ BEL D)0, T(0) = e o + BEL D)),
alors u(t) = v (t), pour tous t € [0,T].

REMARQUES. 1) Si 'espace limite E vérifie que, pour tout f € F,
» 1/p
([ 1rwpris)™ <cisle
|z|<1

pour p > 2, alors F C Mp,g C Mz,g.
En effet £ C M, car pour tout xy € R?,

(. wra)"<cis

grace a l'invariance par translation de la norme.
Par ailleurs £ C M, 3 car

/
R([ ifrapds) < RS (R < C 1 )s
|z—x0|<1

pour tous o € R®, R > 0, grace & l'invariance par dilatation.

2) Pour tout p tel que 1 < p <3 on a
IANfA2)ar, , = [1fllaz,, »  pour tout A >0.

3) 1l suffit donc de prouver le Théoréme 2C pour E 'adhérence de
S dans M, 3.
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En complete analogie avec le cas L3, on peut établir le lemme
suivant.

Lemme 11. Pour tous u(t)€C([0,T], (M, 3)?), v (t) telle que v/t v (t)

€ C([0, T, (Msy34)%), pour tout w(t) € C([0,T[, (B;)35°)%), on a pour
toutt <'T

- = — 2
(27) IBGE DOl < C( s 43, )"

I1B(u, )()||Bl/2oo+||B( )()I|Bl;2oo

(28)
< C sup ||U(5)||Mp3 sup [|w(s)| g2
0<s<t T 0<s<t 4/3,2
1BV, w)(t )IIBum+IIB(w U)(t)HBig,;o
(29) <O 1/8 -
< C sup sV ()i 0 S0 N0 g1

PREUVE. On remarque que l'opérateur B (u u) est bien défini dans
M 3 X M; 3 Ml ,3/2 car, sur 'opérateur scalaire, on a

2
1A W) (Ollaz, ,,, < CVE( sup[[u(s)lyg, )" -
’ 0<s<T

Pour montrer le point (27), on a que

2 | AjA(u, w) (1)l gy,

/2JH\ carv=mo(2)|| 1876y, s

25

< ([ {29 s b as) (s o)l )’
<0(sw luls)ly,,)’

1,00 CBl/ZOO

et on conclut grace a l'inclusion (24) B1 3/2 43 -

Pour le point (28) on a
272 (|A7 ACu, w) (Ol gy,

! ¢ Lo 27 il2 A d
N /0 o {2 (29 (t —5))? } 27 J(UM)(S)“M4/3,2 5
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A T’aide du paraproduit on verra que

(30) 22 |Aj(uw)llyg, ,, < C2 ully, ol gr7z.oe
donc

P/ Aj A 0)(O)5r,,, < C 50 N, 50 [0

Pour montrer (30) on rappelle que

Aj(uw):Aj( Z Alel_2u>+Aj( Z AluSl_2w>

[1—j1<2 [1—j|<2
2
+0;( Y Aw Y Ao
I1>5—3 e=—2

:Ozj—Fﬁj—l-’Yj.

Pour «; on écrit

22 |aillyg, ,, SC2P2N 0 AWy, ., D 1A ulz
li—j|<2 k<l—2

< Cllwll g 2722792325 ully
/% k<j

<C lwll 517200 Nulla, ,

grace a (23).

Pour 3; on a que, grace a (24), Bi//ggo C B;é/z’oo et donc

2|81y, ., < CP2 ST ST NAkwlly,, 1Al

[1—j|<2 k<l—2

< CPP ullgype Nellar,, 227
’ k<j

<CY lwll grrz.ce llellaz, , -
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Pour v; on a Bi//ggo C Bf/(gkl)fo avec r =p/(p—1) < 2etr >4/3,
car on peut assumer p < 4, ce qui donne, grace a (22), (23) et (25)
/2
272 il vty .

32
S 2 ||7J||M2(1_2/(3p))a2

< C 22 v 933 (1-2/(3p))(1-1/(2(1-2/(3p))))

||M1,1/<1—2/<3p)>

—j 035(1—2/(3p)) ) k(1-2/r) .
< (27923 P k;5||w||33,/£/21),f02 7l
e

<O Jull e ol
car 1 —2/r+3—-2/p=2.
Enfin pour le point (29) nous allons montrer & I’aide du paraproduit
I’estimation
/2 3/4j
(31) 202118 (vw) gy, , < C2%Y |Pollag, o s lwll gr/2.cc

qui donne

21/2 || AjA(v, w) ()l v, .

t ) 27 /2 .
<c / it {2, o |2 1850 )Gl 0

1 1

t
(7/4)5 ) 1/8 ,
<o [ 2 e gy 10O,
R 2 (s
s Su wls 2 o Su S vlSs y .
B o (t—s)7/8 s1/8 0<sgt Bijss 0<sgt Ms /3,4

Pour montrer (31) il suffit de remarquer que, de maniére tout a fait
analogue au point (28), on a

2|y, ., < C ol g1 > 2R IA vy,
* k<

< C 23/4) HwHBi;;;O ||U||MS/3,4

grace a (23).
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Ensuite

2P NBillatyee <27 30 D0 Akl Al

|i—j] <2 k<l—2
<OV wll g llvllag,, , D 2"
k<j
(3/4); . :
<C2 HwHBi;;;’O ||U||Ms/3,4 ’

grace a U'inclusion (24) Bi;;;o C Bs/lg/i‘ et a (25).
Enfin

272 illat, 10 < 2272 il aty ., 27

(5/4)3 Z . y
<C2 ||w||Bi;§2°° ||U||M8/3,4
k>j—5

< 020/ lwll g/ 191l xz, 1, -

PREUVE DU THEOREME. La démonstration est tout & fait similaire
au cas local L2. Il est bon de faire quand-méme une précision. Pour
montrer 'unicité de la solution, on est amené a écrire la majoration
suivante

— —
[ (t) — v (t )IIBmoo = [w(t)|| grr20 < sup [[W0(s)]| 517200 A(t)
4/3,2 0<s<t 4/3,2
ol
A(t) =2 sup sY8 e 2 uolly. .+ sup |[u(s) — e Dol
0<s<t 8/3:4  geg<t .3

+ sup [V (s) — "ol
0<s<t P
Pour affirmer que A(t) — 0 pour ¢t — 0, il faut souligner que la donnée

uo est bien dans E — Mp 3 et que le semigroupe de la chaleur agit
continiiment sur F.
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7. Remarques finales.
7.1. Sur D’existence des solutions “mild”.

L’unicité des solutions pour un espace limite E a finalement été
démontrée dans ’espace plus grand Mp73. Il pouvait en étre de méme
pour l'existence des solutions “mild”. Nous avons toujours supposé
E C L% ce qui, entraine E C Mz’g. On peut donc montrer d’abord
I’existence de solution “mild” dans Mz,g puis un résultat de propagation
de la régularité initiale: si la donnée est plus précisément dans E alors
la solution reste dans F.

On peut méme abandonner I’hypothese F C leoc: elle n’intervient
que pour la discussion de I'unicité des solutions dans F (car il faut alors
que % ® ¥ ait un sens dans E3). Pour l'existence, grace aux propriétés
de régularisation du noyau de la chaleur, on se ramene a des calculs
dans F N L et 4 ® ¢ a toujours un sens. Le cadre de I'existence de
solutions “mild” est donc ’espace de Morrey-Campanato M3 [KAT 3]

ou l'espace de Besov B’lng};,oo, 0<r<1[KY].

7.2. L’espace de Lorentz L3> et 'unicité L3.

Nous avons remarqué que dans le cas d’un espace limite régulier,
I'unicité dans F découlait immédiatement du fait que 'opérateur bi-
linéaire scalaire A est continu sur espace L>®(BY%™). Pour L?, cette
démonstration ne marchait pas, A n’étant pas continu sur L (Bgoo)
Cependant, Y. Meyer s’est inspiré de notre démarche pour chercher un
autre espace limite B qui contienne L3 et tel que A soit continu sur
L*°(B). Dans [MEY], il prouve que B = L3 convient. De plus, cette
estimation n’est méme pas réellement nouvelle (voir la remarque a ce
sujet dans [LEM])!

7.3. Encore une démonstration de 1’unicité 3.

On peut faire une démonstration plus directe (sans le parapro-
duit) de 'unicité L3. Eviter d’utiliser le paraproduit permet de sortir
du cadre R3 et d’envisager le cas d’un ouvert & bord (cf. la section
suivante).
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Par souci de simplicité, nous nous limitons au cas des solutions
globales en temps.

Comme on I'a vu, I'unicité dans C([0, +oo[, (L3(R*))3) des solu-
tions “mild” de Navier-Stokes se ramene a des estimations de continuité
de 'opérateur scalaire

A(u,v)(t) = /t et=I2 /A wu(s)ds

0

t
:/(t—s)Ae(t_s)A ! uwv(s) ds
0

¢ 1 ds
= /0 Qt_sﬁ uv(s) P
de
L>(]0, +00[, L3(R3)) x L*°(]0, +-00[, L3(R?))
dans
L(]0, +o0], By/** (R?))
et de .
L>®(]0, +o00[ , L3A(R?)) x L®(]0, +o0[ , B3/ > (R?))
dans

L(]0, +00, B3/ (R?)) .

Les mémes résultats restent vrais dans le cas de L™(R™), quitte & choisir
opportunément l’espace de Besov. Nous présentons maintenant notre
nouvelle preuve en nous placant dans R”.

Il nous suffira en fait de remarquer que les espaces de Besov peuvent
étre aussi caractérisés a travers le méme noyau de convolution (; =
t Aet™ qui apparait dans lintégrale. En effet, dans R" on a pour
s < min{2,n/p}

11l = sup 14 1L
j
~ sup |t A " f| go.oo
t>0 v

= sup | (£8)% €' 1 e
t>0

Cela nous permet de ramener le probleme de la bicontinuité a 1’opé-
rateur plus simple (1/v/—A)wu v, grace au lemme suivant.
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Lemme 12. Soient T €]0,+0c] et f(t) € L*(10,T[, By 75° (R?)).
Alors il existe C > 0 (indépendant de f) tel que

¢ ds
| [ @eres) LWMSprwmmmm.
0 t_ on/3 2n/3

SiB n 0<5

PREUVE. On évalue

@y [ @ s

6>0

51/2,00
8 B2n/3

ds

t
(t—s)0 | ~
< D EEEE——— —s ©1/2,00 T
< 21;%/0 5107 1Qo+t—sF ()l 17200 77—

ol Qoyv—sf(s) = (041 —5)2 A2 e0H=9)A £(g),

Grace a 1’équivalence des normes on majore par
o

Su YRV ds) su )| s1/2.00

(9>%/o (t— s+ 6)2 0<sgt||f( )HB;r/f/g

< C’sup
9>0 L +0 o<

<C sup [[£(5)l e
0<s<t 2n /38

Sup. 1f(s )“Bif/’s‘”

Pour terminer, il ne nous reste qu’a établir les bicontinuités souhaitées
pour Vopérateur (1/v/—A)uwv.

Lemme 13. [l existe un C' > 0 tel que pour tous u,v € L™(R™), pour
tout w € By % 2O (R™) on a

2n/3
(2) |- w00 < Cllulze lole
- ;/2/3
(33) | A uwl,... <Clule ol
uw o uj|L» ||W 1/200 .
—A ;/2/3 B

PREUVE. Pour montrer I'inégalité (32) on observe que si u,v € L™(R"™)
alors uv € L™?(R") et aussi

Ve

uv € L"*(R") C B3 (R").

1
VA
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Donc

1 51,00 rmn 5,00 (TN
TR € B3 (R") C By™(R")
pour n/2 < qets=n/q—1.
Pour (33), on vérifie immédiatement que, pour n/(n—1) < p < n,
1/v/—A est continu de L™(R") x LP(R™) dans LP(R") et de L™(R™) x
LPY(R™) dans LP1(R™), d’o, en interpolant, de

L™(R*) x [LP(R"), LP(R") s 00

dans
n\ 7p,1/MN __ 128,00 (TPN
[LP(R™), LP* (R )]s,00 = By ™ (R")

pour 0 < s < 1 [BL].

En effet, la multiplication par v € L™(R™) envoie LP(R™) dans
L1(R™) avec 1/g = 1/n+ 1/p pour n/(n+1) < p < +oo (Holder) et
1/v/—A envoie L™ (R™) dans L*(R*) avec 1/t =1/r—1/npour 1 < r <
n (Sobolev). La continuité de v — (1/v/=A)uvet v— u(1/vV/=A)v
sur LP(R™) est donc immédiate.

7.4. Le cas des ouverts a bord.

Que se passe-t-il si 'on considere le probleme de 'unicité L™ pour
des solutions de I’équation de Navier-Stokes sur un domaine 2 C R*?
(On cherche des solutions nulles sur le bord 052).

Si  est borné, une donnée L™ est L? et I’on pourra utiliser le
théoreme de Von Wahl [WAH] pour conclure que les solutions de Leray
coincident avec (la) solution C'([0,T[, (L™)™) de sorte que 'unicité est
immédiate. Dans 'esprit du théoreme de Von Wahl on rappelle aussi
le résultat d’unicité dans le tore prouvé par I. Gallagher [GAL].

Dans le cas d’un domaine extérieur @ C R™, Nicolas Depauw [DEP]
a utilisé nos méthodes pour montrer 'unicité dans L™(£2) pour n > 3.
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