SOBRE LAS SECCIONES HIPERPLANAS
DE UN CONJUNTO ALGEBRAICO REAL

por

TOMAS J. RECIO MUNIZ y VICTOR M. ESPINO SANTANA

En esta nota abordamos tres aspectos de las secciones hiperplanas
-de un conjunto algebraico real irreducible V € R". Si J (V) es el ideal
de este conjunto en el anillo de polinomios R [#,, ..., #,] vy T [V],
-es el anillo cociente, tratamos en primer lugar de relacionar el grado
-de trascendencia del cuerpo de fracciones de T' [V] con el niimero ma-
ximo de eslabones de las cadenas de ideales primos reales que contie-
nen a J (V). La igualdad de estos dos niimeros es un hecho bien cono-
«cido (cf. Galbiati-Tognoli | 1|) pero creemos de interés el ofrecer una
demostracién autocontenida, utilizando secciones hiperplanas. En se-
gundo lugar estudiamos, siendo 2, ..., A, indeterminadas sobre R, la
-existencia de la secciéon genérica hiperplana de V por

NFMNE 4o+ =0,
sobre un cierre real K de

K=R(, ..., M)

y las posibilidades de especializar con valores reales la misma.
Por dltimo, determinamos propiedades del conjunto

utilizando un teorema de Seidemberg (cf. Lojasiewicz | 1]) como ins-
trumento basico. En todos los casos el teorema de los ceros de Dubois-
Risler (cf. Risler | 1|) resulta imprescindible.
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§ 1. DiMENSION REAL

Recordemos que dado un anillo A y un ideal g € A este ideal se
llama real si

Zm'gﬁe 8, £icA,

i=1

implica que g, €a4.
Si V3 ¢ es un conjunto algebraico irreducible real, de ideal

JV)ST Rz, ..., 2],
sea d = grado de trascendencia de la extension I' (V) 2 R, donde
M[V]=R[xy, ..., 2] /T (V), ¥ (V)
es el cuerpo de fracciones de I' [V]. Sea
J(V)y=(f1,..f5) Rz, ..., 2,];
8 /i

Exj

y denotemos por Rang, (f,, ..., fs) el rango de la matriz (

(p)),

para puntos p € V; ademas sea

Reng (J (V)) = méx {Rang, (fy, .-, |-

Es facil probar entonces que se verifica la igualdad

d = n — Rang (J (V))
{cf. Brocker | 1]).

Prorosicron (cf. Risler |2]).—Sea p un ideal primo de R [v, ..., #,]
de dimensién d, y tal que Rang (p) = # — d (donde Rang (p) se eva-
laa como arriba, recorriendo los puntos de la variedad real de p que
suponemos no vacia). Entonces p = J (V (b)).
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DeMOSTRACION.—Podemos reducirnos al caso en que el origen de:
coordenadas (0)'€ V (p), y ademis #-—d = Rang J (p) (0), donde
J (») (0) es la matriz jacobiana de unos generadores de p evaluada:
en el origen.

Sea (R[x]/P)oy €l anillo local correspondiente a dicho punto. La:
hipétesis sobre el rango implica que este anillo es local regular de
dimensién d. Por tanto p R [x]e, estd generado por t,, ..., t,q ele-
mentos de b tales que su rango en el origen

Rang(o) (tl y ooy t,,__,z') =n—d.

Sea f€ J(V (p)); por el teorema de Dubois-Risler existen -

$1y0ndpe R[x] ¥y 7eN,

tales que

?
frr4 Dldzey,

i=1
y por tanto

n—d

2
frr4 D= > 4t aeR[x]q-
=1 =1
Ahora es facil ver que

(fly ey [n—d) R [x](OH

es un ideal real (pues se reduce, por ser f,, ..., t,_q parte de un sistema
regular de pardmetros de R [x](o), a demostrar la realidad del ideall

(244 vy 2a_a) R [[311 -‘-,En—d]]»

lo que es trivial).

Asi

fe(tyy ooy tad) R[X]g=P RI[X]@,
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y por tanto
feb R[xlg NR[x]=D).
c. q. d.
Prorosicion.—Sea V € R" un conjunto algebraico real irreducible

y no vacio de dimension d. Existe entonces una subvariedad real de V
de dimensién d — 1.

DeMOSTRACION.—Sea J (V) el ideal de V en R [#y, ..., #,], ¥ supon-
gamos que el origen (0) € V es un punto regular de V (es decir, de
rango n — d); como arriba, sean t,, ..., t,., elementos de J (V) de
rango n — d en (0) que generan J (V) R [x](e)-

Consideremos una ecuacion s = 0 de una hipersuperficie tal que el
jacobiano de ¢, ..., t,.4, # en (0) tenga rango n—d + 1 (en particu-
lar tenemos un hiperplano transversal al espacio tangente de V en (0)).
Ahora los ideales primos minimales del ideal p + (k) de R [x] tienen
dimensién d — 1. Sean éstos P, ..., p;, y consideremos que p, es el
unico primo entre ellos que pasa por el origen. Como siempre:

Rang (B, ) <n—(@—1)=d+1 y P20, .., taa, k)
luego se sigue que
Ra‘ng (p1)=”'—d+1)

y el origen es regular para V (p,); por la proposicién anterior con-
cluimos que J(V (p,)) = p, y V (p,), es una subvariedad de dimensidn

d—1,c. q. d.
CoroLario.—Sea V © R™ conjunto algebraico irreducible real de di-

mensién d. Entonces existen cadenas de ideales primos reales de la
forma

R[X]? pO? [ ? p¢'=JV),

¥y no existe ninguna con mayor ntimero de elementos.
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Nota.—Si p es el ideal primo real de un conjunto algebraico real
irreducible y & = 0 la ecuaciéon de una hipersuperficie real (y por tanto

€l ideal (%) es real), el ideal suma p + (/i) no tiene por qué tener pri-
mos asociados reales. Asi por ejemplo

((x2 _ZJ,Z) + (Z+ a)) R [x,], 2],
con z > 0, puesto que
#F—zy 2 ta)=E"+ay?, 2+ q).
Esta anomalia motiva que en lo expuesto anteriormente sea necesario
escoger una seccién de V por una hipersuperficie 1 = 0 adecuadamen-
te elegida de manera que el radical de J (V) + (h) tenga algiin primo
real.

§ 2. LA SECCION HIPERPLANA GENERICA

Sea V € R™ un conjunto algebraico real irreducible de dimension
d>1; sea

J(V)=(F; (%), ..., F, (x)) R[x].

Sean X, ..., &, elementos algebraicamente independientes sobre R (x)
y consideremos el cuerpo

y el anillo de polinomios K [x]. Sea
H=1 (V) K [x] - (o} #, + oo r + M) K [].

Prorosicion.—H es un ideal propio, primo y real de K [x], de
dimension d — 1.

DEMOSTRACION. —Sean
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tales que Z t2 e H, es decir

i=1
D E=EpF gt hn o+ hm).
i=1

Multiplicando por un polinomio en A adecuado, podemos reducirnos a
suponer que £, pj;, ¢'€ R, x]. Mis adn, dividiendo cada ¢ por
X + ... + A, ¥, tomando 2, como indeterminada, consideremos que
%, (8) = 0 para todo i =1, 2, ..., m. Entonces para cada (a) € V £ R*®
se tiene

J§

12(2,8)=g(%a) h+NMa + ... +\a)

-
i
-

y por tanto

Zm: 2 (1, a)= 0.
i=1

Considerando

f 2 (3’1 X),

como un polinomio en % con coeficientes en R [x], observamos que
para todo (a)'€ V todos los coeficientes se anulan. Luego

S0 W) R[5

Como este ideal es real segiin se comprueba facilmente, deducimos
que para todo

i=1,2...,m #(32, x)el(V) R[3,x].

Ast H es real.
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Para demostrar que H es primo podemos, como arriba, reducirnos
a considerar el caso de un producto

g, x)-s(2,x)=5% pF+m®M+ ... +\x)
donde
piymyg,se R[3 x]
y donde g, s no poseen términos en i,. Entonces
g (%,8)s(2,a)=0,
para todo (a) € V y por tanto
g(2, x)s(>,x)eJ(V) R[2,x].
Como este ideal es primo se sigue que g 6 s pertenece a J (V) R [, x]

y en particular a H.
Veamos por tltimo que H es propio. En efecto, si

1= piFi+qgh+hzn+... +h)

y reduciéndonos al caso de polinomios mediante multiplicaciéon por un
£ (1) conveniente, obtenemos

t(M)=2X p/Fi+q¢ M+r 2+ ...+ M),
con ¢, p’;, ¢ € R | %, x|. Ahora, para cada (a) €V
t(‘;’)=q, (%,8) g+ Xya+ ... + N, a),
y puesto que dim (V) > 1, y posee por tanto V infinitos puntos, resul-
ta ser £ (A) divisible por infinitos factores irreducibles no asociados o

bien ¢ (3) = 0. Absurdo.
Se verifica que

dim X[y vk x) = dim R=l/y ) = d,

de acuerdo con un conocido resultado de algebra conmutativa (cf. Za-
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-riski-Samuel | 1| Ch. VII, § 11, Th. 35); y por el teorema del ideal
‘principal se sigue que

dim EEl/y =d—1, c. q. d.

ProrosicioN.—Existe un cuerpo K 2 K realmente cerrado tal que
Vg (H) € (K)* es un conjunto algebraico no vacio irreducible y de
.dimensién d — 1.

DemosTtrACION.—Por ser H € K [x] un ideal primo real, el cuerpo
F de fracciones del anillo cociente K [x]/H es ordenable y por tan-
‘to F induce en K =R (X, ..., A,) un orden (para cada orden ele-
-gido en F).

Sea K el cierre real correspondiente a dicho orden (fijado a través
de F) de K.

Sea g€ K [x], tal que g (f) = 0 para todo f de Vg (H). Entonces
(cf. Weispfenning | 1| Th. 5.1) existen & > 1, » > 0 nimeros natu-
rales, 0 < p, € K, j, € Kix] tales que

g‘”‘ + Z ?,‘j," e H.
Esto significa que en F se tiene (tomando clases médulo H)
F 3 pi—0,

«donde p, € K se identifica con el correspondiente elemento de F. Por
ser F extensién ordenada de K, se sigue que en particular: g =0, o
In que es lo mismo g€ H. Asi pues, J (Vi (H)) = H y la proposiciéon
:se sigue de la anterior, c. q. d.

Nora.—I1. Se demuestra ficilmente que

J (Ve Q (V) =T (V) K [x],

'y por tanto que Vg (J (V)) es una variedad irreducible de dimension
d. Asimismo se verifica que

Vi (H) € Vi ( (V).
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2. El concepto de irreducibilidad al que se refiere arriba es, natu-
ralmente, la K-irreducibilidad. Asi para

V={(x)e R?/2? + 1 =1},

la seccién plana genérica Vi (H) puede construirse sobre cualquier

cierre real K de K = R (&, A;, X,), que corresponda a un orden de K
donde

My

1— >0,

y estd formada por dos puntos de K (que forman un conjunto alge-
braico K-irreducible).
Dado

() =(84, 4.+, @,) e R?*2,

consideremos el homomorfismo de especializacién

Pa
R [hy ..oy M) —— R
Ay —> 4y
L o

y su extensién, que denominaremos también P, a un lugar del cuerpo
K-=R (@, ..., A,) con valores en R. Dada una extensién algebraica
de K, el teorema de extensién de lugares (cf. Zariski-Samuel |1 |,
vol. II, Ch. VI, § 4) garantiza la existencia de un lugar, extension
del dado, del nuevo cuerpo con valores en C. Un teorema de Lang
(cf. Lang | 1), por otra parte, asegura la existencia de un cierre real
de K y de un lugar extendiendo el dado y con valores en R, pero sin
que sea posible «a priori» determinar el cierre real. Dado que la cons-
truccién efectuada de la seccidén hiperplana genérica presupone la elec-
cion previa de un cierre real, el teorema de Lang no sirve para espe-

cializar puntos de dicha seccién genérica. En este sentido resulta de
interés la siguiente:



SOBRE LAS SECCIONES HIPERPLANAS DE UN CONJUNTO ALGEBRAICO REAL 193:
i

Prorosicion.—Sea

(Bl, RS | Bn) EVE (H)‘

Entonces existe un conjunto U € R™ semialgebraico no vacio (i. e.
dado como unién finita de conjuntos de puntos que verifican desigual--
dades en numero finito) tal que para todo (a, ..., @,) '€ U se tiene:

(i) B,, ..., B. pertenecen al anillo de valoracién de una extensién

de P, en K, y
(i) (Pa (B, ..., Pa(B)) €ER* y es un punto de la secciéon de:
V € R" por el hiperplano

a+ay x4+ ...+ a,2,=0.

DEeMOSTRACION.—Puesto que K es algebraico sobre K, y trabajamos
con cuerpos de caracteristica cero, el teorema del elemento primitives
permite reducirnos al caso del cuerpo

K (0)=K(Bl’ sey Bn)’
con 6 verificando la ecuacién

zm_}_gl(a)zm—l_'_ o +gm(1)=0’

con coeficientes en
K=R ()‘07 '~'$)*n)'
Para todos aquellos valores de (a) donde

&1 (3.), oy Em (3')7

estén simultineamente definidos, tenemos, por la propiedad de los ani--
llos de valoracién de ser integramente cerrados, que 9 pertenece a tales-
anillos.

Asi, en estos casos, podemos considerar P, (8), que sera un ele~
mento de C verificando la ecuacién con coeficientes reales

C s

2+ g (8) 271+ ... + gm(a)=0.
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Sea Q un cierre algebraico de K, con @ 2 K, y sean
6,=46,0,,...,0,,
las raices distintas de la ecuacién
o ga (2)=0,

tales que

By, ...,0,¢eK,0,.4,...,0,e2—K.

Ahora (cf. Jacobson |7, Ch. VI, §' 6, Lema 1) la propiedad de

stener » raices en K es racionalmente especializable, esto es, existen
B (3, b (3) €K,
:tal que para cualquier (a) con
by (8), o -y s (R),
«definidas y con los mismos signos que

q’l(")’ "-14’11(9‘)'

‘respectivamente, entonces todos los coeficientes g, (3), ..., gm (3) estan
-definidos para (a) y la ecuacién especializada 2™ + ... + gn(a) = 0
tiene 7 raices reales precisamente. Es facil deducir usando el teorema
de Artin (cf. Jacobson, loc. cit., Th. 13), que el conjunto de tales (a)
constituye un conjunto semialgebraico no vacio y abierto. Concluimos
-de lo dicho mas arriba que, puesto que P, (8,), ..., P, (8x) son las rai-
ces de la ecuacion especializada, alguna de ellas (pues » > 1) sera real.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que se trata de P, (8,). Dado
que K (@B, ..., 8.) = K (,), escribiendo 8,,...,8, en términos de 6,
-obtenemos ficilmente la proposicion, c. q. d.
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§ 3. EL CONJUNTO DE SECCIONES HIPERPLANAS NO Vacias

Dado un conjunto algebraico real V € R” irreducible, no vacio y
mno reducido a un punto estudiamos en este ultimo apartado algunas
propiedades del conjunto.

T=1{(,--. b e RP*1/{b, 4+ by 2+ oo + b2, =0{ N V £ 4]

Para ello consideramos, de manera analoga a la seccién anterior, unas
indeterminadas

(a')=()‘09 Pecy }\n)o

-de manera que R [x, %] es un anillo de polinomios en 2#n + 1 varia-
bles. Sea en este fltimo anillo el ideal

H=J(V) R[x %]+ (o + M+ ... +0m) R[x, 2],

y sea S el conjunto algebraico de R**** dado por H. Si es d la dimen-
sién de V se verifica:

ProPOSICION.—S es un conjunto algebraico irreducible de dimension
s + d y cuyo ideal en R [x,2] es H.

DEMOSTRACION.—Analoga a la de la primera proposicion del apar-
tado anterior.
Sea ahora

x R2r+1 -, Rn+1
(= ) ———— (%)
{a proyeccién sobre las (A) coordenadas. Claramente = (S) = T. Como
consecuencia de un teorema de Seidemberg (cf. Lojasiewicz | 1 |), = (S)
£s un conjunto semialgebraico.

ProrosiciON.—T es denso en la topologia de Zariski de R™+.

DEemosTtrACION.—Sea f () € R[] tal que f(T) = 0.



196 TOMAS J. RECIO MURIZ Y VICTOR M. ESPINO SANTANA
Considerando f (3) como elemento de R [x, 2], resulta que f (%) es

nulo sobre S y, por tanto, f(3) € H. Asl resulta que f(d) es divisi~
ble por

N+ A a, 4+ ous 40, a

para todo (a)€ V. Por tanto f(3) = 0, c. q. d.
1. Consideremos

V=22 4+=1{CRe.
En este caso
T={1, — 2\, + 22, >0{-
2. Analogamente, si

V={ry—1=0f, T={r—4)1>0, & £0, &350}

Nota.—1. Observamos que en general T no tiene por qué ser abier-
to o cerrado (para la topologia de Zariski o para la usual de R™*'), ni
construible (i. e. localmente cerrado para la topologia de Zariski), se-
gun muestran los ejemplos anteriores.

2. Se sigue de las propiedades generales de los conjuntos semial-
gebraicos (cf. Recio | 1], | 2|) que = (S) tiene interior no vacio para
la topologia usual, e incluso es posible que = (S) contenga un abierto
no vacio para la topologia de Zariski, como muestra el conjunto

T=1{0,=0, >0, L, =>1{U{N=02<0 1, >1|Uh,7#0{
correspondiente a

V=224 —28=0}{.

Departamento de Algebra y Fundamentos
Facultad de Ciencias Matematicas
Universidad Complutense (Madrid-3}
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