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ABSTRACT

All groups to be considered are finite. The main result of this paper is the
“following : the normal Schunck classes compose a complete and distributive lattice
santiisomorphic to the lattice composed by the Derived classes (s. [5]). It begins with
a first section of machinery ‘which establishes that the Derived classes are precisely
the classes of groups G such that every simple section of G appartains to a o-closed
«class (s. 1.6) of simple groups; therefore the Derived classes are a natural generali-
zation of the classes of =-groups. Finally we study the lattice properties of the
mormal Schunck classes relative to a class of groups.

En cualquier clase de grupos que se considere supondremos que si
un grupo G pertenece a la clase, también pertenece todo grupo isomor-
fo a G. La nomenclatura utilizada es la usual. Daremos previamente
qalgunos resultados y definiciones. € y 9D seran clases de grupos y H
-un homomorfo.

sim C=1{S € C| S es simplel

Hx={G | G/N € Himplica G = N}
H =G| vS<G,S € H*Y (v,[6]pg.260)

H es clase de Schunck normal si todo grupo posee FH-envoltura
normal; si H S D y todo D-grupo posee H-envoltura normal, llama-

(1) Este trabajo es parte de la Tesis Doctoral del autor, leida en la Facultad de
«Ciencias de la Universidad de Zaragoza el 2 de abril de 1977.
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-mos a H D-clase de Schunck normal. Si G posee H-envoltura normal,
-£sta es igual a G y a G (1.2 de [5]).

Una clase Derivada es una clase y tal que existe un homomorfo FH
verificando &’ = y. Equivale a ser y un homomorfo s-cerrado y ex-
itensible ; y* es clase de Schunck normal y y* = y (2.8 de [5]).

El operador S que a cada homomorfo le asocia S (H) = H™* es
.clausura, y los homomorfos fijados por S son las clases de Schunck
-normales (2.6 de [5]).

Si G es D-clase de Schunck normal, € = C* N D (2.7 de [5]).

U, Sz y Br representaran respectivamente las clases de todos los
:grupos, de los m-grupos y de los grupos =-perfectos (esto es, sin factor
no trivial =-grupo).

Cy A, y S, seran, respectivamente, el grupo ciclico de orden n, y
los grupos alternado y simétrico de grado .

§ 1. LAS CLASES DERIVADAS DEFINIDAS MEDIANTE UN OPERADOR CLAUSURA
En todo el parrafo, C sera una clase de grupos verificando 1€ C.
1.1. DerFiNictON.—Para cada clase C, se define

(C)y = {G|siS es seccion simple de G, entonces S € C}.

Es de notar que siempre (C) %= &, pues 1€ € implica 1€ (C).

1.2. Lema.—Dado un grupo G, y siendo N subgrupo normal de G,
si R es seccion simple de G, entonces R es secciéon de N o de G/N.

DeMOSTRACION.—Sea S < G y T =S de forma que R=S/T. Dis-
‘tinguiremos distintos casos.

1. N<T.

Entonces, S/T es seccion de G/N.

2. N T, N<S.

NT=ISy T<NTimplica T=NT oS =NT, ya que S/T ¢s
simple. Como N « T, se sigue que S = N T, y se tiene:

ST=NT/T=N/NT

TLuego R=N/N N T que es seccién de N.
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3. N€SyS«<£TN.
Como
SN/TN=STN/TN=S/SNTN

y TSKSNTNZS, al ser S/T simple y S < TN, se tiene que
T =SNTN y por tanto, que R=S N/T N que es seccién de G/N..
4, N«<«SyS<TN.
SANTAN=S N NTNENN=TENNT.
Como S < TN, por la identidad de Dedekind,
S=T(SNN) y R=SONTQAON

que es secciéon de N.

1.8. ProrosiciON.—Para cada clase C, {(C) es una clase De:-

rivada.

DEMOSTRACION.—(C) es homomorfo s-cerrado, pues si S es secciom
de G/N o de H (siendo H ' G), S es seccion de G.
{C) es extensible por el lema anterior.

1.4. DEeFINICION.—Llamaremos base de la clase C a:
b(C) = {S|S es seccién simple de algin G € C}.

1.5. Prorosicién.—Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
a) Cc(C).

b) b (C)cC.

¢) b(C) = sim C.

DeMoSTRACION.—a) ==> b) Si S€ b (C), existe G€ C de forma
que S es seccion simple de G; como C S {(C), GE€(C), lue-
go S€C.

b) => ¢) Es obvio.
c)==>a) Si G€C yS es seccion simple de G.

S€EH(C) =simC S C,

luego G € (C).
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1.6. DerFinicrON.—Diremos que una clase € es s-cerrada si verifica
cualquiera de los apartados anteriores. Es decir: si € es cerrada para
secciones simples.

Resulta inmediata la siguiente:

1.7. Prorosicton.—El operador que a cada clase de grupos C le
asocia la clase

s (C) = CU b (C)

es de clausura,

Obsérvese que las clases fijadas por el anterior operador son preci-
samente las clases s-cerradas. Son ejemplos de tales clases los homo-
morfos s-cerrados y, para cada clase G, la clase b (C).

1.8. ProPoSICION.—Sea T una clase de grupos simples. Son equi-
valentes:

1) X es clase e-cerrada.

2) == b2

DEMOSTRACION.—Si T C (Z), entonces £ € b ((X£)). Por otra par-
te, si S€ b ((T)), existe G€ (L) de forma que S es seccién simple
de G, luego S €=,

1.9. ProrosicioNn.—Para cada clase € se define el operador D
mediante :

D (€)= (b (C)).
D es un operador clausura.

DeMosTrACION.—Si €, v C, son dos clases de grupos v C, & C,,
se sigue que

b(C)SB(Cy) ¥y (B(C)) S (b(Cy)) 2D (C)) S D (Cy).
Si GE€C y S es seccion simple de G; S€ b (C), luego

GE€(b(C):CC D).
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Como b (C) es c-cerrada, se tiene por (1.8), que

b(C) = b (b (C)),
luego
(b (C)) = b (b (C)))) : D(C) =D*(C).

1.10. TeoreEMA.—Una clase y es clase Derivada si y solo si
x=D .

DemosTrACION.—Sea y clase Derivada y G€ D (y).

Si G es simple, G€sim D (y) = b (3) (v. 1.8); como y es clase De-
rivada es en particular clase s-cerrada y b (y) € x; asi, G € y.

Si G no es simple, sea N <IG, 14 N; como D (y) es, en par-
ticular, homomorfo n-cerrado, N y G/N son D (y)-grupos; por induc-
cién sobre | G|, resulta que N y G/N son y-grupos. Como y es
extensible, G € y.

Asi, D () €y, luego 7 = D (y).

Reciprocamente, si y = D (y), basta aplicar (1.3).

Como una aplicaciéon de lo anteriormente expuesto, se da una carac-
terizacién para que un subgrupo normal de un grupo G sea H-envol-
tura de G para algtn homomorfo H. Recordemos que si se da esta
‘situaciéon la F(-envoltura de G es precisamente G*, y que FH’ es una
clase Derivada y aplicar (1.2) y (2.3) de [5]

1.11. Lema.—Sea H una clase de Schunck normal. Entonces, G

es un H-grupo si y solo si para cada subgrupo normal maximal M
de G, G/M es H-grupo.

DemosTtrACION.—Sea G tal que todos sus factores simples son &H-
grupos. Si suponemos G £ G, se tendrd que G*™ < M para algin
subgrupo normal maximal M de G, luego G/M € H’, contra la hipd-
‘tesis. Asi, G = G™ € por ser H clase de Schunck normal.

1.12. Prorosicion.—Sea G un grupo y N < G. Existe una clase
Derivada y de forma que N = G* si y sélo si ningtn factor simple
de N, salvo el trivial, es seccién de G/N.

DeMosTrACION.—Sea y una clase Derivada de modo que G* = N.
Se tiene que N € y*, luego si M = N, N/M € y*. Supuesto que N/M



LOS RETICULOS DE LAS CLASES DE SCHUNCK NORMALES Y DERIVADAS 75

es seccion de G/N, N/M <€y, ya que G/N = G/G*€y. Luego
N/MeyNy*=1.

Reciprocamente, siendo G y N en las hipdtesis del enunciado, sea

=5{LGN) y x=<E.

Si M es subgrupo normal maximal de N, N/M € £ por hipotesis,
luego N/M € y y por tanto N/M € y*; por el lema, N € y*. Como

v =y, N=Gx.

§ 2. Los RETICULOS DE LAS CLASES DE SCHUNCK NORMALES Y DE LAS
CLASES DERIVADAS

Introducimos las siguientes notaciones:

Q = {Z£|= es homomorfo s-cerrado de grupos simples}.

D = {y |y es clase Derivada}.

S = {H | H es clase de Schunck normal}.

El propésito del presente pirrafo es el de estudiar las clases D y
S en cuanto a su posible estructura como reticulos. La clase Q juega
un papel auxiliar, simplificando considerablemente muchas situaciones.

2.1. LEMA.—Q con el orden establecido por la relacién de inclu-
siones un reticulo completo y distributivo.

DemosTrACION.—Es inmediato que la uniéon y la interseccién de
clases son operaciones de reticulo en Q. Por su naturaleza, el reticulo
es completo y distributivo. Sefialemos que 1 y Sim son, respectiva-
mente, el minimo y el maximo de Q.

2.2. LEMa.—9D con el orden establecido por la relacién de inclu-
sién es un reticulo completo.

DemosTrACION.—Como el operador D es de clausura (v. 1.9), D
es un reticulo completo (v. 1.10).

Sefialamos a continuacién las operaciones de reticulo.
Si gy, 12 € D, es claro que ¥, N ¥, '€ D, y por lo tanto,

Yt N 72 =infg (Y1, Y2)-
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Por otra parte, si y;, 3, € D, como 3, * N x* S w* (G =1,2), se
tiene que

=1 SNy E=1,2).
Al ser x,* N x,* un homomorfo, se sigue que
(a* N x*) € D.
Sea ahora © € D tal que y, U y, € ©. Se sigue que
*C y*(i=1,2),
o sea,
8% C ¥ N w*
De aqui,
(u* N ¥ S 8% =8o.
Por lo tanto,
(™ N %*)" = supg (X %a)-

2.3. LEMA.—S con el orden establecido por la relaciéon de inclusion
es un reticulo completo.

DemoSTRACION.—AI ser el operador S un operador clausura actuan-
do sobre homomorfos, & es un reticulo completo.

Las operaciones de reticulo se sefialan a continuacion.
Si H,, H, €S, como

H NH, CH, (G=1,2),
Se sigue que
SH NHH)SSH)=H, (G=1,2,

es decir,

SEH,NH,) S H, NH,;
por lo tanto,

SEFLNH) =FH,NFH, vy FH,NH,€S.
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Es claro asi, que
FH, NFH, = inf g (F(,, FH,).

Por otra parte, si
Hi, Hy €S, (HLNH,)* €S,

pues al ser H', y H’, clases Derivadas, H’", N T, lo es también y
«entonces se aplica (2.3) de [5]. Como

H NH,SH,:, (=12),
-8e sigue que
H, = S (H) = H/* S (FH LN FOH*
SiKE€ES vy H,UFH, S K, se sigue que
K CH, (=1,2),
0 sea, K' S H', N H’,; por lo tanto,
FHLNHY) CSH* =S (K) = K.

Asi pues,
(F, NFH)*= supg (FHy, Fy).

2.4. Prorosicion.—La aplicacion D —» Q dada por y — b (y)
‘para cada y € D es un isomorfismo de reticulos.

DemostrACION.—La aplicacién Q@ —s D dada por T —» (T) para
«cada T € Q es inversa de la del enunciado:

SiZ€Q, b((X)) = = por (1.8).

Si € D, (b)) =y por (1.10).

Sean y,, x, € D; entonces

b (Xl N y) =20 (X1) na (X:a)»

Tuego se conserva el infimo. Por otra parte, al ser y,* y y,* clases de
Schunck normales, y,* N x,* lo es; si S es un grupo simple,

S+1,S € (u* N %Y
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equivale a S € y,* N 3,* <> S ¢ 1,*6 S ¢ y,* <> S€y, 6 S€y,..
o lo que es lo mismo,

S € b(Xl) U b(X?)‘

Por lo tanto,

b ((r* N ™)) =106 (1) U &(x2)
y se conserva el supremo.

2.5. TeoremMA.—i) La aplicacién «: & — D dada por o (H) = H”
para cada & € § es biyectiva, y tiene por inversa la B: D —» & dada
por B (y) = y* para cada y € D. Ademais, es un antiisomorfismo de
reticulos.

ii) & y D son dos reticulos completos y distributivos antiiso-
morfos. :

DeMoSTRACION.—i) Sea ¥y € D; aB(}) =« G*¥) = ¢ = 1.
Si HES, Bau(H) =B (H) =H* =H.
Si H,, H, €S, se tiene:

a (inf g (Fo, Fo)) = o (F, N H,) = (FHo NFL) = (FHF 0T =
= [( (FL))* N (o« (F))*] = supg (x (F,), « (F,))
a (sup g (Fo, H,)) = o (F, NF)*) = (FHY NFH)Y = FH,0NH, =
=« (F,) N o (F(,) = inf g (= (F,), = (F,)).

Por lo tanto, « es un antiisomorfismo de reticulos. )

ii) Por (2.1) y (2.4), D es un reticulo completo y distributive ; por
el apartado i), & lo es también.

Obsérvese que 1 y U son, respectivamente, el minimo y el maximo»
de &y de D.

2.6. LemA.—Sea y una clase Derivada. Se tiene:
i) xy = U si y sélo si para cada nimero natural z > 5, A, € y..
if) y 51 si y sélo si existe p primo tal que C,€ y.

. DEmosTtrACION.—El apartado ii) es obvio, por ser y clase s-cerrada.
i) Supongamos que A,'€ y para cada natural = > 5. Sea S um
grupo simple cualquiera. Si S~ C, 6 S=C,, S es seccion de A;, lue-
go S € y. En otro caso, por el teorema de Cayley, S es seccion de S,.
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con n = | S|. Por el lema (1.2) y teniendo en cuenta que # > 2, re--
sulta que S es secciéon de A, ; como

n>5A, €Y y SEn7

Por lo tanto Sim € y, luego y = U.

Cuando hablemos de maximal, sobreentenderemos maximal no ma--
ximo, y andlogamente, identificaremos minimal con minimal no minimo..

2.7. PROPOSICION.—y € D es minimal en D si y sbélo si y = Sp,-
¢ primo. En 9D no hay elementos maximales.

H €S es maximal en & si y sélo si H = By, p primo. En & no-
hay elementos minimales. '

DemosTrACION.—Fs obvio que £ € Q es minimal en Q si y sélo si
E = {1, Cp} con p primo.

Sea ahora 3 € D, y#U. Por (2.6), existe un ntmero natural’
n>5 tal que A, € y. Es claro que

1< < U A
y que A, & {yU{A,}) (v. 1.1), ademas, por (1.3) se tiene que-
(yU {A,}) €D.

Luego D no posee elementos maximales.
Basta ahora utilizar (2.4) y (2.5) y tener en cuenta:

<{]’ CD}> = QS’D) ((’S’D)* = $D-
2.8. Prorosicron.—Los finicos elementos de D que admiten com--
plemento son 1 y 2. A cada y € D viene asociado el «mayor» © € D~

verificando

infgy (. 8)=1:es8 =S¢

siendo = =cary. Si yZU y O€D es tal que supg (1, 0) = ‘L[,
se tiene © = U.



:80 J. LAFUENTE

Los finicos elementos de & que admiten complemento son 1 y U.
A cada FH € S viene asociada la «menor» K € § verificando

sup g (H, K) = U;

es K =B, siendo = =carH. Si HF1 y KE€S es tal que

infg (I, K) = 1,

-se tiene K = 1.

DEMOSTRACION.—Sea y€ D y = = car y; se tiene que S €D ¥y
-que YN Sp=1; si O€ED y xNO =1, siendo C,€ 0, p primo, se
sigue que C, € y, luego que p€="; por lo tanto, © € Sx.

Veamos ahora que si H €S, HF1y K€S es tal HANK =1,
«entonces K = 1. En efecto: supongamos &K 7 1; considerando (2.2)
de [5] y teniendo en cuenta que U* = 1, se tiene que H # U y
K’ £ U. Por (2.6) existen niimeros naturales r, m > 5 de forma que
A,GH y A, G K, o lo que es lo mismo, A, €FH y A, € K; sea
-n el mayor de estos nimeros » y m. Se tiene que A, y A, son sec-
«ciones de A,. Por lo tanto, se sigue que A, €H y A,€ K: si, por
cjemplo, A, ¢ H, o equivalentemente, A, €H’, se seguiria A, € H'.
‘lo que no puede ser; anilogamente sucede si se supone A, § K. Es
~decir, A, € H N K contra la hipdtesis.

Basta ahora utilizar (2.5).

Pasamos a continuacién a estudiar el comportamiento de las envol-
“turas segtin las operaciones del reticulo .

2.9. PROPOSICION.—Si H,, H, € S, la sup g (H,, H,)-envoltura de
‘un grupo G es el producto de la & -envoltura de G por la ‘H.-envol-
“tura de G.

DemostracION.—Sean H, H,, H, las H, H,, H,-envolturas de G,
-respectivamente, donde H = sup g (H(,, I(,).
Como

3(1;5[(7’ = 1’ 2)1 HLSH(i = 1’ 2);
“luego H, H,'<< H. Por otra parte,

G/H, H, == (G/H,)/(H, Hy/H,)
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v, ) por lo tanto, G/H, H,€ H’,. Anilogamente, G/H, H,€ H’,.
Luego
GHH, eH' , NH ,=H".
Y como H = G*, se sigue que H < H, H,.
Observemos que por esta proposicion, si H, y H, son homomor-
fos cualesquiera y G un grupo, se verifican las igualdades:

G OH, — GF' G2 = G(f’l’,n )k = Gs{ll* Gg[al*

Basta para ello tener en cuenta que si H es un homomorfo, FH’ es
«clase Derivada y aplicar (1.2) y (2.3) de [5].
Se tiene como consecuencia inmediata que si H,, H, € S, entonces:

sup g (F(, F) = (G| G = G G*3}  (v. [9)).
2.10. Prorosicion.—Si H,, H, € &, para cada grupo G las series:

(1) : G Go,™ G, 5, = G, o0, 06, ...
@) : G2 Gw,= Gu, o0, Gy or,, 0, ...,

«donde, por ejemplo,
Gsrcl, Hy = (Gwl)w,;

se estacionan en la infg (F(,, H(,)-envoltura de G.

DemosTtrACION.—Recordemos que Gs,, por ejemplo, es la FH -en-
voltura de G; y que inf g (F,, H,) = H, 0 F,.
Como G es finito, las series se estacionan.
Probaremos la tesis para la primera serie (para la segunda seria
:anlogo).
FHONFH, SH,, luego G, ne, < G,

Supongamos que
Gotynoty < Gat,, o0y, .o, 1€ {1, 2}
sea 7€ {1, 2}, j%£1i; se sigue que:

Goeyn 5y, w; S Goe, o0, ..., o, %
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Como

E}[lﬂff(zgﬂfj, G:’H,nsc,z G(W,nfﬂ'z),ﬂj

luego:

Supongamos que
Gﬂf,,s{,,...,fﬂi = G:ﬂ,,s{,,..‘,s{. £

27

Se sigue que
Gy, =y, ..., 9 €FH;,

luego que:
Got, 5y, ..., 50, € F; N H .

Como G, n«, €5 (H, NFH,)-maximo en G, se sigue que:
Goc, 5y oy o0, < Goty 1o,

y por lo tanto, la igualdad.

§ 3. RericuLos DE D-CLASES DE SCHUNCK NORMALES
Adoptamos lz siguiente notacién, siendo & una clase de grupos:
Sp = {C | C es D-clase de Schunck normal}.

3.1. PrOPOSICION.—& ¢y con el orden establecido por la relacion de
inclusién, es filtrante a izquierda.

DemostrACION.—Si C,, C, € Sgq) . entonces

C.N e, = inf g (G, C),

Basta verificar que C, N C, € &g,
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Como G, y G, son homomorfos, €, N C, lo es, y como
'81 g @ (i = 1, 2),

se tiene que G, N C, € D.
Probaremos que para cada G € D se cumple

G@ere’ e NC,.

“Consideremos la clase de Schunck normal H = C,/* N C,*. Sea G
un PD-grupo cualquiera. Teniendo en cuenta que

@) =¢/ (=12

¥ (2.11), resulta que la H-envoltura de G es el término en el que se
-estaciona la serie:

CEGHNE G = G vz

Como C,€Sg y G€ D, G*:+ € C;; en particular, G*+ € D. Como
C, € Sq, se sigue que G+ € C,. Y asi para cada término de la
serie. Es clato pues que G™' € &, N C,.

Por otra parte, se tiene:

ccéC”* (=112,
Tuego C, N C, S H y de aqui H’' S (C, N C,). Por lo tanto,
Geneyy L G*,
Al ser G € C, N C,, se sigue que
G¥ = G@ney,

<s decir,

G@ned e G, N C,.
Obsérvese que se tiene (v. 2.7 de [5]):

CNE, = (C/*ND)N(CHAND) = (C*NCAHND =
= (C, N CY*N D.
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3.2. LeMa—Si G, C,€S8g, se tiene C; =C, si y solo si
sim &, = sim C,.

DEMOSTRACION.—La implicacién hacia la derecha es obvia. Supon-

gamos ahora que sim G, = sim C,. Sea G€ C, y sea M subgrupo
normal maximal de G; entonces G/M € sim C,, luego

G/MeEC, =C*ND.
Por (1.11) se sigue que G€ C,*; como C, € D, se tiene
GECHND = G,

luego G, € C,. Anilogamente, C, S C,.

3.3. Prorosicion.—Si D es un homomorfo cerrado para los sub-
grupos que son residuales respecto de clases Derivadas, & g es un re-

ticulo completo y distributivo.

DemosTrRACION.—Si C,, C, € Sqy, entonces
sup 5 (Ca C) = (€4 N €)% N D.

En efecto: pongamos H = (C’; N C,%). Como H es clase de
Schunck normal se tiene que H N D€ S4. Como

c.ne,ce (E=1,2),
se sigue que C* CH (i =1, 2); por lo tanto,
CUGC,CH vy CUC,CHND.

Si CeSqy C,UC, CC, se sigue que &' < €, N, y por
tanto, H S C’*, de donde
HNDCSC*ND =C.

Con (3.1), y razonando anilogamente pata un conjunto arbitrario
de subindices, se tiene que Sg es un reticulo completo.
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Sean ahora C,, C,, C, € S4. Como entonces
C*¥esS (1=1,23)
que es reticulo distributivo, se tiene:
C/*¥N(CLNCY* = [(C/* N C*)Y N (C/*NC/*)T*. (1)
Utilizando (2.7) de [5] se tiene:

CHANCLNEC)ND = (CHEND)N(CLNECND =
=G N(C,NEY*ND.

Como G, € C/* (i1=1, 2, 3), se sigue ficilmente:
[C,NCYNECNCYIFC[C*NCH N (C*NC*)]* (2
Sea ahora S 7 1 un grupo simple tal que:

S€DN(C*NC*Y N(C* N Cy*)T*.

Por las observaciones inmediatas a (2.9) se sigue:

SE€ED y S =S, CFN C/* (C/*N C*Y

y como S es simple:

SENCFNECHUEC*NC/H N D;

por (2.7) de [5]:

seE,.ney)yv(E,nNeE) y SeD;

se sigue:

sgeEe,neynEe,.ne)y y Se€p;

es decir:
Sef(C,NCY N NECY]*ND.

Con lo obtenido, el lema (3.2) y teniendo en cuenta (1) y (2), se
sigue que Sq es reticulo distributivo.

Finalmente, sefialemos que min S =1y mix g = D.
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