ALGUNOS NUEVOS RESULTADOS SOBRE
EL TEOREMA DE LA GRAFICA CERRADA

por

MANUEL VALDIVIA

Para varios espacios localmente separados, damos aplicaciones lineales no continuas
con graficas cerradas. Uno de los resultados obtenidos contiene el teorema de Maho-
wald como corolario [7]. Si & es una clase de espacios localmente convexos separa-
dos, estable para limites inductivos y conteniendo los espacios de dimensiones finitas,
sea &, la clase de todos los espacios localmente convexos separados tales que si
E€ &, Fee§&, y fes una aplicacién lineal de E en F con grafica cerrada, entonces
{ es continua. Damos también algunas propiedades de los espacios que pertenecen a
&, relacionadas con otras propiedades de los espacios que estin en &.

Los espacios vectoriales que utilizamos aqui estdn definidos sobre
el cuerpo K de los niimeros reales o de los nimeros complejos. Em-
pleamos la palabra «espacio» con el significado de «espacio vectorial
topologico, localmente convexo y de Hausdorff». Si (F, G) es un par
dual, denotamos por ¢ (F, G), B (F, G) y w (F, G) la topologia débil,
fuerte y de Mackey, respectivamente, sobre F. Dado un espacio E, E’
es su dual topoldgico y E* su dual algebraico. Si G es la topologia
original de E y A es un subconjunto de E, A [TG] es el conjunto A
con la topologia inducida por G. Si B es un subconjunto absoluta-
mente convexo, cerrado y acotado de E, Ej es el espacio normado so-
bre la envoltura lineal de B cuya norma es el calibrador de B. Un espa-
cio es localmente completo si cada sucesion de Cauchy en el sentido
de Mackey, contenida en E, es convergente. Denotamos por E, E? y
E° la compleccién, casi-compleccién y complecciéon local de E, respec-
tivamente. Decimos que E es dual localmente completo si E' [« (E’, E)]
es localmente completo. Si U es un entorno del origen en E, absoluta-
mente convexo y cerrado, sea Gy la topologia localmente convexa so-
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bre E tal que E [Ty] tiene

wW*U:n=1,2 ...}

como una base de entornos del origen, entonces Ey es el espacio local-
mente convexo separado asociado a E [Gy]. Si Q es un abierto no
vacio del espacio euclideo n-dimensional R*, D’ (Q) es el espacio de
las distribuciones de Schwartz, dotado de la topologia fuerte.

Para demostrar el teorema 1, necesitamos el siguiente resultado que
hemos dado en [12]: a) Sean E y F dos espacios de Banach de dimen-
siones infinitas. St F' [o (F', F)] es separable, entonces E es el limite
inductivo de una familia de espacios de Banach iguales a F.

TeoREMA 1.—Sea E un espacio de Banach de dimensidn infinita. Sea
F un espacio tal que cada aplicacidn lineal de E en F, con grdfica ce-
rrada, es continua. St G es un espacio ultrabornoldgico y g es una apli-
cacion lineal de G en F, con grdfica cerrada, entonces g es continua..

DEemosTrRACION.—Es claro que basta hacer la prueba para el caso emr
que G sea de dimensién infinita y de Banach, lo cual vamos a suponer.
Tomamos en E’ una sucesion (u,)n<. algebraicamente libre y represen-
tamos por L la envoltura lineal de dicha sucesién con la topologia in-
ducida por o (E’, E). Sea H el subespacio de E ortogonal a L y sea
h una aplicacién lineal de E/H en F, con grafica cerrada. Puesto que
el espacio de Banach E/H tiene un dual débil separable, G es el limite
inductivo de una familia de espacios de Banach iguales a E/H, de acuer-
do con el resultado a), y, por tanto, es suficiente probar que % es con-
tinua. Sea o la aplicacién candénica de E sobre E/H. Puesto que ¢ es
continua, la grafica de % ¢ ¢ es cerrada en E'x F y, consecuentemente,
I o o es continua, de aqui que » sea continua, c. q. d.

LeMaA 1.—Sea E un espacio que posee un subespacio G de dimen-
sidn infinita numerable, denso en E. Supongamos que existe en E una
norma continua p. Entonces existe un sistema biortogonal (X, Un)y—y
tara E, de manera que la envoliura lineal de (X,)n=1coincide con G,
(1)2=; es total en E' [o (E’, E)] v si x es un elemento cualquiera de
E tal que p(x) <1, se tiene que, para cada entero positivo 1,
| (uy, x| < 1.

DEMOSTRACION.—Sea

V=ir € E:p(x) <1
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v sea B el conjunto polar de V en E’. Puesto que E es separable y B
es débilmente compacto, se tiene que B[s (E’, E)] es metrizable y, por
tanto, existe en dicho conjunto un subconjunto numerable denso

U1y Vgy v vo sy Uy oo}
Puesto que p es una norma, B es total en E’ [¢ (E’, E)]. Representa-

mos por || - || la norma del espacio de Banach E’s. Sea

W=Dy e €K, M0, Jwn | <L, n=1,2,...
n

Sea f la aplicacion lineal de I* en E'p tal que, si (a,); -, pertenece a I?,
se verifique:

Flanig = Z _—

Puesto que

1/ (@2 | _<_§ PAR P ; |2 ? )’(g i) <
s(gl & |=)”2 {Zni)’

2 =]

f estd bien definida y es continua de /> en E’s. Sea ¢ la aplicacion ca-
noénica de I* en [2/f~* (0) y sea U la bola unidad cerrada de 2. U es
débilmente compacto y v (U) es la bola unidad cerrada del espacio de
Hilbert 12/f~* (0). Si g es la aplicacion de I*/f~'(0) en E’s tal que
f=geo, f(U) = A se puede identificar con ¢ (U) mediante g y A es
un conjunto débilmente compacto de E’; tal que E’y es un espacio de
Hilbert separable.

Dado un entero positivo 7, sea (b,);—; el elemento de [? tal que
by=1, b,=0, nr
Entonces,

PO =3 buon =0,
n=1
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y, por tanto, A es total en E’ [¢ (E’, E)]. El conjunto G es denso en
el espacio de Hilbert H, conjugado de E’,. Usando el método de orto-
gonalizacién de Gram-Schmidt se puede encontrar en H una sucesion
ortonormal (x,);_;cuya envoltura lineal coincide con G. Sea (un)r-;
la sucesion de E’, tal que

oy ) =1, Uy 2,>=0, ntm nm=12 ...

Entonces (#,),—, es total en E’, y también en E’ [¢ (E’, E)]. Si A° es
el conjunto polar de A en E, A° es la interseccion de la bola unidad
de H con E y, por consiguiente,

¥, € Au, € Ain=1,2,...

Puesto que B D A, se tiene que V < A’ de aqui que, si ¥ €V, se
verifique que

| <ty 2> | < 1,2=1,2, ...

Lema 2.—Sea (E, || - ||) un espacio normado vy sea F un subespacio
denso de E. Sea (a,)g—, una sucesidn de elementos de K con una in-
finidad de términos diferentes de cero. Si x € E, x & F, existe en F
una sucesion (X,)g—, de vectores topoldgicamente libres tales que

x=i'an M yS 2. 1] <<oo
n=1

n=1

DEMOSTRACION.—Si # € F, E tiene dimension infinita. Sea (a,,r):"=I

la subsucesion de (a,);—; formada por todos los términos no nulos de
ésta. Tomamos una sucesiéon (Xy)f=; de niimeros reales estrictamente
positivos, convergente a cero, tal que

I 2d_1 )\'f | Sz_”fi’l
"p+1
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Supongamos construidos ya los conjuntos A, < F, B, < E’, tales que
A, =B, = @y, si r es un entero estrictamente positivo,

A=, %y ooy X dy Br=luuyy o0 0]
” X — Zan’, xnp “ <)\r) (1)
p=1
<uP’xP>=11 <u,,,x>=0, <u}5)x1>=03 P:F%P, 9=1,2, oeey My (2)
x| <22 p=1,2,...,n,. (3)

Tomamos n, = 0. Si B,* es el subespacio de E ortogonal a B,, en-
tonces B, N F tiene dimensiéon infinita y, por tanto, podemos encon-
trar en B, N F un conjunto:

|

Cr=§xn,+p xnr+p LA yxnf+1_1

tal que los vectores de A, U C, son algebraicamente libres y
I #a,1q Il = 2=, g=1,2, ... 7, —1—n,.

Hallamos ahora u, € E’ de manera que

ttp, xﬁ>=1’ g, x>=09 tpy xq>=0a ?F 9,
p=n-+1,n+2 ...,n,, —1, ¢=1,2,... /0, —1

Si D, es el subespacio de E ortogonal a

Unpp1y Unpgy o0 u,,,,H-n

D, tiene codimension finita en E y, por consiguiente, D, N F es denso-
en D,. Puesto que

7
X — E aﬂ’,xnf 6 Dr)
=1

podemos encontrar en D, N F un elemento ¥n,,, que mo depende li-

nealmente de A, U C,, de manera que

<A

7+1

r
¥ = 2 a"t‘ Fng ™ Bn S
2=1
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Los vectores x,, 4., ..., Hn oA sON algebraicamente libres y, por con-
siguiente, podemos encontrar un elemento Un,, € E’ tal que

otay 050 =0, p=1,2, .. m, —1,ttu, s 2% >=1,
<u,”+l, x>=0.

Construimos los conjuntos A,,; y B,,, cumpliendo las condiciones (1)
v (2), cambiando r por » + 1. Obviamente,

Ilml<2%p=12...,n,,,— 1

Ademas,
r+1 r
— | g
I Frrey =1 a"r+1 N Za,,fx,,f—(x o Za"” xﬁp) =
=1 =1
r41 r
—_1 — —_
<| at | ( x Za,,fx,,; + iz Z'a,,px,,f )<
=1 p=1

< I a;;il ! ()‘r"{")‘rqnl)S l 2an,+17\~r ' 32-—"f+1

y, por tanto, se cumple la condicién (3) para #n..,. Entonces (4, #,) g
forma un sistema biortogonal para E y, por consiguiente, (x,)5—; es
topolégicamente libre. Por la condiciéon (1), se tiene que

X 0
X == Ea Xy = E 2, X
n n ”P np

n=1 n=1

vy, por la condicion (3),

SinlsXerr<o

<. q. d.

TeOREMA 2.—Sea F un espacio tal que p (F', F) estd definida por
una familia de normas. Supongamos que existe en F' [¢ (F', F)] un
subespacio denso G de dimensidon numerable tal que G 7%= F'. Si E es
un espacio tal que E’ [¢ (E’, E)] no es localmente completo, hay una
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aplicacion lineal y mo continua f de E en F, cuya grifica es cerrada
v f(E) es denso en F.

DemosTtrACION.—Tomamos en F’' [p (F', F)] un entorno V del ori-
gen, absolutamente convexo y cerrado, definido por una norma p.
Aplicamos el lema 1 y obtenemos un sistema biortogonal para F,
(Xny Un)mw=y tal que la envoltura lineal de (u,)g—, coincida con G,
(1,)m=y €s total en F y, si 4 es un elemento de V,

|<utx~>‘S1)n=1:2r'-’1

Puesto que E’ [¢(E, E)] no es localmente completo, existe en
E’ [+ (E, E)] un conjunto acotado A, absolutamente convexo y cerra-
do, tal que I’y no es un espacio de Banach. Sea B la clausura de A
en E* [¢ (E¥*, E)]. Entonces E’, es un subespacio no cerrado del es-
pacio de Banach E*;. Tomamos en E*; un punto y & E’s, que esté en
la clausura de E’s. Sea v un elemento de F* que no esté en G. Es ob-
vio que existe una infinidad de términos de ({7, #.)),;=, diferentes de
cero. Aplicamos el lema 2 y obtenemos una sucesiéon (y.),;=; en E’5 to-
poldégicamente libre tal que

J/=i'<v|xn>ymi‘ "J’n “<°°

n=1 7 =1

Sea g la aplicacion de F [p (F, F)] en E*; tal que, para cada u € I,

g(“) =i' <u1 xn>)/,,.

n=\

Puesto que V es absorbente, existe un 1€ K, 10, tal que xu €V
¥y, por tanto,

le@i< 3 1Gomd 1 ol =2 3 [ Qun> |l <

n=1 n=1

<1t s,
n=1

de aqui que g estd bien definida y g (V) es un conjunto acotado de
E*;, de donde se sigue que g es continua.
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Siovy, v, € Yy v, — v, 74 0, existe un entero positivo n, tal que

<'Ul = Uy, xno> + 0,

y existe una forma lineal continua w sobre E¥*; de manera que

<w,)’”0> = 1, <w,y,,> = 0’ " :‘: 7.

Entonces,

<g (vy — vy), w> =il <7)1 - 7}2,.25,,> : <J’m w> =

n=1

= 01—V 20+ { Py W) = Oy — 0y, 20> F 0

y, por tanto, g es inyectiva. Si consideramos ahora g como aplicaciom
de F [¢(F, F)] en E* [¢(E*, E)], es inmediato que g es conti-
nua. Si f es la aplicacién adjunta de la g, entonces f es continua de
E[s (E, E*¥)] en F [s(F, F)]. Puesto que g es inyectiva, f(E) es
denso en F. El dominio de la aplicacién adjunta de f es, obviamente,
g7 (E’). Puesto que v€ E' y g (v) 3% y€ E/, entonces g7' (E) £ F vy,
por tanto, f no es continua. Por otra parte, para cada entero positivo
P, se tiene que

g (ul’) = Z <”151 xn> In=Ip € E,A cCE’

n=—1

y, por consiguiente, G < g~! (E’), de donde se deduce que g~' (E’) es
denso en F’ [« (F, F)], de aqui, [8], resulta que f tiene su grafica ce-
rrada en E'x F, ¢c. q. d.

CororLariO 1.2.—Sea E un espacio casi-tonelado. Sea F un espacio
de Banach separable de dimensién infinita. Si E no es tonelado, existe
una aplicacién lineal vy no continua £ de E en F, con grifica cerrada,
tal que f (E) es denso en F.

DemosTtrACION.—Es obvio que F cumple las condiciones del teore-
ma 2. Por otra parte, si E no es tonelado, existe un tonel U en E
que no absorbe un conjunto acotado A. Sean U° y A°® los conjuntos
polares de U y A en E’, respectivamente. El conjunto A° N E'y es um
tonel en E’y que no absorbe U°® y, consecuentemente, E'ye no es to-
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nelado, de aqui que E’ [s¢ (E, E)] no es localmente completo. Ahora
basta con aplicar el teorema 2, c. q. d.

CoRrOLARIO 2.2.—Sea E un e¢spacio normado. Sea F un espacio de
Banach de dimensién infinita. Si E no es tonelado, existe una aplica-
cion lineal v no continua f de E en F cuya grdfica es cerrada.

DEemostrACION.—Tomamos un subespacio separable y cerrado G de
F, cuya dimensién sea infinita. Aplicamos el Corolario 1.2 y obtene-
mos una aplicacion lineal y no continua f de E en G, con grafica ce-

rrada en E x G. Es obvio que f no es continua de E en F y tiene
su grafica cerrada en E'x F, ¢. q. d.

Cororario 3.2.—Sea E un espacio casi-tonelado. Si E no es tone-
lado existe una aplicacion lineal y no continua f de E en D' (Q) cuya
grdfica es cerrada y f(E) es denso en D’ (Q).

DEMOSTRACION.—D’ (Q) tiene un subespacio denso G de dimension
infinita numerable. El dual de Mackey D (Q) de D’ (Q) tiene una fa-
milia de normas continuas que definen su topologia. Se aplica pues el
teorema 2, c. q. d.

TeoREMA 3.—Sea f una aplicacion lineal de un espacio E en un
espacio F. Si existe en F una base de entornos absolutamente conve-
xos v cerrados {U; : 1 €1}, tales que, para cada i€ I, £~ (U;) es ce-
rrado en E, la grifica de f es cerrada.

DeMOSTRACION.—Si G es la clausura de f(E) en F, es suficiente
comprobar que la grafica de f es cerrada en E'x G. Ponemos:

V,=U;NG, i€l

Considerando f como una aplicaciéon de E [¢ (E, E¥)] en G, sea g la
aplicacion de G’ [s (G, G)] en E* [ (E¥*, E)], traspuesta de f. Para
probar que la grafica de f es cerrada en E x G, hemos de ver que
g ' (E) es denso que G’ [¢ (G, G)], [8]. Si u pertenece a G’, hay un
indice ¢, €1 tal que »€ W, , siendo W, el conjunto polar de V,
en G’. Puesto que g es continua, g (W, ) es compacto en E*[¢ (E*, E)].
Sean P; vy Q, los conjuntos polares de f=*(V;) en E’ y E¥, respecti-
vamente. Puesto que f~! (V;) es un conjunto en E, absolutamente con-
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vexo y cerrado, Q; es la clausura en E* [¢ (E*, E)] de P, y, por tanto,
existe una red

fvj:j €1, =

en P, que s (E¥, E)-converge a g (u) € g (W,,) = Q,. Puesto que f (E)
es denso en G, g es inyectiva y, por tanto, g' (P,) < W, , de aqui
que la red

g (v):j € 1, =}

tenga un punto adherente v en el conjunto compacto W, de G’ {¢ (G,
G)]. Podemos asegurar, pues, que g (v) = g () y, por consiguiente,
v = u. Entonces g=* (E’) es denso en G’ [¢ (G, G)], c. q. d.

CoroLARIO 1.3.—Sea f una aplicacion lineal de un espacio E en un
espacio de Banach F. St V es la bola unidad cerrada de F y £=* (V) es
cerrado en E, se tiene que f tiene su grdfica cerrada.

Nota 1.—En [7], M. Mahowald prueba que, si S es un espacio
no tonelado, existe un espacio de Banach F y una aplicacion lineal y
no continua de E en F cuya grifica es cerrada. El resultado de Ma-
howald puede obtenerse del corolario anterior de la siguiente forma:
sea U un tonel en E que no es un entorno del origen. Si f es la apli-
cacién candnica de E en Ey, sea V la clausura de f (U) en Ey. To-
mando f como aplicaciéon de E en Ey, tenemos que

) = (FU) = U

es cerrado, y, por tanto, la grafica de f es cerrada en E x Ey. Obvia-
mente, f es lineal y no continua.

TeorEMA 4.—Si f es una aplicacidn lineal de un espacio E en un
espacio F, la grdfica de f es cerrada si y sdlo si existe en F una fami-
lia {Uy;i€1} de entornos del origen, absolutamente convexos y ce-
rrados, con

N {Ui:i € If =10},
y tales que, para cada 1€ 1, £ (U,) es cerrado de E.

DEMOSTRACION.—Sea G la topologia sobre F que tiene {U;:i € I}
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como sub-base de entornos del origen. De acuerdo con el teorema 3,
f tiene su grafica cerrada en E x F [T]. Puesto que T es menos fina
que la topologia de F, f tiene su gréifica cerrada en E x F. Reciproca-
mente, si f tiene su grafica cerrada en E'x F, sea g la aplicacién ad-
junta de f. Sea D el dominio de g, el cual es denso en F’ [¢ (F, F)],
[8]. La aplicaciéon f es continua de E en F [¢ (F, D)]. Elegimos en
F{s(FF,D)] un sistema fundamental de entornos del origen {U;:i€1},
cerrados y absolutamente convexos. Entonces f! (U;) es cerrado en
E, para cada i €1,

N Ui € I = {0

y U; es un entorno del origen en F, absolutamente convexo y cerra-
do, 1€1, c. q. d.

Sea & una clase de espacios, estable para los limites inductivos y
tales que los espacios de dimensiones finitas pertenecen a &§. Dado un
espacio F [T], sea {T,;:i €I} la familia de todas las topologias local-
mente convexas sobre F, mas finas que G, tales que F [G/] € &, i € 1.
Esta familia no es vacia puesto que si P es la topologia localmente
convexa mas fina sobre F, F [D] es el limite inductivo de espacios de
dimensiones finitas y, por tanto, '

Si G, es la topologia sobre F tal que F [G,] es el limite inductivo de
F[C]:7 €1

entonces F [T,] es el espacio asociado a F [%] de clase &. Denota-
mos por &, la clase de todos los espacios tales que si E€ &, F€ &,
y f es una aplicacion lineal de E en F, con grafica cerrada, entonces f
es continua. Representamos por &, la clase de todos los espacios tales
que si E€ &, H€ &, G es un subespacio de H y f es una aplicacion
lineal de G sobre E, con grafica cerrada en E'x H, entonces f es
abierta.

Los dos teoremas siguientes son meras generalizaciones de resulta-
dos obtenidos en [13].

TrEOREMA 5.—Sea & una clase de espacios de Mackey, estable para
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los limites inductivos y conteniendo los espacios de dimensiones fini-
tas. Entonces las dos condiciones sobre el espacio F son equivalentes.
1. Fe€é,.

2. Dado un subespacio G de F* tal que GNF es denso en
Flae(F,F)] v Fl[u(F,G)€E, entonces GDF.

TEOREMA 6.—Sea & una clase de espacios de Mackey, estable para
los limites inductivos y conteniendo los espacios de dimensiones fini-
tas. Las siguwientes condiciones son equivalentes para el espacio H :

1. HEGE,.

2. Dado un subespacio L de H* tal que

(H|LY) [p (H[LL, L)] € &,

siendo L* el subespacio de H ortogonal a L, entonces L N H’ es ce-
rrado en H' [¢ (H', H)].

LeMa 3.—Sea f una aplicacidn lineal de un espacio E en un espacio
completo F, tal que la grdfica de f es cerrada. Sea G un subespacio
denso de E. Si f es continua en G, entonces f es continua. :

DEMOSTRACION. — Sea &, un punto de E. Tomamos una red
{vi:i€1, >} en G que converja a &, en E. Puesto que la restric-
cién de f a G es continua, se tiene que

{f(r)iie], =]

es una red de Cauchy en F y, por tanto, converge. La grafica de f es
cerrada en E x F y, por consiguiente,

lim{f(y):i € I, =} =/f(x,).

Si & es la restriccién de f a G, podemos extender /i a una aplicacién
lineal continua g de E en F, pues que F es completo. Tenemos que

glx)=limlg(r):7 € L, ==lm{f(p):7 € I, =] =/ ().

c. q. d.
Para la demostraciéon del proximo teorema, necesitaremos los si-
guientes resultados: b) Sea F un subespacio de codimensién uno en
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un espacio E. Sea f una aplicacion lineal de F en el espacio G, cuya
grifica es cerrada. Entonces f puede extenderse a una aplicacidn lineal
g de E en G, cuya grdfica es cerrada, [4]. ¢) Sea & una clase de espa-
cios, estable para los limites inductivos y conteniendo los espacios de
dimensiones finitas. Si f es una aplicacion lineal continua del espacio

E [T] en el espacio F [U], se tiene que f es continua de E [T,] en
F [, 3, p. 16).

TrorEMA T.—Sea & una clase de espacios estable para los limites
anductivos y conteniendo los espacios de dimensiones finitas, de mane-
ra que si E es un espacio que tiene un subespacio de codimension uno
que pertenece a &, entonces E € 8. Si F[G) € 8, se tiene que F [G,]
s completo.

D-mosTtrACION.—Supongamos que F [G.] no es completo y toma-
‘mos un vector x, en la compleccién H de F [T,] que no esté en
F [Gaz]. Sea L el subespacio de H generado por FU {x,}. Si /i es la
aplicacion candnica de F [G.] sobre F [®], I es obviamente continua
v, por tanto, la podemos extender a una aplicacién lineal f de L
sobre F [%], con grafica cerrada, de acuerdo con el resultado b).
Puesto que F [G.] € &, se tiene que L€ & y, por tanto, f es conti-
nua. De acuerdo con el resultado c), f es continua de L. sobre F {Ta].
Ponemos: v, = #, — f (x,). Dado un x € L, se tiene que

xr=aj —!—y,a E K)J/ E Fv

¥y, por consiguiente,
fx)=af () +f(¥) = (f(x)—f(x) +y=2,

de aqui que f es una proyeccién continua de L sobre F [G.], de don-
de se deduce que F [T4] es cerrado en L, lo cual es una contradic-
<ién, c. q. d.

Nota 2.—FEn [2], V. Eberhardt prueba que si & es la clase de los
-espacios tonelados (casi-tonelados) y F [G] € &,, entonces R [T,] es
completo. Este resultado puede obtenerse de nuestro teorema anterior.

El siguiente resultado es un refinamiento de un teorema que se
encuentra en [6], p. 249: d) Dado un espacio E, sea (1), una su-
cesion de E’ [¢ (E’, E)] que converge al origen. Sea A la envoltura
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absolutamente convexa cerrada de (1,)% Entonces A es compacto

” =]

si y sélo si E's es un espacio de Banach.

TeoREMA 8.—Un espacio de Mackey es dual localmente completo si
v sélo si cada sucesion de E’ [s (E’, E)] que converge al origen es
equicontinue en E.

DemosTrACION.—Si E es dual localmente completo y (u,) 7., es una
sucesién en E’ [¢ (E', E)] que converge al origen, la envoltura abso-
lutamente convexa y cerrada A de (u.)5—; es tal que E’y es un espa-
cio de Banach y, teniendo en cuenta el resultado d), A es compacto.
Puesto que E es un espacio de Mackey, A es equicontinuo en E. Si
E no es dual localmente completo, hay en E’ [¢ (E’, E)] un subcon-
junto acotado B, absolutamente convexo y cerrado, tal que E'z no
es un espacio de Banach. Ponemos B* para la clausura de B en
E* [¢ (E*, E)]. Entonces E*p: es un espacio de Banach y E’p es un
subespacio no cerrado de E¥*j.. Por tanto, existe en E’p una suce-
sién (uy),—; que converge al origen, cuya envoltura absolutamente
convexa y cerrada, en E*z, no estd contenida en E’p, [10], p. 134,
de aqui que (u,);—, no sea equicontinua en E, c. q. d.

TeoREMA 9.—Sea E un espacio de Mackey, dual localmente com-
pleto. Si F es un subespacio de E que contiene E, se tiene que F es
dual localmente completo.

DEemosTrACION.—Aplicamos el teorema 8. Si (#,),—; €s una suce-
sion en E’ [¢ (E, E)] que converge al origen para la topologia
s (E’, E) y, por consiguiente, es equicontinua en E, entonces (), -1
es equicontinua en E, y también en F, por lo que F es dual local-
mente completo, ¢. q. d.

TeorEMA 10.—Sea & la clase de todos los espacios de Mackey que
son duales localmente completos. Si F [TG] € &,, entonces F [T,] es
completo.

DEMOSTRACION.—Es consecuencia inmediata del teorema T y del
teorema 8, c. q. d.

Sea & una clase de espacios. Representamos por &, la clase de
todos los espacios tales que si E€ &, F€ & y f es una aplicacion
lineal de E en F, con gréafica cerrada, entonces f es continua. Obvia-
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mente, &, es estable para limites inductivos y contiene los espacios
de dimensiones finitas.

TrorEMA 11.—Dada una clase de espacios & tal que existe un es-
pacio E § &, que posee un subespacio G, de codimension uno, perte-
neciente a &, existe un F [G] en &, de manera que si F [G,] es el
espacio asociado a F [G] de clase &, F [G,] no es completo.

DemostrACION.—Puesto que E ¢ F;, y G€ &, entonces G es den-
so en E. Podemos encontrar un espacio F [T] € & y una aplicacién
lineal no continua f de E en F [G], cuya grafica es cerrada en
G'x F[®] y, puesto que G€ &, g es continua. De acuerdo con el
resultado ¢) g es continua de G en F [G4]. Si F [B,] fuera comple-
to, f seria continua de E en F [G,], de acuerdo con el lema 3, y, por
tanto, f seria continua, lo cual es una contradiccion, c. q. d.

Veremos ahora un ejemplo de una clase de espacios & tal que exis-
te un espacio E § &, y que contiene un subespacio G, de codimension
uno, que pertenece a &.

EjeMpLo.—Sea & la clase de todos los espacios tales que si F € &
la topologia de F es o(F,F) y F(F,F) es un espacio de Ba-
nach. Veremos que &, es la clase de aquellos espacios E tales que
E [ (E, E)] es tonelado. En efecto, si F€ & y f es una aplicaciéon
lineal de E en F, cuya grafica es cerrada, entonces f es continua del
espacio tonelado E [u (E, E’)] en el espacio de Banach F [un (F, F)],
[9], v, por tanto, f es continua de E en F, de aqui que E esté en &..
Sea L. un espacio tal que L [ (L, L)] no es tonelado. De acuerdo
~ con el teorema de Mahowald, [7], hay un espacio de Banach P y una
aplicacién lineal g de L [p (L, L")] en P, no continua y cuya grafica
es cerrada. Entonces g no es continua de L en P [¢ (P, P)], de aqui
que L ¢ &;. Tomamos ahora un espacio de Banach S no reflexivo.
Suponemos que S estd sumergido en su bidual S” mediante la inyec-
cién canénica. Tomamos £+ €S”, & S. Sea M la envoltura lineal
de SU {x}. Sea J la aplicacién canénica de M [ (M, S’)] sobre
M [e (M, S)]. Es obvio que J es continua. S es un subespacio ce-
rrado de M [8 (M, S")] y, por consiguiente, M [§ (M, S')] es un espa-
cio de Banach. Supongamos que M [u (M, S’)] es tonelado. De acuer-
do con el teorema de Ptak, [8], J es abierta, de aqui que u (M, ') =
=8 (M, S), lo cual es una contradiccién, puesto que S es cerrado
en M [B (M, S)] y denso en M [u (M, S)]. Por tanto,

Mp M, S)] &
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Por otra parte, S [u (M, S’)] es un subespacio de codimensién uno
de M [p (M, S)] tal que S [u (S, S')] es tonelado y, por consiguien-
te, S{p (M, S)] €&,

TEOREMA 12.—Sea & una clase de espacios completos. Si F [G] € &,
y F [G,] es el espacio de clase &, asociado a F [T], se tiene que
F [G,] es completo.

DEMOSTRACION.—Teniendo en cuenta el lema 3, si F es un subes-
pacio denso de E, tal que F € &, entonces E€ &,

Por tanto, se cumple la condiciéon del teorema 7, de aqui la con-
clusion, c. q. d.

Nota 3.—En [4] hemos probado el siguiente resultado: Un espa-
cio E es dual localmente completo si y sdlo si cada aplicacion de E
en 12, cuya grdfica sea cerrada, es débilmente continua. Sean F un
-espacio de Mackey dual localmente completo y G un subespacio de
F conteniendo F. Si & es la clase del espacio I* como tinico elemento,
entonces F € &; y, por el lema 3, G€ &,. Teniendo en cuenta el re
sultado anterior, G es dual localmente completo, y encontramos otra
vez el teorema 9.

Los siguientes resultados son debidos a J. Dieudonné, 1: e€) Sea E
un espacio tonelado. Si F es un subespacio de E, de codimensidn fini-
ta, F es tonelado. f) Sea E un espacio bornoldégico. Si F es un subes-
pacio de E, de codimensidn finita, F es bornoldgico.

Nota 4.—Si & es la clase que tiene 9D’ (Q) como tmico elemento,
veamos algunos espacios que pertenecen a &, y otros que no es-
tin en &,:

1. La clase de los espacios ultrabornolégicos esta en &, [11].

2. Hay espacios tonelados y no bornolégicos que estin en &
{(en [15] damos ejemplo de espacios tonelados no bornoldgicos que
tienen subespacios densos y ultrabornolégicos. Por el lema 3, estos
espacios estin en ;).

3. Hay espacios tonelados y bornoldgicos que no son ultraborno-
légicos, que estan en &, (en [16] damos ejemplos de espacios tone-
lados y bornologicos que no son ultrabornoldgicos, que tienen sub-
espacios densos ultrabornolégicos. Estos espacios pertenecen a &, por
el lema 3).

4. En 17 hemos probado que 9D’ (Q) no es B,-completo y que
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hay en D’ (Q) una topologia G, menos fina que la original, tal que
D’ (Q) [T] es bornolédgico, tonelado y no ultrabornolégico. Por tan-
to, hay espacios tonelados y bornolégicos que no estan en ;. Por los
resultados e), f) y el lema 3, cada subespacio de D’ (Q) [T] de codi-
mensién finita, es tonelado y bornolégico y no es ultrabornolégico.

5. Sea T la topologia de D’ (Q) citada en el apartado anterior.
Sea F un espacio tonelado y no bornolégico. Sea f una aplicacion
lineal de E en D’ (Q) que es nula en F y coincide en D’ (Q) [G] con
la inyecciéon candnica de D’ (Q) [G] sobre D’ (Q). Entonces f tiene
su grafica cerrada y no es continua. Por tanto, existen espacios tone-
lados no bornolégicos que no estan en ..

Nora 5.—En [5], Y. Komura demuestra el siguiente resultado:
Dada una clase & estable para los limites inductivos v conteniendo
los espacios de dimensiones finitas, el espacio F [G] pertencce a &,
sty sélo si, dada cualquier topologia localmente convexa separada
& sobre F, menos fina que G, los espacios asociados a F [G] y F [S],
de clase &, coinciden.

Consideremos ahora una clase & con las propiedades antedichas y
veamos que &, estd contenido en &,. Supongamos que existe un espa-
cio E [G] de &, que no estd en &,. Por el resultado anterior, existe
sobre E una topologia localmente convexa separada U, menos fina
que G, de manera que U,z T,. Sea ] la inyeccién candnica de
E[T] sobre E[U.]. Puesto que J es continua de E[T] sobre E[U],
la grafica de J es cerrada en E [Gi]ix E [U.] y, por tanto, J es
abierta, de aqul que U, sea mas fina que G, por lo que U, = G,
lo cual es una contradiccidn.

Veamos ahora que &, puede ser diferente de &,. Sea & la clase
que tiene como unico elemento F, siendo F un limite inductivo estricto
y numerable de espacios de Fréchet, tal que existe en F un subespacio
cerrado G, de manera que F/G no es completo. (Podemos tomar, por
ejemplo, D (Q), [17]). Tomamos & = &;. En efecto, puesto que F es
ultrabornolégico, F/G es ultrabornolégico y, por tanto, F/G estd en
&. Si D es la topologia de F/G, tenemos que P = P, y, puesto que
F/G no es completo, aplicamos el teorema 12 y obtenemos que F/G
no pertenece a &,. Por el resultado anterior de Komura, tomamos una
topologia localmente convexa separada 4®) sobre F/G, menos fina que
D tal que W, D. Si f es la aplicacién canédnica de F/G sobre
(F/G) [D.] entonces f tiene su grafica cerrada y no es abierta. Si ¢
es la aplicacion candnica de F sobre F/G, se tiene que fo ¢ tiene su
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grafica cerrada en F x (F/G) [W.] y no es abierta, de aqui que
F ¢ &,.

LeMA 4.—Sea f una aplicacion lineal de un espacio E en un espacio
casi-completo (localmente completo) F, cuya grdfica sea cerrada. Sea
G un subespacio de E tal que G°(G°) contiene E. Si f es continua
en G, entonces f es continua.

Siguiendo un proceso de induccién, f/G puede extenderse a una
aplicacion lineal g continua de E en F. Usando la misma clase de ar-
gumento que en el lema 3, se llega a la conclusidn,

Los teoremas 13, 14 y 15 se demuestran de una forma analoga a
los teoremas 7, 11 y 12, respectivamente, usando el lema 4 en vez del
lema 3.

TeOREMA 13.—Sea & una clase de espacios estable para los limites
inductivos vy conteniendo los espacios de dimensiones finitas, de mane-
ra que si F es un espacio que posee un subespacio G de codimensidn
uno tal que E < G% (E < G°), entonces E€6&. Si F[TG] €8, en-
tonces F [GJ] es casi-completo (localmente completo).

Nota 6.—En [3], V. Eberhardt demuestra que si & es la clase de
los espacios bornolégicos y F [G] € &,, entonces F [T,] es localmen-
te completo. Este resultado es un caso particular del teorema 13.

TeoREMA 14.—Dada una clase de espacios &, sea E un espacio que
no estd en ¥,y que posee un subespacio G, de codimension uno, de
manera que GE€ &,y G*DE (G°D E). Entonces existe un espacio
F[T)€F tal que si F{T,] es el espacio de clase ¥, asociado a
F [T], entonces F [B,] no es casi-completo (localmente completo).

TeEOREMA 15.—Sea & una clase de espacios casi-completos (local-
mente completos). Si F [G] € F, v F [B,] es el espacio de clase &
asociado a F [T], entonces F [T,] es casi-completo (localimente com-
pleto).

En [4], Iyahen demuestra el siguiente resultado: g) Dada una clase
de espacios F, si E€ .y F es un subespacio de codimension finita
de E, entonces F € &,

En [13] hemos dado el siguiente teorema: h) Si E es un espacio
con un subespacio F, de codimensidn numerable, tal que F es un I'y-
espacio (T-espacio), entonces E es un T-espacio (T-espacio).

Utilizando el resultado g), se obtiene por un método analogo al
usado en [13] para obtener h), los dos teoremas siguientes:
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TeoREMA 16.—Sea & una clase de espacios. Si E es un espacio que

posee un subespacio F, de codimension numerable, tal que F € &, en-
tonces E € K.

TeOREMA 1T.—Sea & wuna clase de espacios. Si E es un espacio que
posee un subespacio F, de codimension numerable, tal que F € &,
entonces E € & .

TeEOREMA 18.—Sea & una clase de espacios estable para los limites
inductivos y que contiene a los espacios de dimensiones finitas. Sea
F [G] un espacio de &,. Sea G un subespacio de E [T] de codimen-
sign finita. G pertenece a &, si y sélo si G es cerrado en F [T].

DemostraciON.—Obviamente, basta hacer la prueba para el caso
en que G tiene codimensién uno. Primero consideramos G denso en
F [G.]. Sea J la aplicacién candnica de G [G4] sobre G. Por el resul-
tado b) es posible extender J en una aplicacién lineal p de F [TG.] so-
bre G, con grafica cerrada. Supongamos que G pertenece a &,. En-
tonces p es continua, lo cual es una contradiccién, puesto que la
extension continua de J a F [Ba] es la inyecciéon canénica de F [Ta]
sobre I [T ]. Supongamos ahora que G es cerrado en F [G.]. Sea U
una topologia localmente convexa separada sobre G, menos fina que
la inicial, y sea f la aplicacién canénica de G sobre G ([%U.]. Puesto
que f tiene su grafica cerrada, puede extenderse a una aplicacién g de
F [G] sobre G{{U.] con grafica cerrada, de acuerdo con el resultado
b). El nucleo de g es de dimensidén uno, y, por tanto, F [T]]/g~* (0)
es. topolégicamente isomorfo a un subespacio cerrado de F [T] de
codimensién uno y, por consiguiente, F [T]/g~* (0) pertenece a &,.
Sea ¢ la aplicacién candnica de F[T] sobre F [B!]/g 1 (0) y sea ) la
aplicaciéon lineal inyectiva de F [G]/g~* (0) sobre G([U.] tal que
o9 = g. Puesto que g tiene grafica cerrada, /s también tiene su gra-
fica cerrada y, por tanto, /i es abierta, de aqui que g sea abierta. Sea
k un isomorfismo topoldgico de F [BG]/g~* (0) sobre un subespacio
cerrado H de F [T], de codimensién uno. Sea L un subespacio de
dimensién uno de F [TG] tal que F [T]'= H@ L. Sea 9D la topologia
de F[TJ]/g7(0) y W la topologia de /g~ (0) tal que (F/g~* (0)) [W]
es el espacio de clase & asociado a F [©]/g™' (0). Es evidente que
H [k (D)] &L coincide con F [T.] puesto que G es cerrado en
F [T.]. La topologia de H [k (W)] @ L es menos fina que B, y mas
fina que G, de donde se deduce, teniendo en cuenta que

H (W) dLES
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que P coincide con €W. La aplicacion k! es continua de G [U ] sobre
F [G]/g™' (0) y, por consiguiente, k! es continua de G [U.] sobre

(F/g7 (0)) [W] = F [Ta] /g™ (0).

Podemos asegurar, pues, que g es abierta de F [G.] sobre G [U.].
Del hecho de ser G [G,] cerrado en F [G4], la restriccién de g a G,
que coincide con f, es abierta de G [®«] sobre G [U.] y, por tanto,
U, = G.; de aqui que, de acuerdo con el resultado de Komura citado
en la nota anterior, G€ &,, c. q. d.
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