ALGUNOS FUNTORES RELACIONADOS CON LA
COMPLECION DE MODULOS RESPECTO A UN
FILTRO DE GABRIEL

por

JOSIEE RIOS MONTES

Sca (T, L) una teoria de torsiéon hereditaria en A-mod, con filtro
asociado FF; en la seccidn I se estudia el funtor ()7: A-mod — AF-mod,.
donde

AF = lim A/I

F
y para cada M € A-mod,

MF = lim M/K,
F (M)

en la seccién IT sc establecen relaciones (cuando F es estable) entre
AF-mod y la categoria de modulos izquicrdos sobre el localizado de A
respecto a Iy (Fe fue definido cn [2]).

Para cada M€ T, M = M7, lo cual implica que T es una clase de
torsién hereditaria en AF-mod, se denota por ¢ al filtro asociado con
esta clase de torsidn; en la seccién III se dan condiciones para que
el médulo MF, dotado de la topologia ¢ (MF), sea la complecion de
M, F (M)).

Finalmente, en la seccién IV, se prueba que si A y B son anillos
Morita equivalentes entonces los anillos AF y B¥ son Morita equiva-
lentes, donde F es un filtro de Gabriel en A y F el filtro correspon-
diente en B, inducido por la equivalencia.
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I. Ev ruxtORr ()F

Sea A un anillo con 1, (T, L) una teoria de torsién en A-mod con
filtro de Gabriel asociado [, para cada M € A-mod, la familia
{M/K | K€ (M)} junto con los morfismos inducidos por las inclu-
siones en [ (M) es un sistema inverso de moédulos; denotamos por

MF = lim M/K

“Faon
-definimos ahora
Oy : AF x MF —» MF
como sigue: Si (a; + 1)€ AT y (X¢ + K) € MF
Om [(ar + D)z, Xk + K)z ] = (ax . x,) Xk + K)z

esta funcién es A-bilineal y por lo tanto define:
a) Una estructura de anillo con 1 en AF,
b) Una operaciéon en MF que lo hace un AF-modulo izquierdo.
Si M, N son A-médulos izquierdos y f€ Hom, (M, N), definimos

5 € Hom, F (MF, NF)
por
FlXe + K)z00) = (F (X1 wy) + L)oo
'y se obticne asi un funtor ()*: A-mod — AF-mod.

ProrosicioN 1.1.—El funtor ()F es aditivo.

DeMOSTRACION.—Sea N, M € A-mod y f, g€ Hom, (M, N) enton-
ces: si (Xg + K) € MF,

f+ " X+ K)y=[(f+ & Xyip-t ) + L1
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por otro lado,

(fF+ &) Xk + K) = [f(Xjmt ) + g (Xg-1y) + L]

pero
X(f+a)i_] w— Xt et w € + (D)
entonces
F+9[Xgemtawr— X1 wast ] €L
ademas
FIXi=t ) —Xi-1wyne=t ] €L
y

gIXgray — Xy st ] €L

-y de aqui que
f+eF =Ff+ g
Prorosicion 1.2.—Sea

00— 1> M 0

una sucesidn exacta de A-modulos isquierdos tal que
F (M) = {1 (K) | K € F (M)}

-entonces la sucesion

fF oF ;
0— MF MF M"F

es exacta.
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DeMOSTRACION.—a) f¥ es monomorfismo ; sea
(XK + K); (M7) E Ker fl'

entonces

0=Ff(Xg+ K)=(F X1 y) + L)z

entonces f(X;~t (1)) € L para todo L € F (M), es decir X;-1 1, €f* (L)
para todo L € F (M), por la hipédtesis, si K€ IF (M), existe L € F (M)
tal que K = f* (L) y de aqui que Xg€ K para todo K €I (M), por
io cual (X + K) = 0.

b) gFff =0 es consecuencia inmediata de que ()T es funtor
aditivo.

c) Sea
Xk + K)= (ay € Ker gF
entonces
0=g¢"Xx + K) = (g (Xy=1)) + L)z

de donde g (X,~t ,) € L para todo L €7 (M”), es decir X,~tq, €
€ g1 (L) para todo L € F (M").

Sea K€ [F (M), entonces K+ Kerg =K + Imf€F (M) y Ko
c Imf + K; por consiguiente,

Xk — Xgym € K + Imf
pero existe L€ F (M”) tal que K + Imf = g=* (L), de aqui que
Xi . m: € K + Imf

por lo cual Xx€K + Imf para todo K€F (M) sea Xgx= Yx + f(Zx)
con Yx € K, Zx € M’ entonces

Xk + K)zan = (f (Zx) + K)ran;
ahora bien, si ! (K) = f* (K’) entonces

P& = E)=ENK)
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-entonces

f (ZK n K’) f (ZK') €K’

vy de aqui
Ziow — Zi€ £ (K) = 1 (K N K),
.«de la misma manera
Zi o — Zi € 17 (K N K)
de donde
Zy —Zg € (KN K

es decir, si N €F (M’), podemos definir Zy = Zg para cualquier
K€F (M) tal que N = f* (K) tenemos entonces que

Fle + Nz = (X + K)r -

Corovrario 1.3.—Si | es un filtro estable, entonces ()T es un funtor
exacto izquierdo.

Si denotamos por F: Af-mod — A-mod al funtor que olvida, te-
nemos entonces una transformacion natural

® : Iamoa—> F o ()F
definida
by M— M oy (X) =X+ Kz
OBSERVACIONES 1.4.—a) &y es el morfismo inducido por la familia
{Px : M — M/K}z

«donde Py es la proyeccién candnica.

b) @&, es un morfismo de anillos.
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Denotaremos como en [2] por H a la clase de mddulos izquierdos
M tales que ¢ M = {0}, donde

K e F (M)

Prorosiciox 1.5.—Son wdlidas las siguientes afirmaciones:
a) Ker &y = cy.

b) M€ H siy sélo si ®y es monomorfismo.

c) Si M €T entonces ®y es un isomorfismo.

d) F(MF)€H pare todo M€ A-mod.

e) MF=(M/c M) para todo M€ A-mod.

f) Si K€TF (M) entonces la sucesidn

00— KFf — M —>M/K—0

es exacta.

DemostrACION.—a) X € Ker &y si y s6lo si

0=2>0y(X) =X+ K)=
si y s6lo si X € K para todo K€ F (M), si y sélo si

X € ﬂ K = ¢M.

E (M)

b) Inmediato de a).

c) Si M €T entonces ®y es un monomorfismo ya que T < H
ahora sea (X + K)*€ M5, como M € T entonces 0€ F (M) y de aqui
que Xx — X, '€ K para todo K€ F (M), es decir,

Xk + K) = (X, + K) = oy (X)).

d) Es claro del hecho que MF es submoddulo de H M/K.

F (M)

e) Se sigue de la siguiente igualdad:

F (M/c M) = {K/c M | K €T (M)}.
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f) ILos elementos de I (M) satisfacen las hipdtesis de la Proposi-
cion 1.2, y esto junto con a) nos dan el resultado.

Cuando F (M) es considerado como sistema de vecindades de 0€ M,.
se obtiene una topologia en M que lo hace un A-médulo topolégico;
este espacio serd denotado por (M, F (M)).

En nuestra notacién, (M, F (M)) es de Hausdorff si y sélo
st M€ H.

Es conocido (ver por ejemplo [4]) que la complecion de (M, F (M))
es el A-médulo lim M/K junto con la topologia del limite inverso-

PR—

f(M)
de espacios discretos; en esta nota estudiaremos MFT junto con cierta
topologia que scrd descrita en la seccién III.

OBSERVACIONES 1.6.

a) (M, F (M)) es completo si y sélo si @y es un isomorfismo.

b) Si M€ T entonces (M, F (M)) es completo.

) (M,F(M)) es completo si y sélo si ¢M =0 y para todo
Xk + K)€ MF se tiene que [N (X + K)] #£ ¢.

d) Si F es estable entonces cada submédulo cerrado K de un mo-
dulo completo M, es completo.

DeMoSTRACION.—d)  Consideremos el siguiente diagrama:

0—»K — M — M/K —0
Joo o [ou
0 —» K¥ —» MF—s (M/K)F

la estabilidad de F nos dice que el rengldn inferior es exacto; por otra
parte, K cerrado en M implica M/K € H y de aqui que ®y,x es mono-
morfismo, junto con el hecho que ®y es isomorfismo, tenemos por con-
secuencia que ®x es isomorfismo.

II. RELACIONES ENTRE EL FUNTOR ( )T ¥ LA LOCALIZACION RESPECTO A Fx

En [2] se probd que si F es un filtro estable de Gabriel en A,
entonces la clase H de médulos Hausdorff es una clase libre de torsién
correspondiente a una teoria de torsion hereditaria ; esta teoria de tor-
sién es denotada por (T, H), el filtro asociado por F: y el radical co-
rrespondiente por ¢, donde:
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a) Ty ={M|M es F-simple, M € L}.

b) Fa = {u,I € A | para todo ,] con I ] ¢ A y a € A,
{J :a) & F}.

) ¢cM = n K.

F (M)

Dado M € A-mod, denotamos por M—n a la localizacién de M res-
pecto a [y, entonces Mg . es isomorfo como A-médulo a la Fy — cép-
sula inyectiva de M/c M.

ProrosicioN 2.1.—Sea F un filtro estable de Gabriel en ,A, enton-
ces: M€ Ty si y sélo si MF = {0}.

DEMoOSTRACION.—Sea M € Ty, entonces M es F-simple y libre de
torsién, de aqui que F (M) = {M} entonces

MF

Il

lim M/M = {0}.

<~

Reciprocamente, si MT = {0} se tiene que: M = Ker &y = ¢ M,
es decir, M € Ty.

ProposiCION 2.2.—Sea F un filtro de Gabriel en ,A, entonces los
mddulos de torsion respecto a F son Fy-inyectivos.

DEMOSTRACION.—Sea 1€ Fy, M€T y f: T— M un A-morfismo,
.consideramos el siguiente diagrama:

0 — I —» A —> A/I >0

a |7 |

0— M — EM) — EM)/M —> 0

donde E (M) es la capsula inyectiva de M y f es una extensién de f,
como F es estable entonces E(M)€ T y de aqui que E (M)/M €T,
la conmutatividad del primer cuadro del diagrama implica la existencia
de un morfismo g: A/I —> E (M)/M de tal forma que el cuadro de
la derecha es conmutativo; pero A/I€ Ty y E(M)/M€ T H, de

aqui que g = 0 y entonces Im f € M.

TeOREMA 2.3.—Si F es estable entonces para todo M € A-mod, MF
-es Fy-inyectivo.
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Sea I€Fy, M€ A-mod y f: 1 — MF un A-morfismo si K€F (M),
denotamos por px: M — M/K a la proyeccién candnica y si K 1.,
denotamos por ¢, 1y: M/K.-—> M/L. al morfismo inducido por la
inclusién, consideremos ahora el siguiente diagrama:

0

D¢ la proposicién anterior tenemos que, para cada K € (M),
¢l morfismo P f tiene una extension fx: A — M/K. Proba-
remos ahora que si K€F (M) v K<l entonces ¢« 1y fx = fr,
notemos que

(fo—qu, =0
entonces fi, — gk, 1y ° fx se factoriza a través de A/l. Pero
Hom (A/I, M/L) = 0

ya que A/I € Ty y M/LL€ T c i, de aqui que ¢« 1y° fx = fu, en-

tonces, por la propiedad universal de lim, existe un morfismo f:

e

A ——> M y es claro que cste morfismo es una extension de f.
Como consecuencia inmediata de este teorema y la proposicion 1.3,
tenemos el siguiente:

Corotarto Z4.—Puara todo M € A-mod, existe un morfismo inyvecs
tro ey — M=, ainico tal que el tridngulo
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es commutativo (Wy es el morfismo candnico en el localizado de M
respecto a IFy).

ProrosicioN 2.5.—Para cada M € A-mod, oy induce un isomorfis-
mo entre

c (M¥/Im ®y) y M

FH/Im Ty

DeMosTrACION.—Identificamos a Im ®y con Im Wy (esto es posible
ya que Im W'y =M/ cM=Im dy) y a ;\I;H con Im oy.

M= € Ty,

H|Im l[/'M =

de aqui que

M < ¢ (MF/Im @y).

FH | m¥,,

Ahora, sea

N/L\/_‘[FH = C (MF/)'I:.-H ),
como Mg, es Fg-inyectivo, se tiene que N = Mg, @ N’ y de aqui que
N’ € Ty ya que

N’;’ N/i\/‘[.':;ﬁ = C (N/:\/‘[FE )s

pero N’ MF€ H; por consiguiente, N’ =0 y MF/M:_ € H, de

aqul que

»

- = ¢ (MF/Tm dy).

TEImY¥ M
La proposicién anterior nos dice que la cerradura topologica de
Oy (M) en (MF, F) es M=, .

Ejemrro 1.—Sea A = 7, p un ntmero primo y F = {p"Z | n > 0}
entonces Fy = {mZ /p + m) y de aqui que:

Ze, = Ly es la localizacién de Z respecto a p, ZF = 7, es el

anillo de los enteros p-adicos y oz: Zgy —> Z, es la inclusion.
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EjemrLo 2.—En [3] Goldman estudia la siguicnte teoria de
torsion:

T = {M | M es secmisimple y proyectivo}.

Prorosicion.—Si (T, L) es la teoria de torsion de Goldie entonces
(Tx, H) es la teoria de torsién de Goldman.

DEMOSTRACION.—Sea M un A-médulo proyectivo y semisimple y
N«€T, si f€Hom, (M, N)cnt. Imf es semisimple proyectivo. Por
consiguiente, Imf es no singular, por lo cual Imjf =0, es decir
M € T..

Probaremos ahora que si 1€ [Fy entonces A/I es proyectivo semi-
simple. 1€ Fy implica que A/I no contiene subméddulos esenciales,
por lo cual A/I es semisimple. Ahora sea ] € A maximo tal que
INJ =0, entonces T @ J es esencial en A y la inclusién I I @ j
induce un epimorfismo f: A/l —> A/T @ J, pero A/I € T.; por con-
siguiente, f = 0 entonces A = I @ J; por lo tanto, A/I es proyectivo.

II1I. CoMPLECION

Como se vio en la seccién I, proposicién 1.5, ¢), si M€ T enton-
ces @y es un isomorfismo, de aqui que la clase T es una clase de torsion
hereditaria en AF-mod; si denotamos por F¢ al filtro de Gabriel aso-
ciado, entonces:

Fe = { 1| A¥/I€T}.

TeoREMA 3.1.—F° = {IF | € F}.

DEMOSTRACION.—De la proposicion 1.5, f), se tiene que si I € F en-
tonces AF/IF =~ A/T1€ T, por lo cual If € F°.
Ahora sea J€F, I = @-/(]), consideremos el siguicnte diagrama:

g
0 1 A — A/l 0
\\ \\(DA \\ (I)A/I
N N 2
0 —IF | —SAF | 2 S AF/IF 50
[OIN / l ] /
4 /
l | / a
0 J AF AF/T — 0

/
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donde g, g, h son las proyecciones, f es el morfismo inducido por @,
Y Capm y o (0x + K) + TF) = f (& + I).

¢ es un A-morfismo entre mddulos de torsién, entonces ¢ es un

AF-morfismo ; por consiguiente, ¢ g = i ya que:

(62 (ax + K) =0 [(ex + K) 21 + K)] =
=(x + K)o (1 +K)+I7) = (ax + K)[A + K) + J] =
= I (ax + K).

De lo anterior tenemos que IF C J.

Sea (ax + K) + I7 € Ker ¢, entonces:

0=6(ax + K) + IF) = f(er + I) = (a; + K) + ].
Por lo cual (a; + K)€ J y entonces a, €I = & * (J), de donde:
(ax + K) + IF = 0,

es decir, ¢ es monomorfismo, esto nos dice que IF-C J es un epimor:
fismo, de aqui IF = J.

CoroLARIO 3.2.—El espacio (AT, [°) es completo.
DEmosTRACION.

lim AF/] = lim AF/IF >~ lim A/I = AF.
< — <« —

Fe F F
Para cada AF-médulo izquierdo M, denotamos por
Fe (M) = {,-N | M/N € T},
si M € A-mod, tenemos las siguientes relaciones:
{KF|K€F (M)} <k (MF)c F (MF).

OBSERVACION 8.8.—51 M € A-mod y ¢ (M) = {K7 | K € & (M)} en-
tonces (MF, ¢ (MF)) es completo.
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DeriNicioN 3.4.—M € A-mod es F-completable si (MF, F° (MF)) es
la complecién de (M, F (M)).

Prorosicion 3.5.—Sea M € A-mod y K € F° (M%), son equivalentes :
a) K =[ot (K)].
b) Ko [et (K)]*.

DeuvosTrACION.—a) ==> D) Inmediato.
b) =>a) Sea N = [0 (K)]¥, consideremos el diagrama:

0 N M MN — 0
AN AN g
\iN (I)M \\ _ f 22
0l oNF__, ME_S | ME/NF e 0
a /
l a / /
7 YA v 0
0 - K M? MK o

donde f es el morfismo inducido por &y y ®y, o ¢l morfismo inducido
por NFc K.

Es claro que ¢ - g = f, entonces, con el mismo argumento que el
utilizado en el teorema 3.1, tenemos que NT < K es isomorfismo, es
decir NF = K.

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para
que un moédulo sea F-completable.

TeEOREMA 3.6.—Sea M € A-mod, son equivalentes las siguientes afir-
maciones :

a) Oy (M) es denso en (MF, IF° (MF)).

b) AT &y (M) + L = M*® para todo L € F° (M~).

c) PP = {K7| K€F (M)).

d) (MFE, E° (M) es la complecion de (M, TF (M)).

DEMOSTRACION.—En vista de la Proposicién 1.5, podemos suponer
M € H, e identificar M con &y (M).

a) => b) Es claro.
b) =>c¢) Sea K€k (M") y N = &-1(K), consideremos nueva-
mente el diagrama:
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0 N M M/N ———— 1
EN AN
\ oy | NI S ¢
N N & N
n —)l\" _ ‘\'l':._-—»-) A{[F/N"-———i 0
Ve /
| L s
. / /Z / ¢
0 K MF MF/Koioororoo 0

donde g y & son las proyecciones, f es ¢l morfismo inducido por &y
Y Qupe, ¥ o ((mp + L) + N¥) = (my + 1) + K.
El morfismo 6o §— i sc anula en AT M, yva que:

(6o — ) [(@~ DX + 1) =
—(+ DX + L)+ N)— (X + L)+ K)] =

— (@ = (X + L)— (X = L)) = K] = 0

entonces :

AF M cKer(se g —h).
M/K € T implica

Ker (¢ o g — 1) € F* (MF)
por lo tanto, aplicando b), tenemos que

Ker(csog— 1) = ATM + Ker (6o g — i) = MF,

de aqui que eo g = i, esto nos dice que

[e '(K)]F C K,

aplicando la Proposicién anterior, completamos la prueba.

c) => a) Sea (Xg + K) € MT y NF€ F°(MF), consideremos la
composicion

g Y/
MF —— MF/NF - M/N
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donde g cs la proyccciéon y /i el isomorfismo
I [(Xg + K) « NF] = Xy + N, Ker (I g) = Ker g = NF,
cs claro que
Xk + K)y — (Xy + K) € Ker (I g)
de aqui que
Xy - K) € [(Xg + K) + N7]

lo cual prueba que @y (M) cs denso en (M7, ¢ (M),

a) + b) -+ ¢) ==> d) por ¢), a), y la observacion 3.3; tenemos que:
(M5, F¢ (MF)) es completo y @y (M) es denso en (A7, Fe (AIF)), la re-
lacion Fe¢ (MF) < I (MF) implica la continuidad dc

Dy s (M, Fon) — (M7, Fe (M)

finalmente, ¢) nos dice que la topologia en &y (M) inducida por
e (M), es F (M).

d) =—=> a) Inmediato.

Terminamos esta seccién dando un ecjemplo de filtres para los cuales
todo modulo es completable.

Prorvosicion 3.7.—Sea (T, L) una teoria de torsidn estable, W L T
en A-mod, con filtro asociado ¥, entonces:
1) (M, F (M)) es completo si v sdlo si M € T.
2) Todo A-médulo izquierdo es F-completable.
3) AF=A-.y (V=47 @ —=()== .
A

DemosTtrACION.—Se sigue del siguiente hecho: Si F cs estable y

TLTeTles el ideal bilateral, idempotente, generador de I-, entonces
cM =1IMy (A/D es plano.

IV. COMPLECIONES DE ANILLOS MORITA EQUIVALENTES

Sean A y B anillos Morita equivalentes, con equivalencia dada por
funtores

F =P ®s— : A-mod —> B-mod
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I = Q Qs — : B-mod —» A-mod

con 3P, y AQr progeneradores.

Si (T, L) es una teoria de torsion hereditaria en A-mod, entonces
(& (T), & (L)) es una teoria de torsion hereditaria en B-mod; de esta
forma, se obtiene una correspondencia biyectiva entre teorias de tor-
sion hereditarias en A-mod y teorias de torsiéon hereditarias en B-mod.
Si F cs el filtro de Gabriel asociado a (T, L), denotamos por I’ al
filtro en B, asociado a (& (T), & (L)).

Prorosicion +.1.—Con la notacién anterior,

S Py - (P11,

DemosTRACION.—Es consecuencia del hecho que la correspondencia
inducida por &, I ~— P 1 es una biyeccion entre la red de ideales
izquierdos de A y la red de B-submo6dulos de P.

OBSERVACION 4.2.—PF tiene estructura de AF-mddulo derecho con ia
siguiente operacién (ver [6]):

Si (Xy + PI)€P¥ y (a; + I) € AT, entonces:

Xi+ PD(ar + 1) = Xg.gpa + PI).

Prorosicion 4.3.—PF es un BY — AF-bimddulo.

DEmosTrACION.—Sean (b; + J)€B¥, (X; + PI)€P™ y (a, + I) € AF,
entonces :

(b + N [Xi+ PD(ar+ D] = (b5 + )) [Kgiapya + PI] =
= [b(Pl:x“:ax) 2 ) X (1:27) ar + p I]'

por otro lado,

[(bs + DX+ PD](ar + I) = [bepr.xp X+ PI] (e + 1) =

= [b(ll(l:al):X(“al)) X(na,) a; + P1IJ,
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teniendo en cucnta que:
[PI:a): X, “’“l)] c [P1: X”(““l’ a],
tenemos que:
sy + DK+ PD (e, + D] = [(bs + ) (Xe+ PD)] (ar + I).

Prorosicion +4.— =P es progenerador.

DEMOSTRACION.—Es consecuencia de la proposicion 1.1 junto con el
hecho de que 3P es progenerador.

Prorosicion 4.5.—BF &, (P) = P¥.

DemosTrACION.—Sea n€ N tal que B® = P @ K, entonces:

(Bn)?’ — (BF’)71 - BF’ (Bn) — BlF' P @ BE’ K

pero B Pc ¥, B¥KcKF y (B») =P¥ @ KF,; por tanto,
B¥ P = P¥.

TEOREMA 4.6.—Sean A y B anillos Morita equivalentes v I un filtro
de Gabriel en A, entonces, con la notacidn de esta seccién, AT vy B¥
son Morita equivalentes.

DEMOSTRACION.—Sean

¥ =P® —: A-mod — B-mod

B

H =Q ® — : B-mod — A-mod

B

los funtores que dan la equivalencia, entonces A =~ End (3P); probare-

mos que AF = End (,=~P¥) y de aqui, por el Corolario 22.4 de [1] y

la proposicién 4.4, tendremos que AF y BF son Morita equivalentes.
Sea

L:AF— End ((=P")L (a: + I) (X; + PI) =
= (X;+ PI)(a; + 1)
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la Proposicion 4.3 nos dice que
L (o + I) € Lnd (=P¥).

Si (a; + I) € Ker I. entonces, para todo (X; + PI)€ P, se tie-
ne que

en particular, para todo X € P, X a;€ P I, teniendo en cuenta que P,
es progencrador, existe 1 € N tal que P = A @ K y de esta descom-
posicion obtenemos que cada elemento de (P I)™ se puede expresar de
forma tinica como un elemento de I mas un elemento de K I, como
consecuencia tenemos que X a¢€ PI para todo X'€ P implica a €1,
de esto sc sigue que L es inyectiva.

Ahora sea f€ Iind (,=P%), consideremos el siguiente diagrama:

[\ r
]:) P?I PR - ‘P:/
t«\\\ I (]I
F
\ |
P P/ P

[

donde g¢i, §:. son las proyeciones candnicas y f; es un levantamiento
de ¢ f @p.

Tl isomorfismo entre A y End () nos dice que existe a; € A tal
que f; (X) = X a;. El morfismo [f— L (a; + I)] se anula cn @, (P),
aplicando aqui la proposicion 4.5 tencmos que f = T. (¢, + I) y esto
completa la prueba.
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