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ABSTRACT

T.et 12 and T be two vector spaces in separating duality. ILet us consider T,
the uniform convergence topology on IZ on the partial sums of families of I which

are weakly summable to 0 in I7; then, if (I, T ) is the completion of (E, T, the
finest locally convex topology T on T¢ for which all the weakly summable families
in F are also T-summable, is the uniform convergence topology on the T -compact
subsets of 15, Tf I¥ is a Banach space and T its dual space T, every weakly summable
family in T is summable in T° if and only if the closed unit ball of T is a T -compact
set. If T, is further the uniform convergence topology on T on the partial sums
of absolutly summable and T (I7)-summable to 0 sequences of TV, I is reflexive if
and only if 17 is T, -complete. We give also in appendice, a generalization of the
Orlicz-Pettis theorem.

INTRODUCTION

Les notations et les définitions utilisées ont été introduites dans les
articles «[spaces de suites sur un anncau topologiquen [1] et «itude
de la dualité dans les modules» [2].

Les démonstrations déaillées des résultats énoncds ont été faites

1+

dans lo these d'¢t

{ «Bualité dans les modules. Applications 4 la com-

plétion ct a la compacité dans les cepaces Jocalement convexesy [3].
Iy Torvorowis T,

. . r r . K

Soient I& et T deux espaces vectoriels en dualité séparante. 51 &

désigne T'ensemble des (v, 1), o lorsque y parcourt T, «i Ti" cst son

z-dual, si 5, est le sous-cspace vectoriel de Ti® formé des (o.)ser tels
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que la famille (¥ z,), cr soit faiblement sommable dans T, nous note-
A A A A

rons it T'orthogonal de IE dans E® et EY le biorthogonal de E dans

A A

Ez2, a-dual de E,.

ProrositioN 1.—Nous avons les inclusions suivantes :

A

A A A A A
ECEHL CEf® et EXC EyCE*

Soit T, la topologie sur E de la convergence uniforme sur les som-
mes partielles des familles de F faiblement sommables vers 0 dans F.

ProrositioNs 2.—1%“ est le complété de L pour la topologie T,.

PreEUVE.—Nous savons d’aprés [3], que 19:0” est To (3, -complet.
Or, Ty 3, induit sur It la topologie T, [3]. De plus, comme Ty @&,
est une topologie propre sur ﬁom, la note [2] nous permet d’affirmer
que le dual topoloalque de (b,o » Ter(s)) contient IS, et est contenu
dans l" o=, z-dual de EO . Mais E(,"" est lui-méme contenu dans E” La
proposition (1) permect alors d'affirmer que £ est Ty (B®, Tor (gy:)')-
dense dans f*‘“, donc aussi pour toute topologie compatible avec la
dualité entre L ® et (5% To 3,)", cn particuliecr pour la topologie T,.

\

A
ProrositioN 3.—E* esi isomorphe topologiquement & Iensemble
des formes linéaires sur qui transforment toute famille faiblement som-
mable vers 0 de F en une famille sommable vers 0 de K.

Preuve.—Ce résultat est analogue a celui énoncé pour les suites
faiblement [*-sommables dans [3] ou la démonstration est faite en
détail.

ProrositioN +.—La topologie localement convexe T la plus fine
définie sur F telle que toute famille de F faiblement sommable dans F
pour la topologie T, est la topologie de la convergence uniforme sur

A A ~
les Ty-compacts de EY, on (E*, T,) est le complété de (E, T,).
C’est une conséquence de la note [2].

ReMARQUE.—La topologic T, n'est pas en général compatible avec
la dualité entre E et F. La topologie T est en général moins fine que

la topologie de Mackey T, (ﬁll).
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II) Cas DES ESPACES DE BaxNACH

Nous supposens dans ce paragraphe que IF est un espace de Banach
et que E est le dual topologique de F, noté 1. Nous pouvons alors
affirmer:

A
Prorosirtiox 1.—F™** est égal a IV,

PreuvE.—Cela provient du fait que la boule unité de I7 est T, (I¥)-
compacte.

TaEoREME.—T'oute famille d’'éléments de F faiblement sommable
dans I est sommable dans I si el seulement si la boule unité de I est
T,-compacte, on T, est la topologie sur F' de la convergence uniforme
sur les sommes partielles des familles d'éléments de I, faiblement som-
mables vers 0 dans F.

PrEUVE.—SI toute famille d’éléments de T° faiblement sommable dans
F est sommable dans ¥, cela implique que la topologie de ia norme est
moins finc que la topologie T, définic dans la proposition I-(4). Comme
I est T,-complet, il cxiste un sous-ensemble p” de I/, absolument con-
vexe et T, -compact tel que la boule unité By de ¥ contienne p°. Ce
oui implique que la boule unité By, de ¥’ est contenue dans p/° = p’.
Mais By est aussi T, (F)-compacte. Elle est par conséquent T -compacte,
car T, est plus fine que la topologie faible T, (I¥).

Réciproquement, si la boule unité de ¥ est T, -compacte, la topolo-
gie de la norme est par définition moins fine que la topologic T. Clest
donc une conséquence immdédiate de la proposition T-(4).

ExemprLE.—Considérons la dualité entre I* et . On sait d’aprés [3],
que toute famille d’éléments de I', T, (#)-sommable dans I* est en fait
une suitc. De plus, toujours d'aprés [38], la topologie T, définie sur I*
est la topologie T, de la convergence uniforme sur les suites d’éléments
de I*, qui sont T, (I')-sommables vers 0 dans I*. Mais tout compact
faible de P est aussi, d’aprés [3], T,-compact. T.a boule unité de I
qui est T, (I')-compacte est par conséquent T,-compacte.

On retrouve donc, d’aprés le théoréme, que toute suite d'¢léments
de I' faiblement sommable dans I' est aussi sommable dans I' pour la
topologie de la norme.
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REMARQUE.—Daprés Diestel [4], nous savons que si F est sépara
ble, F ne contient pas I* si et sculement si F est faiblement séquentielle-
ment dense dans I'”; nous pouvons alors affirmer:

ProrositiON 2.—Si ' est séparable et si F ne contient pas 13, {oute
suite d’éléments de F', T, (F)-sonmable dans F’' est sommable dans F'.

A
PrEUVE.—D’aprés [3], nous pouvons affirmer que F,*t est égal a
E”. Toute suitec d’éléments de F’, T, (F)-sommable dans " est donc

A
aussi T, (F,**)-sommablc dans F’. Le théoréme d’Orlicz-Pettis permet
donc d’afirmer qu’unec telle suite est aussi sommable pour la norme.

ITI) FAMILLES ABSOLUMENT SOMMABLES DANS LES ESPACES DE BANACH

Soient F un espace de Banach et F’ son dual fort. Considérons la
dualité entre F et F.

A
Désignons par Z ensemble des éléments (2p)w ¢ de T tels que
la famille (%’ 24)e ¢ p- soit absolument sommable.

REMARQUE 1.—Pour tout € Z, {1/ € F; 2, 7 0} est dénombrable.

A
9 (F") est inclus dans Z, qui est lui-méme inclus dans F,.
A
ProrositioNn 1.—Fztt est isomorphe topologiquement a I'ensemble
des formes linéaires sur F qui transforment toute suite d'éléments de
F', absolument sommable et T, (F)-somimable vers 0, en une suite soni-
mable vers 0 dans K.

A
Prorositiox 2.—Fz* est égal o F”.

A
PrEUVE.—F” est contenu dans Fz't, car toute suite d’éléments de
F' absolument sommable ct T, (F)-sommable vers 0 est aussi T, (I'”)-

L}
sommable vers 0. Réciproquement, pour tout # € Fz't, considérons le
réel fini ou infini:

I £ = Sup | (%, %) ]|
2 F
=1 <1
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et montrons qu’on a défini ainsi une norme .sur I'z*+. Pour cela, il suffit
de vérifier que || # | est un nombre fini. Supposons le contraire:

V7 € N* 32, €Bp; | (£, x)| >n?

Considérons alors la suite v', = a7,/#%. Cette suite est absolument som-
mable dans F’. La proposition (1) entraine donc que la suite (#, v';)
est sommable dans K. Or, | (#, v',) | > 1. On arrive ainsi & une con-
tradiction.

A
Considérons maintenant la dualité entre Fz't et T’. Nous avons:

Be =By, Bp =Bpll

zZ

Ce qui entraine:

00 .
F — Bstt
z
Par conséquent, By est T, (I)-dense dans B%‘—L.
Y4
Or, By~ contient By et est T, (I")-compact. Ce qui implique que
A
B%Ll est contenue dans Bp.. Mais alors, Fz'* est un sous-espace vec-
z
toriel de F”.
Nous désignons alors par Tz la topologie sur F” de la convergence

uniforme sur les sommes partielles des suites de F’ qui sont absolument
sommables et T, (IF)-sommables vers 0 dans I.

CoROLLAIRE 1.—Tout compact faible de F” est Tz-compact.

Preuve.—C’est une conséquence des résultats énoncés dans [3],
car la topologie Tz est moins fine que la topologic T, et I est faible-
ment sommablement complet.

CoROLLAIRE 2.—Une forme linéaire sur F' est fortement continue
si et seulement si elle transforme toute suite de F' absolument sommable
et T (F)-sommable vers 0, en une suite sommable vers 0 dans K.

COROLLAIRE 3.—F"” est le complété de F pour la topologie Tx.



184 MICHEL MAZAN

- A r.r ~ .

Preuve.—D’aprés [3], Fz'* est le complété de F pour la topologie

Tz. Cec résultat est donc une conséquence immédiate de la proposi-
tion (2).

COROLLAIRE 4.—F est réflexif si et seulement si F est Ty-complet.

REMARQUE 2.—Si on considére la dualité entre [* et [*, I' est T,-
complet, mais n’est pas Tz-complet.

1V) ArpENDICE

Dans le cas de la dualité entre deux espaces vectoriels quelconques

A
E et T, si on considére 'ensemble 7’ des éléments (), r de E, tels
que {x € F; 5,7 0} coit dénombrable et tel que pour tout B < F, 2,
A A
appartienne encore a IL;, oll &, a été défini dans [2], T4+ est Uespace
vectoricl étudié par Tweddle dans [5]. Des résultats analogues & ceux
énoncés dans [3] peuvent étre obtenus.

Si maintenant, on considére 'ensemble Z” des éléments (2,),r de

A “
E, tels que pour tout B < F, 2y, appartienne encore a E,, nous cb-
tenons une généralisations du théoréme d’Orlicz-Pettis:

TIHEOREME.—Si (X)i 1 est une famille d'éléments de F telles que
toute sous-famille soit faiblement somwmable dans F, lo famille (x);ex
est sommable pour la topologie de la convergence uniforme sur les
Tzm-précompacts de E, o1 Tzn est la topologie sur E de la conver-
gence uniforme sur les sommes partielles des familles de F telles que
toute sous-famille soit faiblement sonuwmable vers 0.

ReMarQUE 1.—Tout convexe compact faible de IZ est Tz.-compact,
donc Tz-précompacts (voir [3]).

A
REMARQUE 2.—Si on prend Z”7 = o (F), Ez.** est isomorphe a F*
et Tz est la topologie faible sur E. On retrouve donc que le complété
de E pour la topologie faible est F*.

ReEMARQUE 3.—On peut aussi démontrer que la topologie de la con-

. A
vergence uniforme sur les Tz.-compacts de Ez.** es la topologie lo-
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calement convexe la plus fine vérifiant les propriétés du théoréme, et

c’est la topologie de Mackey T, '(]Ai“zn“).

ReMARQUE 4.—Si dans le cas de la dualité entre l'espace de Banach
I et son dual fort F’, nous considérons l'ensemble Z, des éléments 2

de F® tels que (& £47)e ¢ v sOit sommable dans F’, il est facile de mon-

trer que PA‘ZLJ- = IE‘Z';L = F”. De plus, nous pouvons énoncer les mémes
résultats que ceux du paragraphe III: II suffit de remplacer la topo-
logie Tz par la topologic Tz, de la convergence uniforme sur les som-
mes partielles des familles d’éléments de F’ qui sont sommables vers 0.
Ainsi:

TuaktorEmr.—F” est U'ensemble des formes linéaires sur F' qui trans-
forment toute famille d’éléments de F' sommable vers 0 en une famille
sommable vers 0 dans K.

Exemrie 1.—En considérant la dualité entre ¢, et I*, nous obtenons
que I~ est 'ensemble des formes linéaires sur ' qui transforment toute
suite de I' sommable vers 0 en unc suite sommable vers 0 dans K et
le dual topologique de I est 'ensembles des formes linéaires sur I* qui
transforment toute suite de [* sommable vers § cn une suite sommable
vers 0.

ExemrrLe 2.—Si H est un espace de Hilbert, comme toute famille
d’éléments de H faiblement sommable dans H est sommable dans H,
unc forme linéaire sur H est continue si et sculement si elle transforme
toute famille faiblement sommable vers 0 de [T en unc famille sommable
vers 0 dans K.

ReEMARQUES 5.—Les résultats énoncés dans la remarque (4) peuvent
aussi s’énoncer en remplacant «familles» par «suites».
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