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REsUMEN

Se demuestra existencia, unicidad y continuidad respecto a los datos iniciales para
la ecuacién

max {z' + A;u—/} =0
i=1,2

donde A; son operadores uniformemente elipticos de 2.° orden.

InTRODUCCION

La ecuacién de Bellman-Dirichlet

max {A;u—fi} =0

i=1,2

en Q (abierto acotado de R” con frontera '), # = C en I', para dos opera-
dores A; uniformemente elipticos ha sido estudiada en [1]. Esta ecuacién
es un caso especial de la ecuacién de Bellman de Programacién Dindmica
para el control 6ptimo de ciertos sistemas estocdsticos; el control 6ptimo
es precisamente la solucién de la ecuacion de B-D: Eu [2] se prueba
que la solucién de un problema de control estocdstico coincide con la
solucién (en sentido conveniente) del problema de Dirichlet no lineal

sup {A(@)u —f(v),v€V|=0en Q,u=0enT,
donde V es el conjunto de controles. Resultados de regularidad para el

caso eliptico son dados en [1,2,3].
Cuando @ =R”" y por métodos estocdsticos, en [4], N.V. Krylov ha

(*) Este trabajo ha sido parcialmente realizado con una ayuda 1. B. M.
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obtenido resultados generales para la ecuacién de B-D (consultar la
bibliografia que sobre este autor se cita en [5]).

En [5] se prueba existencia, unicidad y regularidad de la solucién de
la ecuacion de B-D para operadores elipticos y una restriccion

max {A; u —fi, u — ¥} =0,

correspondiente a un problema de control estocdstico con tiempo de para-
da 6ptimo. Se estudia también la ecuacién para un operador parabélico y
otro eliptico, ecuacion esta Gltima que interviene en Economia como un
problema de mantenimiento éptimo, mediante un método de «regulariza-

cién parabolica» que la convierte en una ecuacion del tipo de la estudiada
aqui.

Ecuacion peE BeLrMAN-DIRICHLET

Sea Q abierto acotado de R* de frontera regular I'. Consideramos el
siguiente problema:

max {u' + A;ju—f{=0enQ X (0,T)=Q c.p.d,

i=1,2
(1) # (0) = o,
2 u € H¥t (Q) N L2 (0, T; HyY,
donde
(2) A;u=—a',; (%, t)uz; + 0% (x, t) up + c; (x,0) u

(sobreentendiendo que se suma en indlces repetidos) siendo los coeficien-

tes de (2) pertenecientes a C1 (0, T; C2(Q)), i=1,2,1 <<k, /<,
3) u, € H'y(Q),
(4) fi € L2(Q).

Supondremos también que
(5) Existen © =6 > ( tal que

b1E|2<a(x 0)EsE <O |E|? parai=1,2(, ...,%) € Ry
(,2) € Q.

Nota 1.— Segun (1) y [6] I, # es continua de [0, T] en
[Hz’ Lz] 12 (1 HYy =HY, (@),

asi que (3) tiene sentido.
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Nota 2.— Pongamos f;=/;¢~** en (1) y consideremos el problema
max o' + A;v 4 pov—fii =0en Q, n>0,
i=12,1
© 2 (0) = 1,
v € H»1(Q) N L2 (0, T; HY).

Se tiene que z = v e** es solucion de (1) sii v lo es de (6), de manera
que podemos suponer que, en (1), tenemos A; + i1 en lugar de A; y para
1 tan grande como queremos (es por esto que no es necesario suponer
que ¢ > 0).

Con las consideraciones de la nota 2 y para § suficientemente grande
podemos suponer que se tiene el

Lema 1.— [1] Con las hipétesis (2) y (5) existe a > 0 (dep. de Q, A))
tal que, para todo z € (0, T),

af v ’2SfAlvAgvdx v veH? N H,.
é

(- Il 5y, = norma en H>1(Q), || . || ; = norma en H?(2), |

2), || . | ; = norma
en H! (2), | . || =norma en L2(Q), | . | = norma en L2(Q)).

Consecuencia inmediata del Lema 1 es
t 't
@ o [lol%nds< [(Av A0)ds,
0 0

para todo ¢ € [0, T] y para todo » € L2(0, T; H2 ] HY). ((., .) designa
el producto escalar en L2 (2)).

Para probar la existencia de solucién del problema (1) comenzaremos
por eliminar f, y %, en (1):
Sea # la solucién unica de (£ =1I" X (0, T))
W+ Ay a = fz;
@ (0) = u,,
iy =0,
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que verifica, por (2) — (5) y [6]1/,
7€ HY1(Q) ) L2 (0, T; HYy).

Pongamos v = % — # y sustituyamos en (1):
max {v' + Ao —f, + @ + A 4,0 + 8,0 =0,
2 (0) =0,
v] =0, 6 sea
max {o’' + Ajv—fiv" + A, vl =0,
(8) '()(0)..—_'0,
v| =0, donde f=/f, — @& — A, @ € L2(Q).

Si ahora probamos la existencia y unicidad de solucién v de (8) ve-
rificando v € H%1%(Q) N L2 (0, T; H1,), tendremos que existe solucién tni-
ca de (1).

Sea @ € L?(Q) cualquiera, sea v la solucién tnica de

Lyov=29v +A,o=0,
v (0)=0,
v € H&1(Q) N L2 (0, T; Hiy)

y pongamos K@ =L, v=1L;(L,)~! &, con lo que (8) se convierte en
9 max K@ — f, &} =0,
g € L*(Q).

K es claramente lineal y continuo de 1.2 (Q) en si mismo y probaremos
con una hipdtesis adicional suave, que es monétono y coercivo en L.2 (Q),
con lo que ([7]) existe solucién unica @ de (9) (ya que (9) es una inecua-
cién variacional cldsica:

KV —0)=(/V—9)

paratodo ¥ € L2 (Q), ¥ << 0) y por tanto tenemos resuelto el problema (1)

LemMA 2.— Sea A;= A,-— B; donde A;: A,-* y B; es un operador de

primer orden propiamente. Para p suficientemente grande existe o > 0
(dep. de , A)) tal que

(10) allvl %, < [CoLlods
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para todo
v € H21(Q) N L2 (0, T; HYy), v (0) =0,
donde hemos puesto L;=L; + p1,/=1,2.

DemosTrACION. — Comencemos suponiendo que v€ C* (Q)yv | v = 0.
Se tiene, en virtud de (7),

T T T
[Colimar=[ 1o 12atta [ Jolnde+
0 0 0
T T T
+u [ lolrdetop [@odit [ (o AR drt
/ / /

T T T
+p | @Avdt+ | @, A 0)dt+ | (v',A,0) d ¢,
J / /

que, con (), se convierte en: (¢; > 0)

T

(11) f(flv,T,?v)dth |7}'|2a’t—}—af o2 dt+

0

+w [ virdebpioMit—plo© |7+
0

T
+2pe [ llolndi4 L+
0
Acotamos inferiormente

T
I;—_—' ('I),, A,-v)dt, Z=1,2
/

Poniendo A en lugar de A; y B en lugar de B;, A autoadjunto, se
tiene

T

T
I= [ W,Av)dt— [ (@', Bo)dr.
J /

Puesto que

7‘2— (‘Z), A 7)) = (7),1 ‘:\ 'U) + (7'7 A' Z') + (’Ua A vl)a
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fenemos

T

[ @ Avar=@T, A1)~ @), A0)0(0)—

0

T T
—f (v,A'v)dz——-f (v, Ao’ )d¢,
0 0

de donde, teniendo en cuenta que A’ es autoadjunto, v | x = 0,

v | 2=0, v € C(Q),

resulta

2f (v’,Av)dt:(v(T),Av(T)—(v(O),Av(O))——f(v,A'v)dt

pero, usando la continuidad de A’ de H? en L?,’

T T T
~ 1 . 1
cy > 0) — v, A )dt > ——d1 v|2dt——3d¢ vz, dt
@>0 = [@E9d=—a [jopai—zoa [

0
para todo ® > 0, asi que,

fw&wW>%@mﬂmwm~%wmAuw—

0

T T
(12) — 2 [Jupdr— g, [ o]y e
4 0 4 0

Por otra parte B es continuo de H!y en L? de manera que, para todo

T

, 1 T ’ 1 - T
(13) —f(v,Bv)a’t}——g‘ﬁof |0 17 dt—— lof 2% d e

0



LA ECUACION DE BELLMAN-DIRICILET PARA DOS OPERADORES PARABOLICOS 165

De (12) y (13) tenemos:

L +1,=——[((0),4A,(0)2(0) + (2 (0), A, (0) = (0)] —
1\—1 ' 2 1 : - ||2 i 12 —
— of | v | dt——2—8520f||u||2dt—30f | o' |2d¢
(14) — bty f v |P, .

Sustituyendo (14) en (11) resulta en definitiva

o 1 ! 1
Of (le,sz)dtz(a——E—Bcg)of KA szt—l—(pﬂ——{%“).

T T

f |v|2dt—}-(1—3)f |2 [ 2dt+ Qpe,—d =1 ¢p).

0 0

Jiernar—[uio0) F 00, A 0)0(0)+

1 ~
+ 5 (@0, A, (0) (0))],

-que, tomando 3 suficientemente pequefio y, después, p suficientemente
grande, se convierte en

T

f(_ilv,Ezv)dtZ-a(fT lvll2dz+ fT |2 | sdt)—

(15) _(My(o)|2+%...).

Como ([6] IT) C® (Q) es denso en H*1(Q) y, si v, € C?(Q) converge a
v en H%1(Q), se tiene que v, (#) converge a v (f) para todo # en virtud de
la continuidad de la inyeccion de H2 1 (Q) en C (0, T; L2 (Q)) (de hecho —
nota 1 —en C (0, T; H!)), basta pasar al limite en (15), teniendo en cuenta
que v (0) = 0, para tener (10).
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Ahora en virtud del lema 2 y la nota 2

T T

[ &8, @)at= [ oL de=a]o| B, =c | 2|1 e>0,
0

0

ya que L, es continuo de H*»1 (Q) en L2 (Q).
Podemos entonces enunciar :

TeoreMAa 1. — En las hipétesis (2) — (b) y la adicional del lema 2 exis-
te una unica solucién del problema (1).

Probaremos por ultimo una propiedad, de la solucién de (1), de con-
tinuidad respecto a los datos iniciales, concretamente:

TeorEMA 2. — Sea « (resp. v) solucion de (1) correspondiente a f;, f,, #
(resp. g4, 29, ¥g)- Existe ¢ (dep. de ©, A, A,) tal que

||%—‘U||=.>,1§C(Hf1_‘g1n+Hfz“'gz|l+||”o"'”o“1+ Vaug—y | )

DeMosTRACION. — (Suponemos . suficientemente grande). Introduzca-
mos el grafo maximal monoétono de R%:

0 si x<<0,
Bx)=14 [0,+ o) si =0
G si x>0; D)= (—,0];

llamando también B a su prolongamiento (maximal monétono) a L#Q), el
problema (1) resulta equivalente a

14

0€liu—fi+B(lyu—fy,
(16) 3

u (0) = u,,

u € H»1(Q) N L* (0, T; Hy ).

Pongamos en (16) v, v,, g4, £, y restemos: w = # — v,

w (0) = u, — v,,

§ 0€Liw—(fi—g)+B(Lyu—r) —B(Lyv—gy),
(17)
w € Hu1(Q) N L? (0, T; Hgb).
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Multiplicando en (17) por L, w — (f;, — g£») e integrando en (0, T),
debido a la monotonia de f, se tiene:

[ o= (=g Low— (f, — &) d£ <0
0

y poniendo ¢; = f; — g;, w, = w (0), tenemos:

[GwLwdr< [ Liwgdt+ [ Lwg)dt+
0 0

0

+f | (e 0a) [ 22,

de donde, por (15) y (17),

e %: < (f (132, 90) + Lo w20+ | (o0 | 1424
(18) + | @ | 2+ (wy, Al (0) w,) + (wo, Az (0) wo)) .

Pero

T T 1/2 T 1/2
(Liw;‘Ps—x‘)dtS( |L,-w|2dt) ( I‘?s—-‘lzdt) <
J f f

0

4

1 1 - 1
<A Liw |t et << D 2 S oy | ®
=5 | Lo |l 2+ 5 | o5l 5 ||| 2,1+ 5 Il os—: |l

(en virtud de la continuidad de L; de H®! en L?) y
(s, A-,-(O) wo) < Ciys || 2o [ 4%
asi que (18) da, tomando 3 suficientemente pequefio,

(19)  Hal?<c(le I+ leall 2+ fwo | 24 [zl 1,

que demuestra el teorema.
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Nota.—Poniendo en (19) w ¢~ *¢y o, ¢*!, vemos que el teorema 2

vale cuando 1 = 0.
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