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ABSTRACT

Any order derivations of functions of a real variable with values in a convergence
vector space over R (c.v.s.) has been defined. This will allow us to develope (in a
following paper) the integration for this type of [unctions. Some results have been
obtained: we build up a c.v.s. isomorphism betwecen a c.v.s. F and the c.v.s.
L, (R; F) —the continuous linear mappings of R into I’ endowed with the continuous
convergence structure A —. We prove a function f: R—>F to be of class Cn if,
and only if, it is of class Cr, n'€ N. The relation among the derivative of any
order of a function with values in a finite product of c.v.s. and the derivatives of
the component functions has been established. A formula for the derivative of any
order for the product of m functions, and another one for the higher derivative cf
a composed function are given. Some other results have been established.

INTRODUCCION

IL1 objeto de este trabajo es definir la derivacién, de cualquier orden,
de funciones de variable real valoradas en un cspacio vectorial de con-
vergencia sobre R (abr.: e.v.c.). Por un lado, extendemos a este caso
algunos resultados clasicos para espacios de Banach (ver [8], cap. I)
0, para cspacios vectoriales topoldgicos v cn particular espacios local-
mente convexos (ver, entre otros, [5], Apéndice 1; [1]; [T]; [8] ¥
[9]): por otro lado, a partir de estos resultados, definiremos y estudia-
remos (en un trabajo posterior) la integracion de este tipo de funciones
(ver, por ejemplo, [3], cap. IT; [5], Ap. 2), lo que nos permitird dar
una solucién satisfactoria a los problemas que dejamos plantcados en
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{4] (ver introduccién); cntrc otros, un tcoremas de incrementos finitos
y una férmula de Taylor para aplicaciones entre e.v.c.

La definicion de un e.v.c., asi como las notaciones y terminologia
utilizadas, pueden verse en [4].

Todas las funciones que vamos a considerar estaran definidas en el
cuerpo R de los nfimeros reales y tomarin sus valores en un e.v.c.

1. DERIVADA PRIMERA

Con la letra I representaremos siempre un intervalo de R no redu-
cido a un punto.

Deriyicion 1.1.—Sean F un ev.c. y f: 1 — F una funcién. Di-
remos que { es derivable en un punto t, € I, si existe en F el

lim -——————f(’t) — f(t)

>t t— 1

El walor de este limite lo llamaremos derivada primera (o, simple-
mente, derivada) de f en el punto t,, y lo escribiremos ' (t,).

Si una funcién f, definida en I, es derivable en un punto ¢, € I, es,
necesariamente, continua en ese punto.

EjemrrLos.—Una funcién constante tiene derivada en todo punto
y es nula. Una funcién lincal (continua) #: R —»> F tienc derivada
en todo punto, y se verifica que #’ (¢) = u (1) para todo ¢ € R; luego
i es constante. Observemos que (1/(t —t,)) (u () —u (¢,)) = u (1),
para todos £, t, € R.

DEFINICION 1.2.—Diremos que wna funcién f: I — F es derivable
en 1, si es derivable en todo punto de I. La funcién t —> ' (t) de 1
en F le llamaremos funcidn derivada (o, simplemente, derivada) de
f, v la represeniaremos por f'. ‘

Observacion: Una funcion puede ser derivable en un intervalo sin
que su derivada sea continua en todo punto. Por ello damos la si-

guiente

Drrixicioy 1.8.—Una funcién f: [ — F se dice de clase C* (en I}
si es derivable en I v si su funcion derivada f: I — F es continua.
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Es sabido que R (con su topologia usual) puede ser considerado
como un e.v.c. —los filtros convergentes a cero son todos los mas
finos que el filtro de los entornos de cero—. Asl pues, para una funcion
de R en I, tiene sentido preguntarse si es de clase C', ([4], cap. III,
dets. 1.1 a 1.5), y qué relacién guarda estc hecho con que f sea clase
C'. Veamos, cn cste sentido, las dos proposiciones siguientes:

PrerosicioN 1.4.—Sea una funcidn conlinua £: R — . f es deri-
vable en un punto t, € R si v sélo si f es diferenciable en este punto
(L+], cap. III, def. 1.2).

DEeMoSTRACTON.—Supongamos que [ es derivable en f,€ R. Sea
h € R cualquiera. Veamos, si existe y cuanto vale

. P4 tE) — f(t) . / ¢ thy— f(t,) ,

]]r‘n _ﬂﬁ__).__’..,( T —= Illn _][’f(_o__-l: ._il______']f_((')] _ //f ([0)
+>0 t 1>0 th

Lucgo existe la derivada direccional de f en ¢l punto 7, y en cual-
quier direccién h y vale I f (¢,). Asi pues, la aplicacion D f (¢,):
R — I* que a cada & asocia D f (¢,) i, estd definida nor

Dfit) o= f (1) (1)

que es, claramente, lineal y continua; cn consecuencia, f es diferencia-
ble en ¢, y su diferencial estd definida por (1).

Reciprocamente, supongamos que f es diferenciable en #,; es decir,
existc una aplicaciéon lineal y continna D f (¢,): R— I' que, en cada
puntc 1 € R, toma como valor la derivada de f en #, en la direccién
de /1. Consideremos entonces el vector de F imagen dcl punto 1 € R;
esto cs, Df(¢,)1. que, segun lo dicho, es el valor del siguiente limite:

i Lt —f(t%)
m

t=>0 4

I.a existencia de este limite en F, conducc a que existe la derivada
de f en ¢, y, ademas, que vale

f () =Df(t) 1.

En consccuencia, esta proposicion establece que si existe la derivada
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o la diferencial de una funciéon en un punto, ambas existen, y estan
relacionadas por la formula

f=Dbf(n)1

ProrosicioN 1.5.—Una funcién continua f: R — F es de clase C*
st v sélo si es de clase C', ([4]; cap. III, def. 1.4).

DemosTtrRACION.—Supongamos que f es de clase C.. LEntonces
(prop. 1.4) f es derivable en R y la aplicacion f: R —> I' estd defi-
nida por f (¢) = Df(t) 1.

Veamos que esta aplicacién es continua, en cuyo caso, f serda de
clase C'. Ahora bien, la aplicaciéon f se factoriza como sigue:

(D f, constante) ev
R L, (R; F) x R— > F
t ———— (Df),1) ——Df1

y todas las aplicaciones que intervienen son continuas.

Reciprocamente, supongamos que f es de clase C'. Iintonces (pro-
posicién 1.4) existe para todo t€ R la D f(+) y podemos considerar
la aplicacién D f de R en £, (R; F). [Esta aplicacién es continua si lo
es su aplicacion asociada D\;‘ de R x R en I¥ definida por D\f (t, ) =
=Dj@)h ([4]; cap. 1, teor. 2.2); y la aplicacion asociada D\}‘ se
factoriza

idg, ) roducto por escalar
Rxpriswl) o g P P T
(I, )y ——— (I, f () ~ I f (1)

que es continua, pues lo son todas las aplicaciones que intervienen.
Veamos, en fin, que si B es un filtro convergente en R, el filtro
O R f, (D x B) converge a cero en F ([4]; cap. ITI, defs. 1.3 y 1.4).
Para ello basta observar que la aplicacion O Rf;: R x R — T se
escribe, en este caso,

ORf (A h) = }l[(f{/ + kR —f(f))/k /z] — hf (D)

si k40 y 0 en otro caso; en consecuencia, es continua y puesto
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que el filtro P x & converge a (0, 1) en Rix R, su imagen por la
aplicacion convergera a la imagen de (0, 1), que es cero, en F.

A continuacién, vamos a establecer un isomorfismo que nos va a
permitir referirnos indistintamente a la derivada o a la diferencial,
cuando una dc ellas exista, y que, entre otras cosas, nos ahorrara
trabajo.

Provosicidx 1.6.—Para cualquier ev.c. I sobre R existe un isonor-
fismo candnico entre los ev.c. F v L, (R; F).

DemosTrRACION.—Iin cfecto, dado un punto . € F existe un unico
elemento en L. (R F), designémosle por u,, tal que u, (1) = v. Con-
sideremos entonces la aplicacion siguiente:

v F —» £ (R: T)

X > U,

y veamos que es un isomorfismo de c.v.c.

IEs inmediato comprobar que la aplicacion ¢ estd definida, es inyec-
tiva y lineal. También es sobre, pues si v € L, (R; F), existe » € F,
v =9 (1), tal que ¢ (y) = w.

Veamos, para terminar, que tanto & como ¢! son continuas.

I.a aplicacién asociada a ¢, ¥: F x R —» 7, estd definida por

b (x, 1) =Y (x) t; es decir,
59(,1:‘ N=u,(=un.(t)="1tu,(1)=1x
que, claramente es continua.
En cuanto a ¢': L, (R; F)— F, estd dcfinida por &1 (i) =

=u (1)€ I. Y esta aplicacién es continua, pucs se factoriza asi:

idc, (g 7y, constante ev
£, ®; ) L O, o R F) x R

- T

u (#, 1) — u (1)

y todas las aplicaciones que intervienen son continuas.

Asi pues, salvo isomorfismo, f' (t) puede identificarse con D f (¢)
(cuando una de ellas exista). En consecuencia se pueden también «iden-
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tificar» lzs
de Banach.

Con ayuda de estos resultados vamos a deducir, de forma sencilla,
algunas propiedades fundamentales de la derivacion, para este tipo de
funciones.

aplicaciones f y D f, resultado que es clisico en espacios

I3

2. TLINEALIDAD DE LA DERIVACION

Prorosicion 2.1.—El conjunto de las funciones definidas en R to-
mando sus valores en un mismo c.v.c. ' v derivables en un punio t, € R
es un e.w. sobre R la aplicacion f-——» " (t) es una aplicacidn lincal
de este espacio en F.

DevosTrRACION.—Resulta inmediata de la continuidad de las aplica-
ciones ¥ + v v kwen IF x Iy F, respectivamente.

Corovrario 2.2.—El conjunio de las funciones definidas en R deri-
vables v wvaloradas en wn mismo ev.c. F es un e.v. sobre R; la apli-
cacién f ——» " es una aplicacidn lineal de este espacio en el e.v. de las
aplicaciones de R en F.

Cbscrvacion: Si en el dltimo corolario exigimos ademas que las
funcicnes scan de clase C', con ayuda del isomorfismo establecido en
Ia prop. 1.6, se obtiene de forma inmediata un resultado analogo al
dado ([4]; cap. ITI, prop. 1.6) para la diferenciacion.

Provosicidy 2.8 —Sean E v F dos e.w.c. sobre R; u una aplicacidon
lineal v continua de E en F. Sila funcién {: R — F es de clase C7,
entonces la funcién compuesta uef: R——> F es de clase C, v, para
cada t se tene

(uef) (t)y=nu(f (1)

(Iin otras palabras, (i< f) = u o f).

DeMosTRACION.—Iin efecto, u# es de clase C.* ([4]; cap. III, sec. 1)
y 7 también (prop. 1.5), lucgo # o f es de clase C.2 ([4]; cap. III,
tcor. 2.1) y en consecuencia de clase C! (prop. 1.5). Ademas, aplicando
de nuevo los resultados citados, podemos escribir:

(o fY (=D (= FYA1=MDu(f(®) DFE)1=u(f(F)
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Cororario 2.4.—Bajo las condiciones de la proposicidn sobve E y f,
st & es una forma lincal y continua en I, la funcidn nuinérica o f:
R — R es de clase C* v admite en cada punto t wina derivada igual a

¢ (£ (1).

3. DERIVADA DE UNA FUNCION VALORADA EN UN PRODUCTO

Sean F, F,, ..., I, m e.v.e. y sea F el e.v.c. producio. liscribiremos

F=F XFy X ... XF, 0 F=]]F:

i=1

Dada una funcién f: R —» F consideraremos sus # funciones com-
ponentes f;: R —— I, y se tienen las relaciones siguientes:

f;’=P7';°fy _]-=1,2,-.-,7%; f::z’qjgf;
j=1

Con ecstas notaciones, donde pr; y ¢; estan definidas en [4], sc tiene:

Prorosicion 3.1.—Sea F =1, x F, x ... x Fy el ev.c. producto
de los m ew.c. F,, F,, ..., Fn. Sea una funcion {: R — F.

Si f es de clase C*, entonces para cada i = 1,2, ..., m {; es de clase
C', v para cada t se verifica que

57 () = pry (f (t)

Reciprocamente, si para todo j = 1,2, ..., m {; es de clase C*, en-
tonces £ es de clase C' v para cada t se tiene que

r (t)=i‘qi (f (1)

i=1

Nota: Observemos que las relaciones que aqui se establecen entre
las derivadas pueden escribirse también asi:

S O=UH" O @) m @)
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DEeMoSTRACION.—Si f es de clase C!, entonces es de clase C.! (pro-
posicion 1.5); luego ([4]; cap. III, teor. 4.1) para cada j=1,2,...,m,
7; es de clase C.!, y en consecuencia de clase CI.

Reciprocamente, si cada f; es de clase C' es de clase C! y segln
el teor. citado f es de clase C.! y, por lo tanto, de clase C.

En cuanto a las relaciones entre las derivadas, aplicando de nuevo

¢l teor. citado y la prop. 1.4, podemos escribir, para todo ¢:

F =Dt L=pr,OfO)=pr,(f O j=12 ..., m.

y
FO=0s01=3g04010)=3¢(F .
j=1 7=1
4. DERIVADA DE UN PRODUCTO
Consideremos ahora el e.v.c. producto F = F, x F, x ... x F, de
m ev.c. ¥, (j=1,2,..,m) y una aplicacién multilineal y continua
(que representamos (&, &y ooy ¥m) —> [44 - A+ .. - 47]) de F en un

nuevo e.v.c. I,

Ya sabemos (comentarios siguientes al cor. 4.5 del cap. ITT en [4])
que esta aplicacion es de clase C.!, y tenemos la formula que nos da

su diferencial en un punto. Con ayuda de este resultado vamos a esta-
blecer la siguiente:

ProrosicioN 4.1.—Para cada indice j (1 <j <m) sea una funcion
f,: R — F; de clase C*. Entonces la funcién h: R —» E definida por

) =[f ) - - ... - fu(®)]

es de clase C', v, para cada t, se tiene que

h’(t\=Zm'[f1(t)~ e (O ) - B () e £ (8]

=1

DEeMOSTRACION.—Designemos por f la aplicacién de R en F que a
cada ¢ asocia el vector (f, (¢), fs (¢), ..., fm (£)), vy por @ la aplicacién
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multilineal y continua de ¥ en E introducida al comienzo de la scccién.
Entonces, f es de clase C! (prop. 3.1), luego de clase C,! (prop. 1.5);
en consecuencia, /1 es de clase C.! ([4]; cap. I1I, teor. 2.1) y, por lo
tanto, de clase Ct.
Ademas, utilizando la féormula que nos da la diferencial de ® y todos
los resultados citados, tenemos

K O=Dre1=Do (1) DSA1) =
=D O/ (7 @) =D ()3 a5 (2)

j=1

=D O, (0 fy (O - Son () ()OS (B oo f o (8) =
=S0AD SO F O fn @ 0]

j=1

que es la rclacion buscada.

Hagamos notar de forma especial el caso m = 2. Asi, si (x, y) —>
—— [# - v] es una aplicacion bilineal y continua de E'x Fen G (E, F
y G ewv.c.) y si fy g son dos funciones, de clase C', tomando sus va-
lores en E y F, respectivamente, la funcién ¢t — |f (¢) - g ()], que
representamos [f - g], de R en G, es de clase C' y admite en cada
punto ¢ una derivada igual a

(/@) - g+ [0 - g ()]
Asi pues, podemos escribir que
[f-&l'=1f -gl+[f &)

En particular, si @ es un vector fijo, bajo estas condiciones, la fun-
cién [a - f] es de clase C*, y admite en cada punto ¢ una derivada igual

ala-f ().
5. DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA
ProPosICION 5.1.—Sean f una funcidn numérica v g una funcién de-

finida en R v walorada en un ev.c. F. Si f v g son de clase C?, enton-
ces la funcion compuesta gof: R—= F es de clase C, v en cada punio
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t se verifica que

’

(g0 h=g (fity 1 (t)

DeMoSTRACION.—Segtin la prop. 1.5 f y ¢ son de clase C;}, luego
gof es de clase C* ([4]; cap. III, teor. 2.1) y en consecuencia de
clase C'. Ademés, aplicando estos mismos resultados, podemos escri-
bir, para cada ¢,

(/) (1)=D(gef))1=
=Dg(f@)Df(r)1 =
=Dg(fU) D)) =g (S ) () ()=
=7 ODg(fu)l=/" (g (f12)

6. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

Vamos a extender en esta y las sucesivas seccioncs los resultados
obtenidos para la derivada primera.

DEFINICION 6.1.—Sea {: | C R — IF una funcidn continua, siendo I
un e.v.c. St la derivada {' de { existe en un entorno de un punto t,€ I
Y es derivable en el punto t,, su derivada la llamaremos la derivada se-
gunda de f en el punto t,, v la representaremos por 7 (t,).

Si esta derivada segunda existe en todo punto de I, la funcién de
Ien T, t — f” (t), quc representaremos f”, la llamaremos aplicacion
derivada segunda de f.

Por recurrencia se define, de la misma forma, la funcion derivada
n-ésima (o derivada de orden n) de f, quc denotamos f™, para cada
7€ N ; por definicién, esta funcion tiene por valor en el punto f, €1
1a derivada de la funcién @V en el punto ¢,. Esta definiciéon supone
pues, la existencia de todas las derivadas f™ de orden B <n —1 en
un entorno de ¢, y la derivabilidad de f* en ¢,.

DrrFiNiciON 6.2.—En estas condiciones, diremos que f es n wveces
derivable en t, (resp., en un intervalo) si admite derivada n-ésima en
ese punto (resp., en ese intervalo).

Diremos que { es indefinidamente derivable si para todo n€ N es n
weces derivable.
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Tenicndo en cuenta la observacion previa a la def. 1.3, v la propia
definicion, diremos:

BerixtcioN 6.8.—Una funcidn £ —> F es de clase ¢ en I, n€N,
st es de clase C* v si { es de clase C* .

Diremos que f es de clase C> si es de clase C* para todo n € N.

En otras palabras, teniendo en cuenta las defs. 6.1 y 6.2, una fun-
cion es de clase C" si existen todas las derivadas k-ésimas f*, para
B <n—1, y todas ellas son de clase C'; o, después de la def. 1.3, si
existen todas las derivadas k-ésimas f®, para k < y todas cllas son
continuas (en realidad esta Gltima condicidén es superabundante, pues
basta exigir que sea continua ™ ; las otras lo son ya, necesariamente).

Veamos entonces qué rclacién guarda esto, siguiendo la pauta mar-
cada en las sccciones anteriores, con la diferenciabilidad de orden supe-
rior ([4]; cap. IV).

Después de la prop. 1.5, de la prop. 1.4 ([4]; cap. IV) y de los
comentarios precedentes, cs inmediato cl siguiente resultado.

ProrosicioN 6.4.—Una funcidn {: R —> F es de clase C* si v sdlo
st es de clase C, n€ N.

Recordemos, por otro lado, la prop. 1.6 y el hecho conocido de
que (cuando existe) D"f(#) es un elemento del e.v.c. F,*(R; F).
Ahora bien, este dltimo espacio cs isomorfo al propio espacio I'. Basta
aplicar la prop. citada un niimero suficiente de veces. Entonces, D f (¢)
puede identificarse (salvo isomorfismo) con un elemento de F. Es inme-
diato comprobar que la f6rmula que establece esta identificacion es,
precisamente,

fr (&)= D) (1)

Asi pues, a partir de ahora nos referiremos, y escribiremos, indis-
tintamente, f (¢) y D" f (1).

Ejemplo de funciones de clase C* son las funciones constantes y
las funciones lineales continuas. Ademis, si f es constante, f® =0
para todo € N: y, si f es lineal y continua, f (¢) = f (1) para todo t,
y f® = 0 para todo k > 2.

Es igualmente inmediato el siguiente resultado sobre el que no en-
tramos en mas detalles.
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Prorosicion 6.5.—Sea una funcion f: I —> F

(i) Sif es de clase C" y si k < n, entouces { es de clase C*, {®
es de clase C** g (f®)@-B) — f@)

(1) Si f es de clase C* y si £ es de clase C™ entonces f es de
clase Crm g fdtm) — (fOO)m)

Recordando la prop. 1.10 ([4]; cap. IV) tenemos, en fin, la si-
guiente :

ProposiciON 6.6.—FEl conjunto C* (R; F) de todas las funciones de
R en F, de clase C* es un subespacio del e.v. F®, de todas las funcio-
nes de R en F, y para cada wimero natural k <n, la aplicacidon
f— {® es una aplicacion lineal del espacio C* (R; F) en C"* (R; F).

En particular, si F = R, para cada n € N y para » = 00, el espacio
C* (R; R) equipado con la adicién y multiplicacion usuales de funcio-
nes es un anillo conmutativo con elemento unidad, y un R-algebra.

UNA FORMULA DE COMPOSICION

Prorosicion 7.1.—Sean E v F dos e.v.c.; u una aplicacién lineal v
continua de E en F. Si la funcién {: R — E es de clase C*, entonces
la funcién compuesta uof: R——> F es de clase C", v se verifica

(u ° f)(n)z u o f(n)

DrmosTrRACION.—Ya sabemos que u# es de clase C. v segtn la pro-
posion 6.4 f lo es también, luego ([4]; cap. IV, teor. 3.7) u o f cs de
clase C,* y en consecuencia de clase C™

Vamos a demostrar por induccién sobre » la relaciéon (1). El resul-
tado es cierto para # = 1 (prop. 2.3). Supongamos que lo es para #;
pcdemos escribir

(2 o fYnH) = [(u o f)™] =
por la hipétesis de induccidn
= o f] =

por la prop. 2.3
=7 o (f"‘»\)' =y o f("'{'”
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CoRoLARIO T.2.—Bajo las condiciones de la prop. E y 1, si & es una
forma lineal y continua en [, la funcidn numérica ¢ o { es de clase C*
y se verifica la relacion (1) de la prop. sustituyendo u por 4.

8. DERIVADA SUPERIOR DE UNA FUNCION VALORADA ENX UN PRODUCTO

Sean F, F,, ..., F, m ewv.c. y sea I el c.v.c. producto. Sea una
funcién f: R—— F y sea para cada j = 1,2, ...,m, f;: R—>TF; su
componente j-ésima.

Teniendo en cuenta las notaciones y relaciones establecidas en la
seccioén 3, se tiene la siguiente:

Prorosicion 8.1.—Sea wna funcion {: R — F, siendo F el e.v.c.
producto de m ev.c. F; (j =1,2, ..., m).

Si f es de clase C, entonces para cada j =1, 2, ..., m, {; es de clase
C®, v, para cade t

00 ()= pry (£ (2)
Reciprocamente, si para todo j = 1,2, ..., m, f; es de clase C*, en-
tonces f es de clase C* y para cada t se tiene que

() = 37, (50 (1)
j==1

Nota: Observemos que las rclaciones que aqui aparccen entre las
derivadas, pucden escribirse también

fo ()= (A" (0, 50 (2), o, S (2)

i =prj o/, (=12 ...,m); f0="g; [;"

=1

DexosTrRACION.—Si f es de clase C", entonces es de clase C,” (pro-
posicién 6.4); luego ([4]: cap. IV, teor. 3.6) para cada § = 1, 2, ..., m1,
}; es de clase C.*, y, en consecuencia, de clase C" Reciprocamente, si
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cada f; es de clase C", también lo son de clase C,*; luego, aplicando
el teor. citado, f es de clase C,* y por lo tanto de clase C=.

En cuanto a las rclaciones entre las derivadas vamos a demostrarlas
por induccion sobre n. lin ambos casos el resultado cs cierto para
n = 1. Supongamos que lo es para n. Podemos escribir:

Para cada j =1, 2, ..., m, y para cada ¢

S0 €)= () (0=
por la hipdtesis de induccion
== (prje f) (1) =
por la prop. 2.3
= (prs = fI) () = p 7 (o0 2)
Por otro lado, para cada ¢
S0 () = (fO) (1) =
por la hipétesis de induccién.
=(Sa,05m) 0=
j= 1
por el cor. 2.2
— g2 ) ()=
i=1

por la prop. 2.3

— (g ) (= 379, (£ (0)

j=1 j=1

La proposicién queda asi probada. Esta ultima parte de la demos-
traciéon podria haberse hecho utilizando directamente las relaciones que
entre las diferenciales superiores de f y de sus componentes f; cstablece
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el teor. 3.6 ([4]; cap. IV) y las relaciones cntre éstas y las correspon-
dientes derivadas superiores cstablecidas en el comentario que sigue
a la prop. 6.4.

3. DERIVADA SUPERIOR DE UN PRODUCTO. FORMULA DE LEIBNIZ

Consideremos ahora el e.v.c. producto ¥ = F, x I', x ... x I¥, de
m ev.e. If; (j =1,2,...,m) y una aplicacion multilineal y continua (que
representamos POr (&, Xy .ovy Am) —> |4y + Xy v oo - ¥ ) de F oen un
nuevo e.v.c. E.

Es conocido ([4]; cap. 1V, prop. 3.1 y comentarios siguientes) que
esta aplicacién, que llamaremos para simplificar @, es de clase C.*, para
todo # natural; también disponemos dec sus diferenciales dc cualquier
orden. Con ayuda de este resultado podemos establecer la siguiente :

Prorosiciox 9.1.—Pare cada indice | (1 <j < m) sea una funcién
de clase C* f;: R — F;.
Entonces la funcién h: R — E definida por

hty=[f ) - L) - ... f ()]
es de clase C*, y para cada t se verifica

n

1) h®(t)=
M © (1{1, ;R [

U900 - 600w - gt )

donde la suma eslé exlendida a todos los sistemas de enteros
(k), <i =m, tales que

0<k<n, i=12,...,m; k,+ky,+ ... -Fk,=n.

Nota: Es bien conocido ([6]; cap. I, § 10) qu: el nimero de su-
mandos de (1) es
(m -+ 12— 1)

m—1

Por otro lado los coeficientes que aparecen en la suma son ntmeros
multinomiales (ver [2]; cap. 1, § 9).
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DemosTrACION.—Designemos por f la funcidén de R en F que a cada
¢ asocia cl vector de F (f, (¢), /. (¢), .. fm (2)). Lntonces 1t = @ o f.
Ahora bien, f es de clase C* (prop. 8.1), luego es de clase C.* (propo-
sicion 6.4) ; y puesto que ¢ es de clase C., lo es I ([4]; cap. 1V,
teor. 3.7); en consecucncia, . es de clase C™

Vamos a demostrar la relaciéon (1) por inducciéon sobre n. Es cierta
para # = 1 como lo demuestra la prop. 4.1. Supongamos que lo es
para n, y vamos a calcular L™ (¢).

Tenemos que
A0 () = [h(0)] =
segfin la hipotesis de induccién
n 7
— E)(f) o FE(H L m(km),)t=
(Z(Iel,/ez,...,/em)m e - St () Fultm (1] ) ()
por el cor. 2.2

-2,

aplicando ahora la prop. 4.1 a esta funcién

’ ; )([fluen (&) - S (2} - o Sl (A)]) =
oy gﬂl

]\/82) A
=Z(}e \ n , )(i‘[fl{kl) - ... - fi_ﬁ_;l_Q (&) - fiktD (@) -
e sy o AT

SR () (’)])=

después de algunos célculos

('L—. io(/ﬁ k‘, o /%1—1 k' k!-{»' o k )A)
1 ‘-'-1 Iy T2y Al v My bl y

A=[fi®() - ... - f‘;_"_;?) (£) - [0 ()« fr) () - o - S5 (D]

i+1

usando una de las relaciones entre ntimeros multinomiales establecidas
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en [2]; cap. 1, § 9

kl‘ k?‘ . .,k;__h:é;—l’— 1aki+1\ .. 's'ém

que demuestra la relacion (1).

En particular, si f es una funcién de R en un e.v.c. F, para cuales-
quiera ntimeros naturales m y =, tenemos, que si

[(f@)"l=[A8 - fF@&) - ... - f@] (mveces)

entonces

[(f ()] =
oD PR | | 2 s B U0

- [(f )]

donde la suma se extiende a todas las familias de enteros (k),<i<m
(sin importar el orden de la descomposicién) tales que

0k, <<mn, i=1,2,...,m; kyt+by+ ... +b,=mn

Y

m — r es el nimero de k; iguales a 0

r, es el nimero de k; iguales a 1

7, es el nimero de k; iguales a n

y, por lo tanto, 7, + #; + ... + 7, = 7.

Aplicando esta proposiciéon al caso m = 2 obtenemos de forma in-
mediata el siguiente:

CoroLrarIio 9.2 (Férmula de Leibniz).—Sean E, F y G tres e.v.c.
sobre R; (x,y) — [x-y] una aplicacidn bilineal v continua de E x F
en G. Si fy g son dos funciones definidas en R de clase C* tomando
sus valores en E y F respectivamente, la funcidn t —s [f () - g (1)]
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de R en G, que representamos [f-g], es de clase C* y se verifica
b S

[f-gl™=[f®- gH-(?)lf“"’ g+

. —|—(n)[f(n—p) - g4 [ g®)]
P

Supongamos ahora que E =R, G = F y la aplicacién bilineal y
continua es la multiplicacion por escalares de R:x F en F. Recordan-
do el comentario siguiente a la proposicién 6.6, tenemos:

Cororario $.3.—Bajo las condiciones citadas, para cada n €N y
para n =, el espacio C* (R; F) es un C* (R; R)-mddulo unitario..

10. DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR DE UNA FUNCION COMPUESTA

Prorosicién 10.1.—Sea f wuna funcidn nuwmérica v g una funcidn de-
finida en R y valorada en un ev.c. F. Si f v g son de clase C*, entonces
la funcidn compuesta gof: R —> F es de clase C®.

Ademds, para cada t, se verifica

[g - f]™ (1) =
gw (‘O)( ”) (f—“)—)"’ )

my!m,! ... mg! q!

=2 e

donde la swma se extiende a todos los sistemas de enteros positivos
(m) 1 <i<q tales que

m+2my, + ... +qmg=n

y p designa la swma m, + m, ~ ... + mg,
Y,

[g o ]<m) ) =

- _l’lp— g™ ( (1) ( Z (etomaon=) @

DemosTtrACION.—Puesto que f y g son de clase C", ambas son de
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clase C,” (prop. 6.4); por lo tanto, g - f es de clase C.* ([4]; cap. IV,
teor. 8.7) y, en consecuencia, de clase C™

Las relaciones (1) y (2) se¢ demuestran ahora por induccién sobre
n (ver [2]; cap. 1, § 8; ex. 7). Veamoslo, por ejemplo, para (1). En
etecte, la relacién es cierta para #» = 1 (prop. 5.1). Supongamos que
lo es para n. Al calcular la derivada de orden #n + 1, podemos escribir:

(DU @) =1[g=H™ O] () =

segun la hipétesis de induccién

=(Z T”:‘Z'_ gl (f(t))(], (’f.,)_)m' o (L(Q)(_t))m") (t—

. ity 1! q!

bajo las condiciones requeridas sobre los numeros ¢, p v (M), <i<q

Ahora bien, aplicando sucesivamente el cor. 2.2, la prop. 5.1 y la
prop. 4.1, y, después de ordenar y agrupar convenientemente los tér-
minos, resulta

= DB (GO (S @) (SO ()=

donde

n! 1

B (e () e e )

7 i=1

con lo cual, puede escribirse, bajo las condiciones requeridas ahora
sobre los elementos que intervienen,

D g g (SO (0 Y
_—Z‘ml!...mq!g)(f(t))( 1!) ( g! )

con esto, (1) queda probado.

El mismo método sirve para demostrar (2) utilizando ahora ademas
la expresiéon obtenida como consecuencia de la prop. 9.1.

Quiero expresar mi agradecimiento al profesor D. Juan José Gu-
tiérrez Sulrez por el excelente interés que en todo momento me presta.
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