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INTRODUCCION

Si S: L.i— A —p R es una sucesién exacta corta de grupos, es
bien conocido que esta induce, de forma natural, una sucesién exacta
«orta de R-moédulos.

I

—TAQ®;sZR—IR— 0.

Esta sucesion es llamada la sucesion de tres términos inducida
-por S.

Existen ademdas resultados analogos para K-Algebras Asociativas
v K4Algebras de Lie sobre un cuerpo.

En el caso de la categoria de K-Algebras asociativas y conmuta-
‘tivas es conocido que asociada a una correspondiente sucesién exacta
corta S, existe una sucesion exacta de R-médulos.

2,0 @ R—Q!,—0

L2

(Donde Q! es el mdédulo de los diferenciales de Kaehler) inducida de
forma natural por S, pero j no tiene por que ser un monomorfismo.
Investigando la existencia de estas sucesiones en diversos ejemplos
de categorias algebraicas hemos observado que en todos los casos se
induce una sucesién exacta tipo (2) asociada a una sucesién exacta
<orta. Uno de los objetivos de este trabajo es ofrecer una demostra-
<ion general de este hecho en una categoria algebraica arbitraria.
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Encontramos ademas una condicién suficiente sobre la categoria
para que se dé la sucesién de tres términos de tipo (1), o sea con §
monomorfismo; ésta es:

«Si en la categoria los grupos de cohomologia del cotriple se anu-
lan en médulos de coeficientes inyectivos, entonces se da la sucesidn
exacta de tres términos.»

Este resultado tiene un interés especial puesto que en [T] se ha
probado el reciproco; esto es, «Si se da la sucesién exacta de tres
términos en una categoria algebraica, entonces la cohomologia del
cotriple en ella se anula en modulcs de coeficientes inyectivosy.

Como una aplicacién encontramos una generalizacién de la suce-
sidon exacta larga de Barr-Rinehart en cohomologia [4], asi como una
<onsideracion sobre la misma.

Los grupos de cohomologia son obtenidos usando el método des-
arrollado por Barr-Beck en [3].

1. Una sucesién exacta larga en (co)homologia.

Sea F — U un par de funtores adjuntos tripleable

A
FltU.
B
Sea G = (G, 3, ¢) el cotriple en B generado por el par adjunto an-
terior.
1.1. Prorosicion.—Si ¢: B—> B’ es un epimorfismo en B tal
que U (¢) es una retraccion en A y E: B —» Ab es un funtor a una
categoria abeliana, existen objetos H, (s, E)g y morfismos en Ab

dando lugar a una sucesidon exacta larga y natural

... —H, (5. E)g —H, (B, E)g — H, (B, E)g

Ha_y (5, E)}g—> ... — H, (5, E)g— H, (B, E)g — H, (B, E)g —> 0.

DemostraciON.—Iista es dada en [3]: recordamos simplemente que
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los objetos de homologia del epimorfismo, H, (s, E)g, son obtenidos

mediante la homologia del complejo en Ab (Ker (G*+1 (5)))n> .

2. Cohomologia en Categorias de Interés.

Denotaremos por C una «categoria de interés» en el sentido de
Orzech [11]: es decir C es una variedad de Q-grupos distributivos
verificando los siguientes axiomas.

1) Q=0 UQ, donde Q, es el conjunto de operaciones i-arias en Q.

2) w(@#xy) =0 () *y para cada operaciones oy %, de o6rdenes
1 y 2 respectivamente, y o (# + y) = o (#) + o (y).

3) ¥+ (vx&) = (y#*2) + & para cada operacion de orden 2, x.

4) Para cada par ordenado de operaciones de orden 2 (x, ") existe
una palabra w tal que

Fro)Y z=w(x (y2), 2 (2), (¥ 2) 2, (23) 2,5 (x 2, 7 (£ %), (2 £) 3, (2 %) 3)»

donde la yuxtaposicién representa una operacion de orden 2.

Estas categorias constituyen un contexto idéneo para el estudio
uniforme de las (co)homologias clasicamente establecidas en las diver-
sas categorias algebraicas, es inmediato que las categorias de Grupos,
variedades de grupos, Algebras Asociativas, Algebras asociativas con-
mutativas, Algebras de ILie, Algebras Alternativas, etc..., son cate-
gorias de interés. La axiomatica. en principio un tanto extrafia, exi-
gida a estas categorias permite un cémodo estudio y tratamiento de
elementos categéricos, como subobjetos normales, sucesiones exac-
tas, subobjetos centrales, subobjetos conmutadores, etc...., que en con-
textos mas generales de categorias algebraicas son sensiblemente de
mis engorroso manejo (piénsese. por ejemplo, en el problema de la
suma de Baer de extensiones singulares) (véase {11] 6 [5]).

2.1. Para cada R€ (C la categoria de R-modulos en C, gM, es
equivaiente 2 la categoria de objetos grupos abelianos en la categoria
coma de morfismos a R en C, (C, R) (véase [11]), es una categoria
abeliana completa y cocompleta y tiene suficientes inyectivos; el fun-
tor de olvido Jr : kM —> (C, R) definido por Jz (X) = X1 R — R,
donde X 1R es el producto semidirecto, tiene un adjunto a la izquier-
da Dg: (C, R) —> gM y es tripleable (en los distintos ejemplos de
categorias de interés este funtor es conocido como el funtor «Dife-
rencialy definido a partir del ideal aumentacién); estos hechos sor
establecidos en [5].
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Sea G = (G, 3, &) el cotriple en C generado por el par adjunto

Set
F}tU
A

{Set es la categoria de conjuntos y U el funtor de olvido).
Si R € C existe un par adjunto

(Set, UR)
Fe 1 Us -
(G\R)

donde
Us(A— R =UA—UR y F,(S—UR)=
F 8a
=F()—G{R)—R, y F,— U,

es tripleable (véase {[2]).

Denotaremos también § = (G, 3, ¢) al cotriple en (C, R).

Si X es un R-médulo, para cada A —s R € (C, R) los grupos de
cohomologia de A con coeficientes en el R-mddulo X (A-médulo via
el morfismo A —» R) vienen definidos por

H" (A, X) =H" (A —> R, Hom(c, ) (, Jr X)))g
y correspondientemente si ¢ es una sobreyeccion en (C, R) sera
H* (s, X) = H" (s, Hom(¢, &) (, Jr (X)) g-
Notemos que se tiene un isomorfismo natural
Hom(c_ R) ( \ JR (X)) == Der (,X)
siendo este Gltimo el funtor grupo de derivaciones (véase [11]).

Es bien conocido que si C = Grupos, etc...., estos son los grupos

de cohomologia de Eilenberg-Maclane, etc...., salvo un salto de di-

mensidn.

2.2. Prorosicion.—Existe un isomorfismo natural H°® (A, X) =
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= Der (A, X)) (es consecuencia de la tripleabilidad de C sobre con-
juntos, véase [2]).

2.3. Prorosicion.—Sea

una sobreyeccion en (C, R), existe un isomorfismo natural

o L )
H (G’X)=H0m'([L,K] , X

donde L = Ker (s), K = Ker (A— R) y [L, K] es el correspondien-
te subobjeto conmutador.

DemosTrRACION {5, p. 41].

2.4. Consideramos ahora el funtor Dg: (C, R) —s gM como fun-
tor de coeficientes y definimos, para A— R (C, R) y s: A — B sobre-
yeccién en (C, R), R-médulos

H*(A,Dy) =H"(A —R,D))g y H"(5,Dy)=H"(5,Dp)e #=>0"

Notemos que, por 1.1, asociada a s se tiene una sucesiéon exacta
jarga natural de R-méddulos

. —> Hn (07 Du) —> Hn (Aa Dn) - Hn (B') DR)

H,_; (s,D)—> ... —>H, (0, Ds) = Dy (A) —> D (R) — 0
donde denotamos

Dy (A)=Ds (A—R) y Dz (R)=D; (R=R).
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2.5, Lema.—Si H*(R,1) =0, n > 1, para cada R-mddulo inyec-
tivo I, entonces H, (R, Dg) =0, #» > 1.

DemosTtrACION.—El complejo (Dr G**! (R)),=, €s exacto pueste
que para cada R-moédulo inyectivo I la cohomologia de

0—> Hom, (D G (R), ) — Hom, (D; G? (R), 1) —> .

es H* (R, I) = 0, n > 1, por hipotesis.

Si la categoria C verifica las hipotesis del lema anterior para cada
objeto R se dice que C es «Equilibrada». Las categorias de Grupos,
Algebras Asociativas o Algebras de Lie sobre un cuerpo son ejemplos.
de categorias equilibradas; Algebras asociativas conmutativas o Alge-
bras de Jordan son ejemplos de categorias no equilibradas.

Notemos que si C es equilibrada, en virtud del lema anterior y de
que el funtor Dy preserva proyectivos relativos a las sobreyecciones.
en (C, R), el complejo (Dg G**!' (R)),>, es una resoluciéon proyec--
tiva en xM de Dy (R), en consecuencia se tiene un isomorfismo natural

H* (R, ) = Ext% (Do (R), ).

(Existe también un argumento con sucesiones espectrales para probar
esto.)

Ademas, al ser Homg (Dg (R), ) = Der (R, ) deducimos que, bajo:
hipétesis de equilibrio H™ (R, ) es el n-ésimo funtor derivado, en el sen—
tido usual, del funtor aditivo Der (R): gM — Grupos Abelianos.

2.6. Leua.—Existe un isomorfismo natural
H? (s, X) = Hom, (H, (s, Dy), X)
para cada sobreyeccion ¢ en (C, R) y cada R-médulo X.

DemosTrAactON.—Consideramos el diagrama

GEAT—GA—A
Gzcl Gcl 01>R
G:B—GB—B
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Puesto que H, (G B, Dg) = 0 = H, (G* B, D) tendremos las sucesio-
nes exactas cortas de R-médulos

H, (G o, D)~/—> D G A—>D, GB
H, (G? 6, D) —-l—> D, G2A —>D, G? A

{(se deducen de 2.4) que por el caracter proyectivo de los extremos
serdn escindidas. Entonces tenemos el diagrama conmutativo

Hy (G?0,Dy) -—>D; G2A—1>D, G*B

| l |

H, (G o, Dy) -—> D, GA—>D, GB
i

v
Hy (o, Dg)

«<on filas y columna exactas.

Para cada R-mddulo X se tendrd el diagrama conmutativo de filas
'y columna exactas

Hom, (H, (G g, Dy), X)
il
n
Hom, (Da G B, X) —> Hom, (D; G A, X) — Hom, (H, (G o, Dy), X)

| S |

Hom, (D, G2 B, X) — Hom, (D; G? A, X) — Hom, (H, (G? 5, D}), X)
-pero el cuadrado (1) es equivalente al cuadrado
Der (G B, X) —> Der (G A, X)
Der (G2 B, X) —> Der (G? A, X)

-y por consiguiente H° (s, X) = Homy (H, (s, Dg), X).

2.7. COROLARIO.—Si

L-—A—>R
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€S una sucesion exacta corta en C entonces

7\ L
H, (3, X) =L 1]

DemostraciON.—Es consecuencia de 2.6 y 2.3.

2.8. Trorema.—-(La sucesion exacta de tres términos).

Si

£5 una sucesion exacta corta en C existe una sucesiéon exacta y natu-
ral de R-médulos

— =5 D, (A) —> D, (R) — 0.

Ademas, si C es equilibrada j es un monomorfismo y la sucesion es
.exacta corta.

DEeyosrtracidn.—El epimorfismo ¢ induce, 2.3, la sucesion exacta
larga

... — H, (R, Dg) —> H, (5, Dy) == Dy (A) — Dy (R)— 0

y segin 2.7 H, (s, Dg) = L/[L, L] de donde se sigue la sucesion
anunciada.

Si C es equilibrada por 2.5 es H, (R, Dg) = 0 y § es un monomor-
‘fismo.

3. La sucesion exacta de Barr-Rinehart.
Para cada ¢: A — R € (C, R) definimos

Ho(A,) = Exty (Dy (A),).

3.1. Prorosrcion.—Si ( es equilibrada para cada sucesidén cxacta
«orta en C

L-l— A —> R
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y cada R-mddulo X existe una sucesion exacta larga y natural

...—*H"(R,X)——*H”Q(A,X)-—>Ext"k( x) — H™* (R, X) — ..«

(L,L]°

DeMoSTRACTION.—Esta es la sucesidn exacta larga en los Extg indu-
cida por la sucesién exacta de tres términos; teniendo en cuenta que
H* (R, X) = Ext"y (Dr (R), X) segiin el comentario siguiente a 2.5.

3.2. Sea ¢: A —P R un epimorfismo sobre en C y L = Ker (q).
Como consecuencia de 1.1 tendremos, para cada R-médulo X, la su-
cesidén exacta larga y natural

.. — H* (R, X) — H” (A, X) — H" (¢, X) — H*"' (R, X) —> ...

Iin la siguiente proposicién establecemos una condicién suficiente
para que esta filtima sucesion coincida con la de Barr-Rinehart.

3.2. Prorosicton.—Sea ¢: A — R un epimorfismo sobre en C.
S: cada R-mddulo inyectivo es un iA-mddulo inyectivo via ¢; enton-
ces las dos sucesiones exactas largas precedentes inducidas por o

coinciden.

DenosTrRACTON.—Con los mismos argumentos que en 2.5 se tiene
que

H* (A, X) = Ext" (Dy (A),X) para z >0y H*(A, D) =0 para n > 1.
TPuesto que se tiene la sucesiéon exacta
H, (A, D) —H, (5, D) — H,,{ (R, Dy)
deducimos que
I, (s, Dr)=0 para »>1
Entonces el complejo

(}'I{) ((}""’1 g, Dll))n B
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es exacto; y como se tiene la sucesiéon exacta corta escindida

H, (G, Dg)—I—> Dr G A—|+-Dz G" R

los R-modulos H, (G"s, Dg) son proyectivos.
Entonces para cada R-mddulo X la cohomologia de

€s

(HOmR (Ho (G"+] c, DR))n =)

A L
Ext™n (H, (5, Dg), X) = Ext'g ( L0 ,x);

pero ese complejo es equivalente al complejo

(HO(G™* 0, X))o

cuya cohomologia es

H" (5, HO (, X)) = H" (3, X).

Deducimos pues que

L
H” (5, X) = Ext’s ( T ,X)

lo que acaha la demostracion.
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