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INTRODUCCION Y NOTACIONES

Sean E y F espacios vectoriales topoldgicos separados y § y 8
bornologias compatibles respectivamente con las topologias de L y F.

En [3] se introduce el espacio C (T, F) de las aplicaciones de K en
F B-continuas; es decir, cuya restriccién a cada acotado de B es con-
tinua, y ademas son (B, ') acotadas (transforman los elementos de 8
en elemecntos de B’). Este espacio, al que se dota de la topologia de
la convergencia uniforme en los acotados de 8, aparece de forma na-
tural como resultado de una teoria coherente de diferenciacién en
-espacios vectoriales topolégicos no normados, en la que las aplicacio-
nes diferenciables en ¢'€ E son B8-continuas en @ y el espacio de apli-
caciones de clase p es isomorfo a un subespacio del producto cartesia-
no de p espacios de la forma C (T, G).

Diversos autores[2], [5], [6] han estudiado las propiedades del
espacio C (X) de las aplicaciones reales y continuas del espacio com-
pletamente regular X, con la topologia de la convergencia uniforme
sobre los compactos de X. FEste trabajo estudia la completitud de es-
pacios del tipo C (E, F) y sus equivalencias, extendiendo asi la pro-
piedad clasica de C (X). Para ello ha sido necesario definir los 3-espa-
cios y dar algunas de sus propiedades mas elementales, cuestién que
se aborda en el epigrafe 1. Finaliza con la extensién de la metrizabi-
lidad de C (X) al espacio C (E, F) cuando se considera en E una bor-
nologia con base numerable y F métrico.

TLos espacics & y F los consideramos localmente convexos y sus
bornologias estables por la envoltura cerrada y convexa. Designare-
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mos por C(E, F) el espacio de las aplicaciones B-continuas de L en
F, por C (i, T) el de las B-continuas y (3, 8') acotadas, por Co (E, F)
el de las continuas y por Co (L, F) el de las continuas y (3, 8’) aco-
tadas. Una vez fijadas las bornologlas y si no hay advertencia previa,
consideramos la topologia de la convergencia uniforme en los acota-
dos de 8.

Notaremos W (B, V) = {f€ C(E, F) : f(B):«« V}. La familia de
estos conjuntos, cuando B recorre 8 y V recorre los entornos del ori-
gen de F, constituye un sistema fundamental de entornos del origen
en el espacio de aplicaciones.

1. Iisracios

Analogamente a como sc definen los K-espacios, si 8 es una bor-
nologia vectorial compatible cen la topologia T de E, podemos definir
en E una nueva topologia T de la siguiente manera:

1. DerixicioN.—Un subconjunto A de E es un cerrado en T, si
la interseccién de A con cualquier cerrado B de B es cerrada. Es facil
comprobar que T, cs una topologia y que las topologias inducidas
por T y T; en un cerrado B de 8 son las mismas. Consideramos bases
de B formadas por elementos cerrados.

2. DermviciON.—E es un B-cspacio si son iguales las topologias
T y TB'

IEl siguiente teorema caracteriza los B-espacios.

3. TeorEma.—IL cs un B-espacio si y solo si para todo espacio se-
parado X, toda aplicacion f de E en X 8-continua es continua.

DemosTtrRACION.—Supongamos que E es un B-espacio y f una apli-
caciéon 8-continua de IE en X. Sea H un cerrado de X, si fz es la res-
triccion de ¢ a B, f7' (H) es cerrado en B, por lo tanto es cerrado
en IZ. Ahora bien:

FAADNB = f,t (H)

y por ser IZ un B-espacio, f~' (H) es cerrado en TE.

Reciprocamente. Supongamos que E no es un 8-espacio, entonces
existe un subconjunto C de E, tal que C N B es cerrado para todo B
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cerrado de B, y C no es cerrado. Sea ¢ la aplicacién identidad entre
(E, T) y (I, T;), @ no es continua ya que ¢! (C) no es cerrado en E,
sin embargo su restriccion a cada B si es continua.

IEl ser B-espacio es una propiedad hereditaria; es decir, si I es un
subespacio de E y T es un S—éspacio entonces F es un 8-espacio para
la bornologia restringida.

Si B, es una bornologia mas fina que B8, y E es un B,-espacio, en-
tonces es un P,-espacio.

La clase de espacios vectoriales topoldgicos separados que son 8-
espacios para alguna bornologia 8 es muy amplia. Por ejemplo, todo
espacio E de generaciéon compacta es un B-espacio para la bornologia
de los relativamente compactos. Todo espacio metrizable E es un -
espacio para toda bornologia que contenga las sucesiones convergen-
tes. De una mancra mas general tenemos:

4. TreorEMA.—Si E es una A-espacio para la bornologia 8 [1], en-
tonces I£ cs un B-espacio.

DrMosTrRACION.—Supongamos que IL no es un B-espacio; es decir,
que existe una aplicacion f de E en un espacio topolégico separado X,
B-continua pero no continua. Por lo tanto existe ¢ € E y U entorno
de f (a) en X, tal que para todo V entorno de ¢ existe xv'€ V cum-
pliéndose f (vv) ¢ U.

Consideremos el subconjunto A de Ii formado por todos los ele-
mentos xv. Como @€ A\ A, por ser E un A-espacio existe una red
8-acotada {ﬂ‘v].} contenida en A y convergente a a. Por ser f continua

en acotados {f (.1‘\,].)} converge a f (a), luego dado U existe V;, tal que

para todo V; > V, se tiene f(x V;) € U en contradicciéon con lo an-
terior,

5. DerivicioNn.—TE es un Bx-espacio si toda aplicacién B-continua
de E en X es continua.

Por el teorema 3 es claro que si E es un B-espacio para todo espa-
cio topoldgico separado X, entonces es un B-espacio; y que todo 8-
espacio es en particular un B8x-espacio. Ademais se cumple:

6. Prorosicion.—Un Bg-espacio I es un B-espacio si y soélo si
(IZ, T;) es completamente regular.

DEMOSTRACION.—Por ser I£ un Bg-espacio las aplicaciones continuas
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de (E, T) y (E, Tg) en R coinciden, entonces como ambos son com-
pletamente regulares sc ticne T = T,.

En el caso de considerar un espacio vectorial topolégico F se cum-
ple la siguiente propiedad:

Provosicidn.—I es un Bgz-espacio si y solo si es un Bp-espacio.

DemostractON.—Si I es un Bg-espacio, teniendo en cuenta que R
es isomorfo a todos los subespacios de dimension uno de F, es claro
que E es un By-espacio. IZl reciproco es una consecuencia inmediata
de ser I' completamente regular.

2. COMPLETITUD DE LOS ESPACIOS DE APLICACIONES B-CONTINUAS

En [3] hemos demostrado:

A) Cualquiera que sca la bornologia 8 de E, si F es completo y
se considera la bornologia de Von Newmann, entonces C (E, F) y
C (T, F) son completos.

B) Sien E y en F se consideran las bornologias de los relativa-
mente compactos (o en I' cualquier otra menos fina) y I' es completo,

entonces C (E, F) = C (E, F) es completo.

1. Lema.—Cualesquiera que sean las bornologias de E y F, F es

isomorfo al subespacio cerrado de C (E, F) formado por las aplicacio-
nes constantes.

DEMOSTRACION.—Sea 8 la aplicacién de F en C (E, F) definida por
o (v) = f, en donde f es la aplicacién constante cuya imagen es v. En

primer lugar » (F) es cerrado, ya que si f€ o (F) existe una red {f;)

contenida en o (F) que converje a f uniformemente en cada acotado

B de 8, y por lo tanto para cada x € E, lim f; (+) = f (#). Como cada
i

f; es constante:
lim f; () = limy; = v = f (%).
j J

Por otro lado p es bicontinua entre F y o (F) ya que cualesquiera que
sean B €8 y V entorno de cero en F se tiene:

o (V) = W(B, V)N o (F).
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2. TeoreMA.—Si en F se considera la bornologia de Von Newmanmn
o bien si en E y F se considera las bornologias de los relativamente

compactos, los espacios T, C (E, F) vy C(E, F) son completos si y
solo si uno de ellos lo es.

DrmosTtrACION.—Es clara teniendo en cuenta A), B) y el lema
anterior.

3. TeoremA.—Las proposiciones siguientes son equivalentes:

1. C, (I, R) es completo
2. C,(E, R) es semicompleto

3. L& es un 8;-espacio

DemosrracioN.—Es obvio que 1 implica 2. Veamos que 2 implica
a 3, para ello probamos que C, (E, R) = C (E, R). Sea f € C (E, R),
consideramos la sucesion {f,}. ¢~ definida por

f) st [f]l<< n
fo(x) = n i f) > on
{ —mn si flr)y <—mn

esta sucesién es claramente de Cauchy y converge a f, luego
feC, (E, ) y por lo tanto es continua, entonces E es un B -espacio.
Finalmente 3 implica a 1, ya que si E es un B -espacio C, (E, R) =

= C (I, R) y por el enunciado A) es altimo cspacio completo.

4. TrmMa.—Si M es un subespacio cerrado de T la inclusion i de
C, (T, M) en C, (E, F) es un isomorfismo topolégico entre C, (E, M)
v su imagen por i, siendo i (C (E, M)) cerrado.

DemostrACION.—Es claro que ¢ es lincal, biyectiva sobre la imagen
y continua, ademis I.-' es continua ya que

i (W (B, VAM) = W (B, V)ni(C, (T M)).

Por otro lado i(C, (5, M)) es cerrado ya que si f€i(C, (I, M))

existe una red (f;) < i(C, (15, N)) convergente a f, con lo que
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{fi (©)} = M converge a f(r) para todo x € I}, y por ser M cerrado
f (x) € M.

5. Teorkma.—Si en F se considera la bornologia de Von Newmann,.
las siguientes proposiciones son equivalentes:

C, (L, 1) es completo
2. C, (E, F) es semicompleto

3. K es un By-espacio

DeEMOSTRACION.—Que 1 implica a 2 es obvio. 2 implica a 3 ya que
por ser C, (I, F) scmicompleto el lema anterior nos asegura que
C, (., R) es semicompleto y por el teorema 3 I es un Bg-espacio y
por lo tantc un Br-espacio.

Finalmente si E es un 8g-espacio C,(E, F) = C (I, F) y por el
enunciado A) este dltimo espacio es completo.

6. TrorEmMA.—Si en I se considera la bornologia de los relativa-
mente compactos y en F la misma o cualquier otra menos fina, las:
siguientes proposiciones son equivalentes:

1. C, (T, F) es completo
2. C,(E, F) es semicompleto
3. E es un Ky-espacio

DeMosTRACION.—Tis andloga a la del tcorema 5, teniendo en cuenta
el resultado correspondiente para esta bornologia del teorema £ y el
enunciado B).

Considercmos en E la bornologia 3 de Von Newmann o cualquier
otra menos fina que la de los relativamente compactos. En el espacio
C, (E, R) de las funciones continuas y acotadas respecto a la borno-
logia B, supondremos dos topologias: la de la convergencia uniforme
respecto a los acotados 8 y la de la convergencia uniforme resnecto a
los relativamente compactos, designando el espacio respectivamente por
C, (I, R), v C, (E, R)x. Veamos que la semicompletitud de este altimo
espacio, es condicién suficiente para la completitud de C, (T, R); vy que:
cuando sc consideran en I y F la bornologia de Von Newmann la

semicompletitud de C, (., F)x lo es para la completitud de C, (E, F),.-
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7. Prorosicion.—Si C, (I, R)x cs semicompleto entonces
C, (E,R) = C, (E, R).

DrmostrAaCION.—Sea f € C, (E, R), si f es acotada en E, entonces
ces f€C, (I3, R). Si f no es acotada en E, la sucesion definida en la

demostracion del tcorema 3 es una sucesiéon de Cauchy en C, (E, R)x
que converge a f.

8. TroremA.—Si C, (E, R)x es semicompleto entonces C, (E, R), es
completo.

DEMOSTRACION.—Por la proposicién anterior C, (E, R) = C, (E, R)
<on lo que C, (I, R)x es semicompleto. El teorema 1 de [6] afirma que
E es un Ky-espacio, como B es menos fina que K entonces I£ es un

Bg-espacio vy C, (E,R) = C (E, R), con lo que el enunciado A) nos
asegura que C, (E, R); es completo.

9. Cororar10.—Si C, (E, R)x es completo, entonces
C, (I, R) = C, (E, R) = C (E, R) = C (L, R).
DimosTrACION.—La primera igualdad es la proposicion 7.
C, (E,R) = C(E, R)

por el teorema 8, ya que E es un Bgz-espacio, y como consecuencia de
ambas se tiene

C, (E, R) = C (&, R).

10. TrorEMA.—Si en E y F se considera la bornologia de Von

Newmann y C, (E, F)x es semicompleto entonces C, (E, F); es com-
pleto.

DeMOSTRACION.—Por ¢l lema 4 C, (E, R)x es semicompleto, por el
teorema 8 F es un B8p-espacio, de donde C, (E, F) = C (E, F) y por
el enunciado A) C, (E, F); es completo.
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3. METRIZABILIDAD

1. TeorEMA.—C (E, F) es métrico si y soélo si B posee una base
numerable y F es métrico.

DeMOSTRACION.—Si {B, .} es una base de 8 cumpliendo B, < B,,,
para todo # € N y {V,}n.en €s una base de entornos del origen en F,
con V, D V,,, para todo #'€ N, entonces {W (B,, V,)}nen €s una
base numerable de entornos del origen en C (E, F).

Reciprocamente, sea {W (B,, V,)}nen un sistema fundamental de
entornos del origen de C (E, F) y consideremos

B, €B,.,, WB, V,) W (B,.,,, Va,,)

y B, cerrado para todo #€ N. Probemos que E = U B,; si no

n €N

fuese asi, existe € E \ U B,. Por ser E completamente regular para
new

cada n € N, existe f,€ C, (E, [0, 1] tal que f, (x) =1y f. (B.) = {0}.
Sea a, un elemento de T, a, ¢ V,. Si g, es la aplicaciéon de [0, 1] en
' definida por g, (X)) = X -a,, entonces h, = gno f, € W (B,, V,) ¥
I, € W (v, V,) luego para cada n € N hemos encontrado una aplica-
cién h, tal que h, € W (B,, V,) v I, § W (#, V,,). Veamos ahora que
no existe dos ntimeros naturales p y ¢ tales que W (B,, V) W (x, V),
con lo que W (#, V) no puede ser un entorno del origen en C (E, F).
Efectivamente :

Si p < q entonces fi, € W (B,, V) v /i, (1) § Vp, como V, DV,
s () € Vg y por lo tanto I, § W (x, V,).

Si p > q entonces

g € W (Bq, Vo), g € W (B, Vo) vy T (1) €V,

por lo tanto his § W (i, V,).
Finalmente si C (E, F) es metrizable entonces F es metrizable ya
que por el lema 4 de 2 F es isomorfo a subespacio cerrado de C (I, F).

2. Trorema.—Si C (E, F) cumple la condicién de convergencia es
tricta de Mackey entonces § posee una base numerable.
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DeMmosTRACION.—Sea g la aplicacion continua de [0, 1] en F defi-
nida por g () = X a, en donde @ es un elemento fijo de

F.A= (f€C,(ER) : Sup | f ()| <1}.

El conjunto g+ A < C (E, F) estd acotado. Por hipétesis existe un

acotado H de C (E, F) convexo equilibrado y cerrado conteniendo a
g o A tal que para todo #~!, »# natural existe un entorno V, de 0 en

C (E, F) de modo que
V.,Ng-Acun?*H

por lo tanto para cada n'€ N existe W (B,, U,) entorno de 0 en
'€(E, F) cumpliendo W (B,, U,) € V,. Probemos que E = U B,.

neN

Si existe x€ E\ U B,, por ser completamente regular existe
nenN

para cada n, f, € A, tal que f, () = 1 y f. (B, = {0}.
Entonces se tiene:

geofn€V,NgoeAcCnu?*H

de donde # - g - f,’€ H para todo n € N, pero

U negofo(x) = U na

neN neN

que no es un acotado de F, con lo que {#n - g fu}n e~ no estd conte-
nida en H.

3. CororLar10.—Si F es métrico las siguientes proposiciones son
equivalentes :

(1) C(E,F) cumple la condicién de convergencia estricta de
Mackey.
(2) B posee una base numerable.

(3) C (E, F) es métrico.

DeMosTtrACION.—IEs claro en virtud de los teoremas anteriores.
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