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SUMMARY

Given a real separable Hilbert space F, we denote with G () the geometry

of closed linear subspaces of & .

The strong convergence of sequences of subspaces is shown to be a [L*-conver-

gence and the weak convergence a JL-convergence.

The smallest L*-convergence containing the weak convergence is found, and the
orthogonal image of the strong convergence, which also is a L*-convergence, is

defined.

Consideremos el espacio de Hilbert separable real . Con G (H)
denotamos la gcometria de los subespacios lineales cerrados, [ ] la
envoltura lineal cerrada, 3 (M, N) la distancia entre los subespacios.
M y N definida por el maximo de los dngulos 8 (M, N) y 8 (N, M) [1].

Dada una sucesiéon {E™ | n € N} © G () sabemos que

Si Y, € B A Xy, > X =>4 €1
E™ > F (=)
Vr€E I+, €EMDr, >

equivalentemente 1s ™ = 1j KW
— —

Si T, € E®) A H, Sy =>x € X
'E(-n) AN E (E)
Vry€E Jr,€™dy, —ux

Se wverifica E™W — K —> E®! > E! [T7], pero el reciproco
general no es cierto [5].

en
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Si E® — E y no existe una subsucesién {E®,} de
« .
{E n)} y '“,. € E(h”)

tal que X, >, v # 0, la convergencia se dice débil estricta y se re-

presenta mediante E SE.

En este trabajo se expone un estudio sobre la naturaleza de las con-
vergencias definidas y se introducen dos nuevas.

La convergencia fuerte se comprueba facilmente que es .L*-conver-
gencia, mientras que la débil demostraremos que sélo es L-convergencia.

4

LEMa 1.—Si r,—r —=—> =, > H, =, = r.t.
LEMA 2.--Si E® = E o E™ > Ly {F™ | n € N} tal que
S(E®, F™)y >0 Va,

entonces F™ tiene los mismos limites que E™,

Construyamos una sucesién de rayos {¢, | n € N} convergente fuer-
tementc al vector nulo pero la sucesiéon de hiperplanos ortogonales no
convergente débilmente a H [5].

Sea p=H y pi—p con «(p,, p) = 0. Para cada p, consideremos
el cono de eje p, y amplitud e, C (p;, &) con & > ¢4, & —> 0, y una
sucesion de rayos {p, | n€ N} con limite p;, y = (p:7, p;) = . Si
t, = U p, esta sucesién converge fuertemente al vector nulo y la su-
cesion de los ortogonales {=, | n € N} no verifica el tercer axioma de
Fréchet, ya que =, H y por los lemas 1 y 2

Vi{m,) C{m), 3 {me,) C (7, ) D, = FH.

DeFinicion 1.—Diremos que E®™ LE s y solo si
IsEM) =TV (I,) < ).

Se prueba ficilmente que esta convergencia verifica los tres axiomas
de Fréchet y ademas es la minima [L*-convergencia que contiene a la
débil.

Sabcmos que no existe equivalencia entre la convergencia fuerte de
una sucesiéon de subespacios {E™ | n € N} y la débil de sus ortogo-



L Y L*-cONVERGENCIAS EN G () 99

nales. Sin embargo si E™ = E y E®W+—= F  F es necesariamente E*.
Por esta razén daremos una nueva definicién de convergencia que de-

5
signaremos por —, siendo b la biyeccion ortogonal en G ().

P
DEFInicION 2.—LE™ — B <= L 5 L

Es una L*-convergencia y se verifica la siguiente relacién de con-
. a b
tenido =~ — C —,

Lema 3.—Sea una sucesion {E™ |n €N} 3 E™ = E y » un rayo
de E*. Existe un cono C (r, 6) con 0 <0 < =/2 tal que

Cr, o) NE™ML£0
para casi todo #.

TEOREMA 1..—E™ — I si v sélo si Et = [Is E% ] V (I,).

—

Si E™ 5 K, sea {LE®!} una subsucesiéon de
{E®L} vy r un rayo dc E* ortogonal a Is £t Existe una sucesion
{r,,n} tal que r,l”CC(r, 0) N E)% vy por la compacidad débil en
P (), una subsucesion {"",.} e {r,,”} tal que e, S, con x (r,s) <<h
y s Cls %), absurdo.

DEMOSTRACION.

<] reciproco se prueba facilmente.
14
CororArio 1.—LE™ =L si y solo si [Is L)) = E V (Ih,).
V (hy). by E® = I s1y sélo si E = [Is E®?] V (),), equivalentemen-
te B =1s E®) ¥V (I,).

Cororario 2. —a) E = [Is E¢®’] V (h,) <=> E! = [Is E®)t]

Proposicion 1.—Una condicién necesaria y suficiente para que

B

5

E® —FE es que Is E™ . E y para todo rayo  de E, exista un cono
C (7, 6) con 0 <0 <<=/2, que corte casi todos los términos de la su-
cesion {E™}.

DEeEMOSTRACION.—A] admitir la existencia de una subsucesion {IL®¥42}
de {E™} tal que [ls E*.’] £ L, todo cono de eje un rayo + de =
ortogonal a [Is E®4’], corta a lo mis un ntimero finito de subespacios
de {E*.0}.
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Prorosicion 2.—Em AN E si y solo si:

a) Para todo rayo r de E, existe un cono de eje r y amplitud 0
0 <0<<=/2, que corta infinitos subespacios de cada subsucesién
{E(hn)} el {E(n)}._

b) Para todo rayo s de T, todo cono de eje s y amplitud g
0 < < =/2 corta a lo mas un niimero finito de subespacios de {E™}.

DemosTRACION.—Si E™ N I, la primera condicion se desprende de
la proposicién anterior.

Supongamos la existencia de un rayo s de E y 0 con 0 <6 < =/2
tales que el cono C (s,9) corte a {E*?}. Si s, © E&) N C (s, 0),
existe una subsucesion {sh”} c {sk"} S, —3s con s = C(s 0) y por
tanto §" ¢ E.

Reciprocamente, sea {2} c {E™}, se verifica Is E®) < k. Si
no fuese asi existiria un rayo 7 fuera de E y una subsucesién {E¥»’} <
< {E®} con 7y, © E% débilmente convergente a r. Si s es la proyec-
cion ortogonal de 7 en EY, « (s, 7)) <0<<%/2Vn>v [T], y el cono
C (s, 0) corta infinitos subespacios de {E™} absurdo por 2. Mas pre-
cisamente [ls E®] = E V (J1,).

5
Como en general si E® — E, E estd contenido estrictamente en
el Is E™  tiene sentido considerar la interseccién de dicho limite su-

perior con E*.
Prorosicion 3.—Ls E®™ £ L si y solo si (Is E™) N EL £ 0.
a
Prorosicién 4.—Si E™M > K y EM™ > F ge verifica

Is E® = ((Is E™) 0 TY) @ E.
- - 4

TEOREMA 2.—Sea E™ N IE. La condicién necesaria y suficiente para
que exista una subsucesion {E%} de {E™} débilmente convergente
a L, es que se pueda encontrar otra subsucesion {E¥’} < {E™} tal
que 1s B¢ = E V (¢qn) € (k) < ().

Es evidente que la condicién es necesaria, La suficiencia viene im-
plicada por el lema 3.

[
Cororario 4.—Si E™ — E son equivalentes las siguientes condi-
ciones:
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a) E =1Is E® V (k).

b) Para toda subsucesion {IL*.’} de {E™} existe otra subsucesion
{E®2} de {E®*.} débilmente convergente a E.

- . a b . . .

Nora.—Las tres convergencias —, —, — coinciden en sucesiones
de subespacios de dimensién finita y constante.

Iiste trabajo es una parte de mi Tesis Doctoral y quiero expresar
por ello mi agradecimiento al profesor A. Plans, director de la misma.
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