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ABSTRACT

Certains equivalences of the Mrowka's separating condition enables us to charac-
terize when parametric maps are open, closed or quotient.

Sea & = (f¢, £€0) una familia de aplicaciones continuas, tales
que fz: X — L, donde X y I, E€0, son espacios topoldgicos. A la
aplicacién /i de X en el producto topolégico de Tychonoff 11 {Eg, £ € O}
definida por & () = (fz (), £'€ ©) se la llama aplicacién paramétrica
correspondiente a la familia &.

Se dice que la familia & separa puntos de X si para cada par
(r,y)€ X% tal que xz£y, existe una f€ K tal que f(x)=/f ().
Se dice que la familia & separa puntos y cerrados de X si para cada
subconjunto cerrado C de X y cada punto p€ X — C existe un siste-
ma finito (fgl, fy::g, .., fz,) formado por funciones de & tales que

Jor fip o f) (2) & & (S, oy ) (C),
donde la clausura se considera en
Ey X Eg X ... X Eg,.
En [1] S. Mréwka obtiene los siguientes resultados:
TrorEMa A (Teorema general de inmersién).—La aplicacién h es

un homeomorfismo de X sobre /i (X) si y solo si la familia & distin-
gue puntos y distingue puntos y cerrados ([1]-2.1).
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TeoREMA B.—Si el espacio X es T,, entonces la aplicacion /i es un
homeomorfismo de X sobre /i (X) si y sélo. si la familia & distingue
puntos y cerrados (|1]-2.1 y 2.3).

Iin general, sc afirma en [1] lo siguiente:

TeorEMa C.—Si la familia & distingue puntos y cerrados, entonces
la aplicacién /i es continua y cerrada (y, por tanto, 1 es una aplicacion
cociente, es decir: i (X) es homeomorfo a un cociente de X) ([1]-2.5).

Vamos a determinar algunas condiciones equivalentes a que una fa-
milia &, formada por aplicaciones no necesariamente continuas, separe
puntos y cerrados (teorema 1 y corolario 1) que nos permitirdn obtener
consecuencias relativas a inmersion topoldgica (corolario 2 y teorema 2).
La hipotesis del teorema C no es necesaria ; considérese el caso de una
familia & de aplicaciones constantes, o que ¥ conste de una proyeccion
propia. En las proposiciones que siguen al teorema 2 se dan condiciones
riecesarias y suficientes para que /i sea abierta, cerrada o cociente.

TrorrMa 1.—Sea X un espacio topoldgico, (g, &€ ©) una familia
de espacios topoldgicos, ¥ = (fe, £ € ©) una familia de aplicaciones,
tales que f:: X — Eg, y I la aplicaciéon paramétrica correspondient=
a la familia &. Se tiene entonces que son equivalentes las siguientes
proposiciones :

a) La familia & distingue puntos y cerrados de X.

b) I.a topologia de X es menos fina que la inicial correspon-
diente a &.

c) Sea (an, 7€ D, <) una red en X. Si (f (v,), n € D, <) converge
a f (), para cada f€ &, entonces (r,, €D, <) converge a #.

d) Los cerrados de X son Ji-saturados y la aplicacién i es cerrada.

¢) Los abiertos de X son /i-saturados y la aplicacién i es abierta.

DEMOSTRACION :

a) => b). Sea ¢ un punto del X-abierto A. Entonces a esta se-
parado del cerrado X — A; por lo tanto, A es entorno del punto a,
respecto a la topologia inicial definida por &. Luego A es un abierto
en dicha topologia inicial.

b) = ¢). Si (f(.), n €D, <) converge a f(x), Vf€&, en-
tonces (x,, n€ D, <) converge a x en la topologia inicial definida por
&. Como (#,, n € D, <) convergerd a x en cualquier topologia menos
fina que la inicial correspondiente a &, se tendra, pues, que (#a, 7€ D, <)
X-converge a &.
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c¢) => d). Un subconjunto C de X se dice h-saturado si
C=h*(C). Si Cx#h* (h(C)), entonces existe y€C y ¢ C
tales que & (y) = h (x), y cualquier red en {y} converge a x; luego C
no es X-cerrado. Si & (C) no fuese cerrado en h (X), se podria deter-
minar una red (& (#.), n€ D, <) convergente a I (x), con x,€C,
n€D,yx & C; entonces, por la condicién c) se tiene que (¥, 7 € D, <)
seria X-convergente a #, por lo que C no seria X-cerrado.

d) = e). Evidente.

e) == a). Consideremos un subconjunto C de X, que sea cerra-
do, y p€ X —C. Se tiene, por la condicién e), que

X—C=/4"'(k(X—C))

es un entorno del punto p respecto a la topologia inicial definida por
&, pues h (X — C) es un h (X)-abierto. Por tanto, la familia & separa
puntos y cerrados.

CororLario 1.—Sea X un espacio topolédgico, (Eg, €€ ©) una fami-
lia de espacios topolégicos, & = (f¢, £ € ®) una familia de aplicacio-
nes continuas, tales que fz: X — Eg, y & la aplicacién paramétrica
correspondiente a la familia &. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes :

a) La familia & distingue puntos y cerrados de X.

b) La topologia de X es la inicial respecto a &.

¢) Una red (xn, n€D,<) X-converge a x si y so6lo si

(f(xﬂ), n E D’ <)
converge a f (), para cada f€ .&.

DEMOSTRACION :

a) =—> b). Por la correspondiente implicacién del teorema 1 se
deduce que la topologia de X es menos fina que la inicial definida por
&. Ademais, la topologia de X debe ser mas fina que la inicial dada
por &, pues las aplicaciones de & son continuas.

b) ==> c). En efecto, pues la condicidén c) es la caracterizacion
de la convergencia en la topologia inicial.

c) == a). Se deduce de que en el teorema 1 la condicién a) es
consecuencia de la condicién c).
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Se pueden dar otros enunciados del teorema general de inmersion
de Mrowka (ver teorema A) sustituyendo la condicién a) del corola-
rio 1 por las b) o ¢).

En los espacios T, las familias de funciones que distinguen puntos
y cerrados distinguen puntos. Se tiene por tanto:

CoroLarIO %.—Si el espacio X es T,, entonces la aplicacion & es
un homeomorfismo de X sobre i (X), si y so6lo si se verifica la siguien-
te condicién:

Una red (x, n'€ D, <) X-converge a & si y sOlo si

(f(#), n€D,<) 1)

converge a f (x), para cada f€ &.
S. Mrowka introdujo la siguiente definicion ([1]-3.1):

DerFNiciON A.—Dados dos espacios topologicos X y E se dice que
X es LE-completamente regular si X es homeomorfo a un subespacio
topoldgico de cierta potencia E™ de E, siendo s un cardinal arbitrario.

Del teorema general de inmersién de Mrowka (teorema A), consi-
derando & igual a la familia C (X, E) de todas las aplicaciones conti-
nuas de X en E, se deduce esta caracterizacion de E-completa regula-
ridad de Mréowka ([1]-3.8):

TeorREMA D.—El espacio X es E-completamente regular si y sélo si
la familia C (X, E) distingue puntos y puntos y cerrados.

El corolario 1 y la observacion previa al corolario 2 proporcionan
esta caracterizacién de R. Blefko de E-completa regularidad ([1]-3.9).

TrorEMA E.—Sea X un espacio T,. El espacio X es E-completa-
mente regular si y sélo si se verifica la siguiente condicién:
Una red (x,, n €D, <) X-converge a x si y sélo si

(f(xa), €D, <) (2)

converge a f (x), para cada f€ C (X, E).

En general, si el espacio X no es T, se tiene que la condicién (1)
no implica que 1 sea un homeomorfismo de X sobre h (X); tampoco
la condicién (2) implica que X sea E-completamente regular, pues estas
condiciones equivalen a que la aplicacién & induce, de forma natural,
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una correspondencia biunivoca entre los abiertos de X y los abiertos
de I (X), pudiendo ocurrir que & no sea inyectiva. Unas sencillas mo-
dificaciones en X o en /i (X) permiten obtener ciertos homeomorfismos
asociados a h. Se simplifica su exposicion (ver teorcma 2) con las si-
guientes definiciones y proposiciones clasicas:

DEermviciéN 1.—Sea X un espacio topoldgico. Se llama espacio T,
asociado a X al espacio topoldgico cociente de X respecto a la relacion
binaria de equivalencia que considera equivalentes a dos puntos &+ e 3

si {#} = {y}. Se le representa por Xr . La clase de equivalencia deter-
minada por x la designaremos por #.

T.os puntos & e y son T -equivalentes si y solo si la familia de abier-
tos que conticnen a {x} coincide con la familia de abiertos que contie-
nen a {y}, pues los cerrados que no contienen a {x} son los mismos
que los cerrados que no contienen a {y}. Por tanto, la topologia de
X es la inicial respecto a la aplicaciéon canénica » de X en Xy, defini-
da por o (#) = £. Utilizaremos que una red (x, # € D, <) X-converge
a x siy solo si (£, n€D, <) Xy -converge a Z.

DerFinicioN 2.—Diremos que el par (X*, o), formado por un espacio
topolégico X* y una aplicacién ¢ de X* sobre el espacio topolégico X
estd generado por separacién de los puntos de X si la topologia de X*
es la inicial definida por .

Si » es la aplicacién candnica de X en Xr,, entonces (X, ¢) es un
par obtenido por separacion de los puntos de Xr, .

Prorosicién 1.—Sean X e Y dos espacios topologicos, (X, 9,) e
(Y, 0,) dos pares obtenidos por separaciéon de los puntos de X y de
Y, sea g una aplicacién de X* en Y* y f una aplicaciéon de X en Y
tal que 9, ¢ = f o,. Entonces f es continua si y sélo si g es continua.

DemosTrACION.—Supongamos que f es continua. Si V es un Y*-
abierto, entonces V = 0,7 (W), siendo W un Y-abierto. Entonces

g V) (=g (g (W)=(0, ) (W)= (So:)"" (W))

es X*-abierto, por la continuidad de fo,. Luego g es continua.
Supongamos, ahora, que g es continua. Sea V un Y-abierto.
Entonces

o (STHV) (=) (V) =(9,2)7" (V))
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es un X*-abierto, por la continuidad de o, g. Por definicién de topo-
logia inicial se tiene que f* (V) es un X-abierto, lo que prueba la
continuidad de f.

CoroLario 3.—Sean X e Y dos espacios topoldgicos, f una aplica-
cién continua de X en Y y f la aplicacién de Xy en Yy, dada por

fA(:?) = ffﬁ Entonces fk es continua.
DEMOSTRACION.—La aplicacién f estd bien definida, pues si {#,} =

= {w,}, entonces {f (+,)} = {f (#.)}, ya que los cerrados saturados
que contienen a &, coinciden con los cerrados saturados, respecto a f,
que contienen a #,. Utilizando las proyecciones candnicas ¢, y o,,.de

X sobre Xy y de Y sobre Yr , podemos escribir la igualdad f(a?) =

=f/(x\) asi:
for(x)=g,f(x), ¥ X €X.

El corolario se deduce, por tanto, directamente de la proposicién 1.

Diremos, en lo sucesivo, que 7 es la Ty-aplicacién asociada a f. En
particular, si el espacio Y es T, se tiene que f/(x) = {f (»)}.

TeorEMA 2.—Sea X un espacio topoldgico, (Eg, &€ ©) una familia
de espacios topoldgicos, &F = (fg, £'€ ©) una familia de aplicaciones
continuas, tales que fg: X — E;, y & la aplicacién paramétrica co-
rrespondiente a la familia &. Las siguientes proposiciones son equi-
valentes:

a) Una red (&, n € D, <) X-converge a x si y solo si

(£ (xs), = €D, >)

h (X)-converge a h (x).
b) Existen unos pares (IEg¥, ¢z) obtenidos por separacion de pun-
tos de Iig, € O, y unas aplicaciones continuas fg*: X — Ez¥, tales que

o fi=Ffi, VEEB,
y la aplicacién paramétrica h* correspondiente a la familia
Fr=(f1, E€0)

es un homeomorfismo de X sobre i* (X).
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. .y r . -~ . vy
c) La aplicaciéon paramétrica h, correspondiente a la familia

g = (fg, '€ ©) define un homeomorfismo de Xr, sobre ﬁ(XTo).

DEMOSTRACION :

a) ==> b). Sea ¢¢ la segunda proyeccién de X :x Eg, Eg* el es-
pacio topolégico obtenido al considerar en X.x Eg la topologia inicial
-correspondiente a ¢z y f:* la aplicacion de X en E * tal que

£t (2)=(nf,(2)).

Se tiene que ¢z fr* = fr, que F* = (fc*, £ € ©) distingue puntos de X
y puntos y cerrados de X (puesto que la familia & = (f¢, £€ 9),
por el corolario 1 distingue puntos y cerrados de X). Por el teore-
ma A se tiene que 4* es un homeomorfismo de X sobre h (X).

b) => ¢). Esta implicacién se deduce de estas dos observacio-

nes: 1) La aplicacién paramétrica % correspondiente a la familia

(f‘g, £ € 0) define un homeomorfismo de X sobre su imagen, conteni-

da en II E¢ . 2) La aplicacién g de Ef sobre Egro definida por
teo 0 0

£ ((ﬂ?,\y)) = § es un homeomorfismo tal que gg fg* = fg.

c¢) == a). Es evidente que una red (,, #»'€ D, X) X-converge a
& si, y solo si, (£,, n € D, X) X -converge a £, y que (h (&), € D, <)
h (X)-converge a h () si, y solo si, (h (2,), n €D, <) ft(XTo)-converge
ah (£). Por la condicién c) se tiene que (£, n € D, <) Xy, -converge a

% si, y solo si, (b (£,), n'€ D, <) A (X1, )-converge a I (£). Por tanto,
<) implica a).

TeoREMA 3.—Sea X un espacio topoldgico, (Eg, £€ ©) una familia
-de espacios topolégicos, & = (fz, £€ ) una familia de aplicaciones
tales que fe: X —> Eg, y h la aplicacién paramétrica corresondiente
a la familia &. Sea A un subconjunto de X. Se tiene que h (A) es
h (X)-abierto si y sé6lo si para cada p'€ A existe un sistema finito
(fgl, fgz, .-y fg,) formado por funciones de &, tal que

(i fop oo AV L (S foy s ) (X—satA) ()

St

donde sat A = I~ (h (A)).

DemosTrACION.—La condicién (1) equivale, por la definicién de to-
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pologia producto, a que cada punto de /& (A) tiene un /i (X)-entorno
contenido en /i (A). Por tanto (3) equivale a que % (A) sea h (X)-
abierto.

Cororario 4.—Siguiendo con las hipdtesis del teorema 3 se tiene
que la aplicacién i es abierta si y solo si se verifica una de las siguien-
tes condiciones equivalentes:

a) Para cada abierto A de X y cada punto p'€ A existe un sistema
finito (fgl, fge, .. fg,) de funciones de & tal que

(féx,fsz, °°-af5") ([’)e cl (fel)fe’) ...,fen)(X—SMZA) (4)

b) Para cada cerrado B de X y para cada punto p € X — B existe
un sistema finito (fgl, fg. , - fz,) de funciones de & tales que

(/;1’ /éz, ey fﬁn)(P)& cl (fglvf;’\ "'afeu) (B—-sat (X_B)) (5)

DemosTrACION.—La justificacion del apartado a) es inmediata, pues
es la condicién (3) aplicada a cada abierto de X. La condicién b) es
la condicién a) aplicada a X — B, teniendo en cuenta que

X —sat (X —B)=B —sat (X —B).

Cororario 5.—La aplicacién kb es cerrada (siguiendo con las mis-
mas condiciones del teorema 3) si y sélo si se verifica una de estas
condiciones equivalentes:

a) Para cada subconjunto cerrado B de X y cada punto
p € X—satB

existe un sistema finito (fgl,fg', .o fg,) de funciones de & tales que

AT A SIIT I N

. £,)(B) 6)

b) Para cada abierto A de X y cada punto p€ X — sat (X — A)
existe un sistema finito (fgl, fgz, .y fe,) de funciones de & tales que

i for oo S (VG L (S foy oo £)(X—A) (D)
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La aplicacién & es cerrada si y sélo si A (X — sat B) es i (X)-abier-
to, para cada X-cerrado B. Sustituyendo en (3) A por X — sat B se
obtiene (6), pues

cl (fE;’ fsg, ...,fs") (X—(X~satB))=cl(fei,fE’, ...,fE") (B).
La condicién b) se obtiene al aplicar la condicién a) al X-cerrado X — A=

TeorEMA 4.—Sea X un espacio topologico, (Eg, £ € ©) una familia
de espacios topolégicos, & = (fs, £ € ©) una familia de aplicaciones
continuas, tales que fz: X —> E;, y & la aplicacién paramétrica co-
rrespondiente a la familia &. La aplicacién h es cociente si y sélo si
la familia & distingue puntos y cerrados k-saturados.

DEMOSTRACION.—Si i es cociente, C es un X-cerrado h-saturado y
p € C, entonces & distingue p y C, puesto que £k (p) & 1 (C), que es
I (X)-cerrado ya que C = Ii=* (1 (C)) v h es cociente. ‘

Si /i no es cociente, entonces existe un subconjunto M en & (X) que
no es h (X)-cerrado y tal que =t (M) es X-cerrado. Sea p un punto
de X tal que i (p) es un punto de acumulacién de M que no pertenece
a M. Entonces la familia & no separa p y A= (M).
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