H-ESPACIOS FINITOS NO SIMPLEMENTE CONEXOS
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§ 1. INTRODUCCION

Utilizando la técnica de mezclar grupos de homotopia introducida
por Zabrodsky [10] obtenemos aqui nuevos H-espacios finitos no sim-
plemente conexos, cuyos mas conocidos ejemplos son los que tienen
por cubrimiento universal los H-espacios de rango 2 y tipo (3,7) gene-
ralmente denotados como E,, [4].

La dificultad mayor estd en la demostracién de la finitud de estos
H-espacios, pues al no ser simplemente conexos lo tinico que en prin-
cipio puede afirmarse es que son casifinitos; para salvar esta dificultad
utilizo algunos recientes resultados de (. Mislin que me permiten de-
mostrar los teoremas 2 y 3; en el segundo doy las condiciones en las
que el nuevo H-espacio resultado de mezclar grupos de homotopia es
finito.

En este trabajo supondremos que los espacios utilizados son nilpo-
tentes del tipo de homotopia de un CW-complejo conexo. En el § 2 re-
sumo algunos resultados de [4] que me permiten aplicar la técnica de
mezclar grupos de homotopia al caso simplemente conexo; en el § 3
obtengo que el recubrimiento de un H-espacio cuasifinito es cuasifinito,
en el § 4 demuestro los antes citados teoremas 2 y 3, en el § 5 aplico
dichos resultados a H-espacios de rango 2 no simplemente conexos y
en el § 6 doy otros posibles ejemplos.

2. MEZCLAR GRUPOS DE HOMOTOPIA

Decimos que un espacio es cuasifinito si tiene homologia de tipo
finito y ademas H, (X) = 0 a partir de un n en adelante. Si X es cuasi-
finito tiene la homologia y cohomologia de un CW-complejo finito,
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ademas es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo con esque-
letos finitos (por ser de tipo finito) [4].

DerixicioN.—Dada una aplicacion f: X — Y diremos que es una
p-equivalencia, si su localizd¢ion f, es una equivalencia de homotopia.

Siendo P un conjunto de nimeros primos, diremos que f es una P-
equivalencia si es p-equivalencia para tcdo p € I’ (o cuando f, es una
equivalencia de homotopia).

Por tanto f serd p-equivalencia si =, (f) o H, (f) son p-isomorfismos.
para todo #n [4], o en caso de tipo finito si H, (f; Z/p) es isomorfis-
mo para todo #.

PPor otra parte, segtin el método de Zabrodsky de mezclar grupos
de homotopia [10], dados dos espacios X, Y O-equivalentes y dada.
una particion del conjunto de ntimeros primos = = P U Q, existe un
espacio nilpotente Z con Zp =~ Xp, Zqg =~ Yq:

u

74 > X,
Y
Yo — X,

[
S

donde f, v son Q-equivalencias mientras que u#, ¢ son I’-equivalencias.
Ademés si X, Y son cuasifinitos, resulta que 7 es cuasifinito y si X, Yq
son I-espacios con cohomologias racionales isomorfas como &lgebras
de Hopf, 7Z es H-complejo y las equivalencias Z, >~ X;, Zq=>= Yq son
H-equivalencias. Y si X, Y son del tipo de homotopia de un CW-
complejo finito simplemente conexo, 7 también lo es (7.13, T.14 [4]).

§ 8. RecupriMIENTOS DE H-ESracios

Dado un IH-espacio conexo por arcos, un recubrimiento suyo X
tiene asimismo estructura de IH-espacio, de modo que la proyeccién
conserva el producto y puede descomponerse del siguiente modo:

Tn s

X =X, Xy - X

de forma que cada X, es espacio de cubrimiento de X, , con fibra um
grupo ciclico y con =, o ... o=, = = ([3]).
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Por otra parte, si X es de tipo finito y nilpotente, segtin un teore-
ma de Mislin (proposicién 1 [8]), X es de tipo finito y nilpotente;
ademds si X es cuasifinito, sin mds que considerar la sucesién espec-
tral asociada al fibrado X — X — K (G, 1), también X es cuasifi-
nito ([3]), por lo que podemos concluir:

Prorosicion 1.—Dado un H-espacio cuasifinito X, todo recubri-
miento suyo X, serd I1-espacio cuasifinito.

§ 4. COXNDICIONES DE FINITUD PARA H-ESPACIOS NO SIMPLEMENTE CONEXO0S

Dados dos H-espacios finitos X, Y racionalmente equivalentes.
(Xy>~7Y,) consideraremos el H-espacio Z mezcla de X, Y: Z~ X,
Z ~q Y, con P, Q una particién del conjunto de ntimeros primos. Va-
mos a ver en qué condiciones Z es finito.

Consideraremos el caso de X, Y H-espacios con grupo fundamental
finito, pues si no lo fuera sabemos que podria descomponerse en la
forma X’ x (S')* donde X’ si que tiene grupo fundamental finito. Su-
pondremos ademis que P contiene a todos los primos p tales que los
grupos =, (X) o =, (Y) tengan p-torsion.

En primer lugar, por lo dicho en el § 2, al ser X, Y cuasifinitos el
espacio Z c¢s asimismo cuasifinito.

Consideremos ahora ¢l fibrado inducido siguiente:

= (X) —— 2/ —— 7.

| I ¥

7 (X) —> X —— X

i

en cl que f es la P-cquivalencia que relaciona Z con X, v X el cu-
brimiento universal de X, que scrd Fi-cspacio finito simplemente co-
nexo, pues tienc homologia finitamente generada, es simplemente cone-
xo y del tipo de homotopia de un CW-complejo (ver 7.2 Lundell).
Tintonces tencmos:

TeorEMA 2.—FEl espacio Z’ es un H-espacio simplemente conexo y
del tipo de homotopia de un CW-complejo finito.

DEMOSTRACION.—Z’ es mezcla de Z y X mediante las equivalencias:
7 ~p X, 7/ ~q Z al ser f P-equivalencia y = Q-equivalencia. Ademas si
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consideramos los cubrimientos universales X, ¥ de X, Y, que son H-
espacios finitos, sea Z” el H-espacio finito simplemente conexo (§ 2)
-que resulta de mezclar los grupos de homotopia de X e Y, de
modo que:

2" ~ X 2" ~q Y
-entonces
Zop X 2”7y 7 nqZog Yo Yong 27

1uego Z’ pertenece al mismo género que X”, lo que implica conside-
tando el resultado de Mislin (T. 4.4. [7]), que al ser Z” finito también
-es del tipo de homotopia de un CW-complejo finito, con lo que obte-
nemos el resultado del teorema.

Pero en qué condiciones podremos afirmar la finitud para el H-
-espacio Z.

TeoremMAa 3.—Si Z tiene por grupo fundamental Z/p con p primo
«(p € P), entonces Z es finito.

DeMosTrRACION.—Por ser Z cuasifinito y con Z’ del tipo de homoto-
pla de un complejo finito, Z estd dominado por un complejo finito y
segun el teorema A [6] de Mislin su obstruccion de Wall serd cero
w (Z) = 0, se puede entonces aplicar el teorema 1.3 del mismo trabajo
-y se obtiene que Z es del tipo de homotopia de un complejo finito.

§ 5. APLICACIONES A H-ESPACIOS DE RANGO 2

Si consideramos como espacios X, Y los H-espacios finitos no sim-
plemente conexos PSp(2) vy P(S® x §7) = PR® x PR’, que tienen
por cubrimientos universales a Sp (2) y S* x ST respectivamente, y
que son del tipo (3,7), tomamos una particiéon de los ntimeros primos
‘P, Q tal que 2€ P y 3€ Q, y mezclamos los grupos de homotopia
«de estos espacios, obtenemos el espacio Z, tal que

Z,~ P Sp(2) Z,~q P (S5 x S7)
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si ahora construimos el fibrado inducido siguiente:

7/2 —— 7,  —— 7,
|4

Z/2 — Sp (2) > P Sp (2)

=
donde f, es P-equivalencia y = es Q-cquivalencia pues 2 & Q.

TeorEMA 4.—Z’, es H-espacio finito simplemente conexo del tipo
de homotopia de E,, (notaciéon de [4]).

DemostrACION.—Aplicando el teorema 2 obtenemos que Z’; es H-
espacio simplemente conexo y del mismo género que I5,,, pues

LW ~p Sp (2), Fowog S x S7

es ademas de tipo (3,7) y como los H-espacios finitos de tipo (3,7) estan
clasificados por tipos de homotopia [5] y el fnico tipo de homotopia
existente en el género de E,, es él mismo, necesariamente Z’, serd del
tipo de homotopia de S, ,, con lo que el teorema estd demostrado.

Si aplicamos ahora el teorema 3 obtenemos:

TEOREMA 5.—Z, es H-espacio finito no simplemente conexo.

Ademaés Z, sera del tipo de homotopia de P E, ,, por ser Z’, del tipo
de homotopia de E,, y ser CW-complejos.

Anélogamente podriamos considerar como X, Y del § 4+ los H-espa-
cios PR*'x STy Sp(2) (0 $* x PR" y Sp (2)) con lo que obtenemos
un nuevo espacio Z, (o Z,) tal que:

Z,~qSp(2) Z,~ PR* x §°
Zs~qSp(2) Z,~ S* x PR’

considerando los correspondientes cubrimientos:

Z)2—— 7/, —— 7,

|

Z)2—— St x ST —— (P %) x S
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Z/2——_’ 7‘,3 —_ Z:s
Lj2— St x §7 > S5 % P ST

y aplicando el teorema 2, obtenemos:

TEOREMA 6.—Z',, Z’, son H-espacios simplemente conexos v del tipo
de homotopia de un CW-complejo finito. Ademas son homotdpicamente
equivalentes a E, 4.

DEemosTRACION.—Basta aplicar el teorema 2 y tener en cuenta que:

Z =qQ Z.’ =Q SP (‘3) =~qQ -l‘:-lw =Q S[) ("')) =~qQ Z:{ =~qQ 2’3

Zyop S% x STp I o~ S* x ST 77

(S

con lo que Z2’,, 2', € G (Ii, ), pero como en este género solo hay un
tipo de homotopia [5], los tres pertenecen a este mismo tipo.
Si aplicamos de nuevo el teorema 3 obtenemos:

~

Cororario 7.—Tanto Z, como Z, son li-espacios finitos no simple-
mente conexos y del mismo género.
§ 6. OTROS EJEMPLOS

Similar técnica se puede usar en los ejemplos de H-espacios induci-
dos mediante el diagrama:

Sp (n) —

> Dkw —— Stnts
Sp(@#) ——> Sp(n + 1) —— S51n+?

(en las condiciones del teorema 13.4 de [1]).

Por ejemplo, si tomamos # = 2 la aplicacién caracteristica del fibra-
do es un generador de Z/3!, y por tanto obtenemos nuevos H-espacios
D para todo %k impar. Iin particular para k = 3 tendremos:

(Dyw)r=Sp (8), para p# 3, (Dyw)p=(Sp (2) x S™), para p 725

(factores primos de 40).
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Entonces obtenemos P D,, mezclando PSp(3) con P (Sp(2) x S')
«de modo que

(PD,uw)r>~P Sp (3), para p#3,
(P Dyuw)o>~P (Sp (2) x S'), para pF£25.

Con lo que PD,, es H-espacio finito no simplemente conexo cuyo
<cubrimiento universal es D,,.

De modo totalmente anidlogo se podran obtener otros ejemplos
para distintos valores de =n y k.
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