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RESUMEN

El objeto del trabajo es la determinacién de una cota superior del numero real
p definido como

p= lim pu p, = Min Max | P (X) ]
7> © P,€H, 0LxL1

H » clase de polinomios no nulos con coeficientes en Z y grado menor o igual a #.
En un articulo anterior («R. M. H.-A.», 4 serie, t. XXXVIII, ne 6, 1978,

pp. 259-270) el autor muestra que dado (A, ...,A,) sistema completo de nimeros
reales algebraicos y algebraicamente conjugados, verificando:

Oc1/Ni4s<£1 Vi;» ASEZ
y definiendo

s= (TL 1nate 1)
i=1

se verifica p'<{ 8, lo que proporciona una acotacién superior de p. El autor cons-
truye explicitamente una sucesion de sistemas

A=l p=01,...

con las propiedades requeridas, lo que permite obtener la acotacion p'< 2,41421.

El objetivo del presente trabajo es la construccién de otra sucesion A, de tales
sistemas de numeros algebraicos reales. La construccién es esencialmente distinta
de la realizada en el articulo citado anteriormente y seglin sefiala el autor es el
desarrollo de ideas de D. S. Gorshkov. Cada sistema A, viene dado por las raices
de un cierto polinomio G, (X) definido recurrentemente. La nueva cota obtenida
£'<< 2,37686 mejora la anterior.

" Al final del trabajo el autor discute el problema de la acotacién inferior de p y
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sefiala un resultado en este sentido del profesor C. Simo (p > 2,33071) que mejora
otro anterior del autor (articulo citado).

En conclusién se considera que es procedente la publicaciéon de este trabajo por
el interés del método de construccién y por ser complemento y mejora de resultados
del autor publicados en la misma revista.

INTRODUCCION

Los sistemas de ntimeros enteros algebraicos que se construyen a
continuacion pueden aplicarse para la obtencién de una acotacién supe-
rior bastante buena de la magnitud o que estudidbamos en [5] y [6].
Esta magnitud se definia como el limite

p = lim p,, 1
donde
p7”= min max [P, (z)] (2)

P,€H, 0LzL1

y H, es la clase de polinomios de grado no superior a # con coefi-
cientes enteros racionales no simultineamente nulos. La existencia del
limite (1) es conocida [4].

En [5] y [6] se demuestra que, si A, ..., A, es un sistema completo
de ntmeros enteros algebraicos reales y algebraicamente conjugados
tal que, para cierto entero racional s, se verifican las desigualdades

1

<
a<< s =0 3)

y T, () es un polinomio de coeficientes enteros racionales de grado
#n que cumple la condicién

L(E%T)¢Q E=1,..., m )

entonces

max |T,(x)|=>?%", , (5)

aLxZLb
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donde

kg _1_.

=(Hm+s\)’"~ (6)

r=1 ‘

En particular, si para todo n > n,, el polinomio T, (#) de coefi-

cientes enteros de desviacién uniforme minima a cero en el segmento

[a, b] cumple la condicién (4), entonces de (5) se deduce inmediata-
mente que

P <09, m>mu (7)
y, por lo tanto, también
p=?0. (8)

Siguiendo este orden de cosas, ahora construiremos una sucesion
de sistemas de nfimeros enteros algebraicos reales A, p =1,2, ..,
todos distintos entre si, que cumplan las condiciones enunciadas ante-
riormente. Denotaremos por '

AP <L 15,{;}, (9)

los ntimeros del sistema A,, dispuestos en orden creciente, y por Bmw

la magnitud correspondiente (6), que ahora tomara la forma

m

) 1my
am,=(H|w”+s1) , (10)

k=1

donde s es un entero racional.

Si los nameros (9) de distintos sistemas A, son todos distintos, en-
tonces, para p > p,, las raices del polinomio de coeficientes enteros
de desviacién uniforme minima a cero T, (#) no podrin coincidir con
™ + 5)7Y, o sea, se cumplird la condicién

1
Tn(m):izo, k=1, ..., my, (11)
k
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y, en virtud de (7), tendremos

Pn S Bmp ] P > Po . (12)

Si logramos construir los sistemas A, de tal modo que exista el
limite

¥ = lim 3 (13)

P . » m' )
entonces, pasando a limites en (12), obtendremos

Pn < 0%, (14)

de donde, pasando de nuevo a limites cuando » tiende al infinito, para
la magnitud (1) resultard

o < ¥%. ()

§ 1. SISTEMAS DE NUMEROS ENTEROS ALGEBRAICOS DE D. S. GORSHKOV

En [5], [6] se construyeron unos sistemas A, de ntimeros (9) con
las condiciones enunciadas. Ahora, siguiendo unas ideas expresadas
varios afios atrds por el profesor D. S. Gorshkov, construiremos otros
sistemas de ntimeros enteros algebraicos que cumplan las mismas con-
diciones.

Consideremos para ello dos sistemas de polinomios de coeficientes
enteros {Gp (#)} y {J» (#)}, definidos por las férmulas de recurrencia

Gop1 ()= (Gy(x)+ I (x))?,

(16)
Jppr (2)=0Gy(x) - Jp (x),

siendo

Go (#)=(x—1)2,

Jo ()= — =.

(17)

Estd claro que G, (#) es el cuadrado de un polinomio de coeficien-
tes enteros de grado 2°+!.
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Inmediatamente comprobamos que

Gy () =2G, (2(#)),

(18)
I (x) = 3y (2(%)),
donde
t (x) = _(4’——1)_2_ , (19)
x
y, por induccién, que
Gy (#) =2 G,y (£(2)),
(20)

I (z)y =2 J,_, (t(z)).

Facilmente se deduce ahora que las raices del polinomio Gy (¥) son
todas reales, positivas y de 2.° orden. Estas las denotaremos mediante
0P, k=1, ..,2°, y supondremos que estin dispuestas en orden de
crecimiento. '

El sistema pedido A, estarid formado precisamente por estos ntime-
ros y lo llamaremos sistema de nfimeros enteros algebraicos de
D. S. Gorshkov.

El polinomio G, (#) puede ahora expresarse en la forma

2t
G (#)=[] (#—2). (21)
E=1
En la primera igualdad (20) observamos que las raices del polino-
mio G, (#) se obtienen resolviendo las ecuaciones
t(x)=2g"V (22)
para todo k& =1, ..., 2°7%,

Asi pues, el sistema A, estd formado por las raices de las ecuacio-
nes cuadriticas:

sesreerser ettt ess st e ss et a s (23)
2—\SIY +2)yr 4 1=0.
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En virtud del orden de crecimiento dispuesto anteriormente, -las
raices de estas ecuaciones son los pares de nuimeros:

. )\(21;)_"1 , ’)\(2)'

..... (24)

respectivamente.
Para las ecuaciones de la forma (23) resulta trivial el siguiente lema :

LEMA.—S1 0 < a < b, entonces las raices 0 < o, < a, de la ecuacion
cuadrdtica

xﬁ—(a+2)x+1=0, (25)

estdn comprendidas entre las raices 0 << B, <<B, de la ecuacidn cua-
drética

x2—(b+2)x—|—1=,‘0, (26)
o Sea,
By <oy Ty < By 27y

He aqui algunos casos particulares: .
El sistema A, consta del solo niimero 1, = 1. El sistema A, esti
formado por las raices de la ecuacidon

#— (N 42)r+1=0, (28y
de modo que

3—V5
)\g.l)= V

o038, 1= 3—‘%‘/—5 ~262. (29)

El sistema A, estd formado por las raices de las ecuaciones

2 — (M) +2) x4+ 1=0,

(30)
22—\ £2)r+1=0, .
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o sea, por los ntimeros

AP 1,09, A2 ~1,84,

o (31)

AP 20,28, 2~ 4,39.

En general, aplicando el lema anterior, deducimos que las dos rai-

ces de cada una de las ecuaciones del sistema (23) (salvo la dltima),

estan comprendidas entre las raices de la ecuacién siguiente. Una vez

mais se comprueba que los ntimeros que forman el sistema A, son todos
distintos entre si. '

Las férmulas (16) muestran qué distintos sistemas de nimeros A,
carecen de elementos comunes. ' ‘
En efecto, la 2. fé6rmula implica que

Jps1 (£) =Gy (%) Gy (%) ... G (x) Jo (#), (32)
y, por lo tanto,
Gppa (2) =(Gy(2) —2Gy_y (%) ... Gy (%)) (33)

De aqui que, si Gp,, (#) tuviese alguna raiz comtn con G (#) para
algtin ki< p, entonces ésta también seria una raiz de G, (#) y, por lo
tanto, también seria una raiz de algtin Gy (#) con B < p — 1. De este
modo, G, (#) estaria en las mismas condiciones respecto de esta raiz
que Gp,, (%), por lo que la raiz mencionada también seria una raiz de
Gp_, (#), v asi sucesivamente. Llegariamos a la conclusiéon de la exis-
tencia de una raiz comtn para G, (#) y G, («), lo cual no es cierto..

Asi pues, los sistemas de ntimeros enteros algebraicos A, de
D. S. Gorshkov, cumplen todas las propiedades requeridas. Son siste-
mas completos de numeros enteros algebraicos reales, positivos y dis-
tintos todos ellos entre si.

Como

1

0 < ———v
142

<1, (34)

podemos aplicarlos para hallar una acotacién superior para la magnitud
o en el segmento [0, 1].
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En este caso, s =1, mp =2 y
PY4
0 = 8”‘; = ;l;[l (14 )\(kf))llgﬁ (35)

A continuacién demostraremos la existencia del limite

3 = lim 3,2 (36)

?—)Q

y efectuaremos un calculo aproximado de esta magnitud. Pero antes
construiremos una sucesion auxiliar de ntimeros positivos.

§ 2. SUCESION {6}.

Consideremos la sucesién de ntimeros reales positivos, definidos por
Tas igualdades

Gy (—1)
=/ L7 0, = 1.
6k-|.1 V Jk (__1) ) 0 1 (37)
Aplicando las férmulas de recurrencia (16), obtenemos
o — 1 Gia(=D+L, —1) __]/
Fat Giyt (— 1) Jay (—1)

-de donde vemos que la férmula de recurrencia para f,, tiene la forma

» (38)

1
gy = e+ - =0, (1+

.

1
d ) by =1, (39)

k
vy, por lo tanto,

1=06<6<...<0,<...; lim 6, =00. (40)

k> ©
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Haciendo en (39) £ = 0,1, ..., » + 1, y multiplicando las igualdades

obtenidas, resulta la férmula

r 1
0n+1=.[:[ (l'l"_a_a—)'
A=0 k

«que nos servird para el calculo de la magnitud &*.

(41)

He aqui una pequefia tabla de valores de 6, obtenida con ayuda

«de una calculadora CASIO, fx-102, a partir de la férmula (39):

]

n

S W X O WD = O

et —
[y

§ 3. ESTUDIO DE LA SUCESION {3,#} Y CALCULO DE &%

1,000000000
2,000000000
2,500000000
2,900000000
3,244827586
3,553010370
3,834461842
4,095254631
4,339439691
4,569884188
4,788708114
4,997532702

(42)

Para simplificar, en lugar de 3,s escribiremos a continuacién 8,.
«Comparando (21) y (35) vemos ahora que

92 +1
8!

Pero, segtn (37),

Gy(—1)=0;.1 1, (— 1),

=G, (—1).

(43)

(44)
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y, de aqui, aplicando (16), hallamos que

L(—1) =034 (—1), (45)
de donde, por recurrencia, obtenemos:

L(—1) =020, ...06%, (46)

y sustituyendo en (44),

2 I
Gp(—1)=103,, 6565, ...67 . (47)

Teniendo en cuenta esto, para 3, obtenemos ahora de (43):
p+1

=011 [ 6" - (48)

k=1

Aplicando la férmula (41), el 2 factor que figura en (48) lo pode-
mos expresar en la forma

p+1 s+l p_q 1

02

)”‘, (49)

y cambiando el orden de los productos, obtenemos

p+1 14

—k ' 1 \2—*,_3—2-1
Mo =10 (1+ ) .60
A=1 k=0 k

Ahora bien, expresando el primer factor en (48) segtn (41),

1 —#—1 ? 1 \2—#—1
o =TI (1+ 57 , (51)
A=0

03

y multiplicando esto por (50), obtenemos para §, en (48) definitiva-
mente :

2
=10 (1

1 —k
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Esto muestra que la sucesiéon {3,} es mondtona creciente y conver-
gente:

By = 2Ty T By < e << Dy < s (53)

su limite 8% es:

3 =

= 1 \2—*
I
E=0 %
Esta féormula nos permitird efectuar un calculo aproximado de 3*.
Pasando a logaritmos, obtenemos la serie convergente:

ln3*=ﬁ—2]71n(1—|——;2—). (55)

k=0 k

En virtud de (52), vemos que

In 3* = In ¥, + R,, (56)
donde
Ro= 3 —l—m(1+ 12)< LT
ity 2 6 s S 20 6%

vy, por lo tanto, para el resto R, obtenemos la acotacién:

1

Asi, por ejemplo, aplicando la tabla de valores (42), hallamos:

1

910 631

0 <Ry, < ~ 3,910108 — 05 < 4.1075 (59)

mientras que

0,86573 << In 3,y << 0,86574, (60)
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de modo que

0,86573 < In 3* < 0,86578, 61y
de donde

2,37674 < 3* < 2,37686. (62)

§ 4. APLICACION AL CALCULO DE ALGUNAS DESVIACIONES DIOFANTICAS.
MINIMAS A CERO

Volvamos de nuevo a examinar las desviaciones diofanticas a cero
en el segmento [0, 1]. Para la magnitud p, definida en (1), habiamos.
demostrado la desigualdad (15). En virtud del resultado obtenido an-
teriormente para 3%, ahora queda demostrada la siguiente acotacién:
superior :

o << 2,37686. (63)
En [5], [6] se demostré6 que las desviaciones minimas a cero en

los segmentos [0, 1] y [0, 1/4] guardan una estrecha relacién. Ha-
ciendo

r= lim r,, (64)
donde
r77 = min max |P, (x)], (65)
P,€H, 0LxL1/4

se demostrd entonces la igualdad

o= VT (66)
En virtud de (63), esto muestra que

r < 5,64947. (67)
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El problema de las acotaciones inferiores para o y 7 es, en cierto
modo, mas sencillo. Como se vio en [5], [6], el problema se reduce
a hallar algin polinomio de coeficientes enteros que proporcione una.
desviacién relativa lo mas minima posible. Naturalmente, lo mejor seria
hallar para todo # un polinomio de desviacién minima a cero; pero-
este problema todavia no estd resuelto (véase [3]).

Considerando el ejemplo del polinomio

p(t)=1t(1—42)(1—5H12) (68)

en el segmento [0, 1/4], se consiguié hallar entonces también una aco-
tacién inferior bastante buena para 7:

r > 5,3715643 . (69)

Después de mi comunicacién [5], el profesor Dr. Carlos Simé, de-
la Universitat Auténoma de Barcelona, hall§ un polinomio de coefi-
cientes enteros de grado 17 para el segmento [0, 1/4] que proporciona.
un resultado todavia mejor. Este polinomio es:

p(t)=111(29¢2 — 1124+ 1)(1 —42)2(1 —51z)2 (70)
que, aplicando lo expuesto en [5], [6] nos da para r:
r > 5,43222. (71)

Aplicando la férmula (66), de aqui obtenemos para o la siguiente
acotacion inferior:

> 2,33071. (72)
p

En resumen, para las magnitudes p y » quedan ahora demostradas.
las siguientes desigualdades:

£,33071 < p < 2,37686,

(78)
5,43222 < r <C 5,64947.

En las VI Jornadas de Matematicas Hispano-Lusas, celebradas em
junio de 1979 en Santander, el autor hizo una breve comunicacién sobre-
estos resultados [7].
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Estas acotaciones pueden aplicarse también para el caso de la mé-
trica L,. En [4], para un segmento arbitrario [a, ], habiamos intro-
-ducido la magnitud

¢ = lim g,, (74)
donde
5
027 = min f Q2 (x)dx, (75)
0, €H,

demostrando la existencia del limite (74) y la igualdad
G = Das; (76)

aqui, p,; denota ahora una magnitud analoga a (1), pero para el seg-
‘mento [a, b].

Esto muestra que las acotaciones (73) también son véalidas para ¢
en sus respectivos segmentos. ,

Finalmente, me gustaria que el presente trabajo pudiese servir como
un modesto homenaje a mi amigo y colega el profesor Dr. D. S. Gorsh-
kov, cuyas ideas han sido fundamentales aqui y que espero hayan sido
correctamente expresadas.
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