GENERALIZACION DE UN TEOREMA DE ]J. A.
GREEN A ALGEBRAS UNIVERSALES

por

TFRANCISCO POYATOS

Aqui trataremos de propiedades de W-ilgebras o algebras univer-
sales. Se dice que A es una W-algebra si es un conjunto no vacio do-
tado de operaciones; W designa el conjunto de todas las operaciones
definidas sobre A. Denotamos por W (n) el subconjunto de W forma-
-do por todas las operaciones m-arias (con = argumentos) definidas
sobre A. Todas las operaciones sobre A tienen un ntimero finito de
argumentos.

Las tmnicas restricciones que imponemos en este trabajo son:
W#d v WO =g.

Extendemos en este articulo a algebras universales un teorema que
J. A. Green estableci6 para semigrupos en 1951, en «On the structure
of semigroups», Annals of Math., 54 (1951) 163-172.

Como es bien sabido, D es W-subilgebra de la W-algebra A si y
s6lo si se verifica:

Vue€N, VweW(n),
Va,a, ..., 0, €D [w(a, a, .., a,) €ED].

Un modo abreviado de expresar lo anterior es éste:

n

VaeN, VweWm), w@,D, e D) < D.

Definimos aqui, en este articulo, tronco. Decimos que T es un W-
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tronco de la W-algebra A si y sélo si T © A cumple

Vne€N, VweW (@), Vi€l n],
Vie€T, Va,a, .., ¢, @Gy ..., a, € A

w (@, ..oy Qigy t, Qiyyy oens @n) € T (1)
Obsérvese que, fijados de antemano n€ N, w € W (n), en (1) se
imponen # condiciones distintas segtin que i = 1, 2, ..., .

Una manera abreviada de expresar las # condiciones de (1) es ésta:
VneN, VweWm), Vi€l n]
w (A, .., A, T, A, ..., A) C T. (2)

Evidentemente, todo W-tronco de A es una W-subilgebra de A.

Se dice que R © A x A es una congruencia en la W-algebra A si
y sélo si R es una relaciéon de equivalencia en A compatible con toda
operacién de W, es decir, que satisface

Vine€N, VweW(m), Vay,b,..a,b.€A
[a; R by, ..., @y, R b, => w (ay, ..., @) Rw (by, ..., ba)].

Decimos que b € A es elemento permitido de A si y solo si {b} es
tronco de A, esto es, b satisface

Vn€N, Vwe€W(n), Va,, .., a, €A, Vi€l n]
w (@, ..y Aiy, B, Aiyys ey Q) = b.

En el supuesto

U W (n) £ G,

si existe elemento permitido, éste es finico. Convenimos en que el con-
junto vacio @ es un w-tronco de A, que llamamos trivial. Il lector
comprobara la

Prorosicion 1.—El conjunio de los w-troncos de la w-dlgebra 4,
junto con la relacion de inclusidn, forma un subreticulo del reticulo de
las partes de A.

Es decir, la interseccidn v la reunién conjuntistas de una familia
cualquiera de w-troncos es un Ww-tronco.
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La intersecciéon de todos los troncos no triviales de A puede ser @&
o no. En este dltimo caso, denominamos a esa interseccion el tronco
nuclear de A. En el supuesto de que A tenga elemento permitido b,
entonces dicho tronco nuclear es {&}.

ProrosiciON 2.—Sea T un tronco no trivial de A; la relacidn bina-
ria St sobre A, construida de este modo

X, y€A4, xS:y<=> (x=y)V (x,y€T)

(donde N designa a la disyuncién légica) es una congruencia en A,
que decimos estd engendrada por el tronco T y que llamamos de Rees,
por analogia a las congruencias que Rees descubrié en semigrupos.
(Ver Rees, D.: «On semi-groups», Proc. Cambridge Phil. Soc.»,
vol. 36, 1940, 387-100.)

Que S; es relacion de equivalencia en A se comprueba inmediata-
mente. Veamos que es compatible con todo w'€ W (n), V#n € N. Su-
pongamos a; Sy b;, Vi € [1, n] y diferenciemos dos casos:

1°) Vi€ |1, n], a; = b,

Entonces w (a,, ..., a,) = w (b,, ..., b,); lo que implica,
2w (@qy ..uy @) St w (by, ..., ba).

2°) 3je[1,n], a;FZb;.
Entonces a;, b, € T; por tanto

WAy oy Ay oosy @) €T, w (by, oy by, ooy b)) €T,

es decir

w (@, .., @y) St w (by, ...y ba).

Como éstos son los dos tmicos casos posibles, hemos demostrado
que Sy es una congruencia.

Por el primer teorema de isomorfia para algebras universales, res-
pecto congruencias (ver P. M. Cohn, «Universal Algebra», Harper),
sabemos que A/Srt es una W-algebra y que la aplicacion

f: A—> A/Sq,

f:a —a,



196 FRANCISCO POYATOS

{siendo @ la clase de A que contiene a «e» modulo Sy), es un cpimor-
fismo de W-algebras. Simplificamos la notacién de este modo:

A/T = A/Sy = (A — T) U {b}.

designando «—» complemento de T en A; y siendo «b» elemento per-
mitido de A/T. Usamos esta nomenclatura porque todos los cocientes
-que trataremos en este articulo son cocientes respecto de tromcos, quc
denominamos cocientes de Rees.

A continuacién establecemos el 2.° y 3.7 teoremas de isomorfia de
W-dlgebras con respecto a congruencias de Rees engendradas por
W-troncos.

Prorosiciox 3 (2.° teorema de isomorfia).—Sea K un W-tronco de
da W-dlgebra A v sea P una W-subdlgebra de A, entonces:
i) KUP (= K + P) es subdlgebra de A.
il) K es tronco de KUP v KNP es tronco de P.
iit)  Se wverifica

KUP P
K T KNP

DEMOSTRACION.—i) Sean I, l,, ..., I, € KU P, entonces se ha de
presentar necesariamente uno de estos dos casos (o los dos):
1 L,1, ..., 1, €P, subilgebra, por tanto

w(l, L. ..,L)EPcPUK.
2) 3j€|1,n]| de modo que I; €K, tronco; por tanto
w(l,l, .., L)€ KcPUK.

En consecuencia P U K es W-subalgebra de A y como es la minima
que contiene a las subalgebras K y P, es entonces KU P = K = P.

ii) K, tronco de A, es también tronco de cualquier subalgebra de
A que contenga a K, en particular de K U P. Ademés como resulta
-evidente, se cumple

VneN, VweW@), Vi€l n]
w(®, ..,P, KNP P ..,P)cKNP.

Esto es, KN P es tronco de P.
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iii) Inmediato, c. q. d.

Prorosicion 4 (3. teorema de isomorfia).—Sea K un W-tronco de
da dlgebra A; sea h: A —» A/K el epimorfismo candnico o natural.
Entonces h induce una biyeccidn que preserva la inclusidn v que deno-
minamos también h:

h: P—>hP =P/K

del reticulo dos los W-troncos de A que contienen a K sobre ¢l reticulo
de los troncos no triviales de A/K.

Ademds, (A/K) / (P/K) ~ A/P.

DemostrACION.—La prueba detallada puede efectuarse en los si-
‘guentes pasos 1), ii), iii), iv), v) y vi).

i) Si P es tronco de A que contiene a K, entonces h (P) = P/K
es tronco no trivial de h (A) = A/K.

VueN, Vwe€W(®x), Vi€[l,#] ha de cumplirsc

w (A/K, ..., AJK, P/K, A/K, ..., A/K)c P/K.
Mostrémoslo. Sea ¢ elemento del primer conjunto; tenemos

t=w(a, . ..,ha, hp, haig, ..., hay) =
=Nhw (@, ..., Qiigy Py Qiyqy oovs An)

siendo p € P, tronco de A. Por ello se verifica
2w (Aq, vy Qicgy Py Qisgy ooy Ay) = fE P,

Por tanto,

t=hfehP =P/K, c q.d

i) Si Q es un W-tronco no trivial de A/K, entonces h™* Q es un

tronco de A que contiene a K.
Tenemos que probar que

VneEN, VweWm), Vi€[l,n], VE€LQ,

V @y ooy Qigy Qiyyy ooey G €A
i

s =w (@, ..., Ay by Qigyy ooy @) €7 Q

<~
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Como sabemos que & ¢ € , tronco de A/K, entonces

s =hw(ay, ..., QGigy & Aigyy ooy Q) =
=w(ha, .., ha_, ht, ha,, ..,la)€Q;

por tanto,
SENLTQ

P

c. q. d.

ili) h induce una aplicacion sobreyvectiva del conjunto de los W-
troncos de A que contienen a K sobre el conjunto de los tromcos ne
triviales (no vacios) de A/K.

En efecto, sea Q un tronco no trivial arbitrario de A/K; por lo
demostrado en ii): P = "1 Q es un W-tronco de A que contiene a
K tal que

hP=hrhh1Q = Q.

iv) h induce una aplicacidn inyectiva entre los mismos conjuntos
seilalados en 1),

Efectivamente, si M, N son dos troncos de A que contienen a K,
tales que ' M = & N, entonces Ml — K = N — K, por lo que M = N.

v) Que h preserva la inclusidn, es decir, que si M < N entonces
h (M) < i (N), se demuestra de manera aniloga a iv)

vi)  (A/K) / (P/K) = (A/K — P/K)U {b} = (A — P) U {5} ;
A/P = (A—P) U {b}).

De este modo acabamos la prueba completa de la proposicién 4, c. q. d.

DEerFivicioNes.—Dados K v N, troncos de la W-algebra A, se dice
que K es maximal en N siy s6lo si K < N y no hay ningin W-tronco

£

de A comprendido estrictamente entre ambos.

J (x) serd por definicién, el W-tronco engendrado por v € A; esto
es, el minimo tronco de A que contiene a & como elemento; o, lo que
es lo mismo, la interseccién de todos los W-troncos de A a los que
pertenece el elemento .

Establecemos la relacion de equivalencia en A:

rJr<=>J® =7J®.

Sea p € A; definimos
Jo={v€A/T(x) =] /®)};
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es decir, la clase de A maédulo J a la que pertenece p. Evidentemente,

para todo m de A se cumple J, < J (m). Por tanto, se puede definir
el conjunto

I(m) =J (m) — Ja.

ProposICION 5.—i) Se verifica:

I(m) ={x€A/](x) ;:](m)}.

i) Vme€A, I (m)es W-tronco de A, maximal en J (m).
DEMOSTRACION 1) (==>).—Si p€I(m), entonces p€J(m), p & Ja
{por la definicién de I (m)). Esto implica J (p) < J (m) (contenido es-
-
7

trictamente), c¢. q. d.
i) (<=). Sea p€A, p€J(p) = ]J(@m). De aqui, se deduce:
£

pE€J(m), p&Jm; es decir, p€I(m), c. q. d.

DeMOSTRACION i1).—Probemos primero que I (m) es W-tronco de
A.Seat€l(m)y

Viee€N, Vwe€Wm), Vi€l[l n],
Va, .G Gy ..., G, €A
‘tomamos

WAy, ey Qisgy ) Aiyy ooy Qn) = 2.

Como ¢t € J (m) que es tronco, también =€ J (m).
Supongamos por un momento que 2 '€ J,; entonces se verificaria
31€J(m) =] (2). Como ¢t€]J(¢), tronco, también

2 =w (A, ooy Qig, by Qipyy ey @) € J (£).

“Tendriamos, por consiguiente, '€ J (z), 2€ J (), que, con lo ante-
-rior, da:

J@ =] (@ =] m).
‘Esto es una contradiccién, pues J (¢) < J (m) porque t € I (m) y por

1a parte i) de esta proposicion 5. Por tanto

s€J(m), =€ ]Jn
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es decir
S =w (@, oy Qigy by Qigyy -ony Qo) € 1 (1),
y de este modo probamos que I () es tronco de A, c. q. d.

Que I (m) es maximal en J (m) resulta de modo casi inmediato. Sea.
H W-tronco de A tal que

I(m) c H < J (m).
£

Sea u € H—1(m), entonces # € J (m)—1(@n) = J,; de donde se
deduce que J (#) < H, J (v) = J (), esto es, que

Jm)c H, esdecir, H=](0On), c q.d

DerinicioNEs.—Llamamos cociente principal de A, W-algebra, a
todo cociente de Rees (y, por tanto, W-ilgebra), de la forma

J@) /] @), ve€A.

Denominamos serie principal a toda cadena estrictamente decreciente y
finita de troncos de A:

SI=A352:)S$D...DST_,351=Q, (3)‘

que comienza en A, termina en & y tal que S; es maximal en S._,,
1€ | 2, 7 |. Decimos que A admite una serie principal si y sdlo si existe
una sucesion decreciente que cumple lo expuesto en (3). Se llamaram
cocientes de (3), a los cocientes de Rees:

Si/Si., 1€[1,r—1].

Dos series principales se dicen isomorfas si y solo si se pueden poner
los cocientes de una y los de la otra en correspondencia biunivoca (biyec
"ci6n) de manera que los cocientes correspondientes sean isomorfos.

TeorREMA 1 (generalizado de J. A. Green).—Sea A, W-dlgebra comw
W#£3, W(O)=3. Si A admite una seric principal (3), entonces los
cocientes de (3) son isomorfos (tomados en un cierto ordem) a los
cocientes principales:

JX)/I(x), x€A.
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En particular, dos series principales cualesquiera de A son iso-
morfas.

El peniltimo término de cualquier serie principal es el tromco nu-
clear de A.

DemosTrRACION.—Andloga a la de Clifford-Preston para semigrupos
(«Algebraic theory of semigroups», parte I, pag. 73). La desarrollamos.
aqui para completar la exposicion.

Consideremos un cociente S,/S;,,, 1€ |1, r — 1] de la serie prin-
cipal (3). Sea m €S, — S,,,, entonces J (m) U S,,, es un W-tronco de:
A (proposicion 1) que por contener a # y a S;.,;, contiene estrictamente-
a S,,,. Ademas esti contenido en S..

Por ser S;,, maximal en S,, se tiene

Jm)US,, =S, VmeS, —S;,,. @)
Mostremos ahora:

I (m) C Si.,. )

Sea p €1 (m); si estuviese p € S, — S,,,, entonces razonando igual
que antes, llegariamos a

J @)U Suy =S5 (6)

por tanto m € J (p), por lo que J (m) < J (p); pero p €1 (m) < J (m),
con lo que obtendriamos J(p) = J (m); es decir p & J (m)— Jn = 1 (m),
contradicciéon. Asi pues, es verdad (5).

Comprobemos a continuacién que

ITm)=Jm)NS,, VmeES, —S,,. Ty

Que I(m)< J@m)NS,, resulta de (5) y de definiciones. Sea
c€J(@m)NS,,,, entonces J(c)< J(m), J(c)<Si,; por tanto

J (c) < J ().
#

Por la proposicién 5 i), c'€ I (m), de donde se deduce la igualdad (7).
Apliquemos ahora la proposicion 3:

SalUJm) — J(m)
Si " Sy, N (m)

B Y m € Si —_ S,',”. (8)
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Sustituyendo en (8) las expresiones S,., U J (m), S,, N J (m), por
sus iguales segtin (4) y (7), se obtiene

SI ~ J (m) s v " ,E Si . Su..,_- (9)
Sen I (m)

Sean A, B, C subconjuntos de D tales que B < A. A — B designa el
complemento de B en A. Si CN (A —B) = &, entonces

A—B=(AUC)— (BUC),

Como S;,; N J» = &, ya que si suponemos lo contrario llegamos a
contradiccién, podemos escribir, siendo m € S; — S,

Jn=Jm)—1(m) = (J (m)US.) — (I (m) U S,
Gracias a las férmulas (4) y (5), tenemos
Jn=JmUS,)—TmUS.,,) =S8 —S.. (10)

Toda cadena estrictamente decreciente de subconjuntos de A, que
comienza en A y termina en @, como la (3), establece una clasifica-
ciéon de A, que llamamos particién de A derivada de la cadena estric-
tamente decreciente (3), como sigue:

{S;—S, S, —S,, .., Srs — S,y Sy — Si)

Pues bien, la férmula (10) nos indica que la clasificacion derivada de
la serie (3) coincide con la particién de A moédulo la equivalencia J.
Como esto ocurre con toda serie principal, resulta que si tuviéra-
mos otra

T,=AD>T,2..2T_, 2T, =@
entonces | = 7 y ademas Vm, €S, —S, ,, i€|1, r—1]|

m; € Jm, =S5 —S5,=T,—T.=Tzw— Tryens

donde se comprueba ficilmente que = es una permutacién de los subin-
dices {1, 2, ..., » —1}. Repitiendo el razonamiento antes efectuado,
llegamos a

Tq: ) / Tg () +1 =1 J (W?x;) / I ()m) ~ S. ,/ Si 1

para todo 1 €]1,2,...,r—1], c. q. d.
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DrFiNicIONES.—Sea A un W-ilgebra, sean R, P dos W-troncos de
A tales que P estd contenido en R; denominamos serie principal de A
desde R hasta P a toda cadena estrictamente decreciente y finita de
troncos de A:

R=S5>25>2.28%,>25=P (11)

-que comienza en R y termina en P y tal que S, es maximal en S,
4€|% k| Esta es una definicién generalizada de serie principal de A,
Jda cual viene a ser una serie principal de A desde A hasta .
Decimos que el par de troncos de R y P de A, tales que P esta
‘incluido en R, admite series principales si y sélo si existe, al menos,
una serie como la (11) desde R hasta P.
Puede suceder muy bien, que una W-algebra no admita series princi-
‘pales y sin embargo existan en ella troncos R, P que admitan series
principales desde R hasta P. Los cocientes de (11) son

Si/ S, ©€[1,k—1].

‘La definicién de isomorfismo de series principales de A desde R hasta
‘P es analoga a lo de isomorfismo de series principales.

TEOREMA 2 (generalizaciéon del teorema 1).—Sea A un W-dlgebra
.con W# @, w(0) =@, sean. R D P dos troncos de A tales que ad-
miten series principales de A desde R hasta P, sea una tal (11). En-
tonces los cocientes de (11) son isomorfos (tomados en cierto orden)
<@ los cocientes principales.

J(x)/I(x), x€R—P

En particular, dos series principales cualesquiera de A desde R lhasita P
son isomorfas.

DEMOSTRACION.—I.a misma del teorema 1. Obsérvese que en dicha
prueba no se han usado las hipétesis, S, = A, S, = @: Ahora hay
.que tener en cuenta que

(S, —S,, Ss — Sy, wver Sy — S}

-es una clasificaciéon de R — P que coincide con la particién de R — P
médulo J, ¢c. q. d.
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PARTICULARIZACIONES

Consideremos ahora tipos especiales de W-algebras y variedades de
éstas y digamos cémo son los troncos en esas algebras y, por tanto,
qué forma toman. para ellos los teoremas 1 y 2, antes expuestos.

Si A constituye una W-algebra monaria, esto es, tal que W consta:
s6lo de operaciones monarias, W = {};}; .1, entonces los W-troncos.
de A coinciden con las W-subilgebras de A.

Caso de que A forme una W-algebra binaria, esto es, tal que en
W = {w};: figuren sélo operaciones binarias (en némero finito o
infinito), para que T © A sea tronco es necesario y suficiente que se:
cumpla

w (T,A)c T, w (A, T)cT, Vi€l

es decir, que T sea lo que podemos llamar un W-ideal o multiideal de-
A. Si A es grupoide, los troncos de A coinciden con sus ideales. In
el semigrupo, grupoide asociativo, es donde se descubrié la teoria ori-
ginal, por primera vez, por J. A. Green. Denominamos anilloide a una
W-dlgebra tal que en W so6lo figuran dos operaciones binarias. Al
tronco de un anilloide le hemos llamado bi-ideal y nosotros hemos.
establecido el teorema 1 directamente para diversos tipos de semiani-
llos, variedades que son de anilloides, en «Series principales y series.
de composicién de semianillosy, ‘Rev. Mat. Hisp.-Amer.’, 4.2 serie,
tomo XXXVI, nim. 2, 3 (1976); «The Jordar-Hélder Theorem for
semirings», ‘Rev. Mat. Hisp.-Amer.’, 4.* serie, tomo XL, ntm. 1, 2
(1980), 49-65.

Un grupoide A con una operacién binaria % y con una familia (fini--
ta o infinita) de operadores (monarios) {A;}; .1, viene a ser una W-
algebra tal que W (1) = {3}, W (2) = {3}, W(p) = & para p =0,
3, 4, etc. T es tronco de A si y sélo si se verifica

T+AcT, A«:TcT, N(T)cT, Viel,

es decir si y sélo si T forma lo que hemos llamado subconjunto permi-
tido de A, W (1)-invariante. En «El teorema de Jordan-Holder para.
A-semimddulosy, ‘Rev. Mat. Hisp.-Amer», 4.* serie, tomo XXXII,
nfim. 6 (1972), 251-260; tomo XXXII, niim. 1-2 (1973), 36-48, nim. 3:
(1973), 122-132, hemos demostrado directamente el teorema de J. A.
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Green, entre otros, para L-semimddulos A, siendo [. semianillo de ope-

radores monarios sobre el semigrupo conmutativo A (y donde la ley

externa L x A—» A y la ley interna A x A —» A estan relaciona-

das entre si por los mismos axiomas que las de los L-modulos).
Madrid, 12 de febrero de 1980.
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