TEOREMA DE IRREDUCIBILIDAD PARA CORRES-
PONDENCIAS ALGEBRAICAS

por

ENGENIO ROANES

1. IxTrRODUCCION

Sea T una correspondencia algebraica irreducible entre dos varieda-
des proyectivas, V y V’, sobre un cuerpo k algebraicamente cerrado
v de caracteristica cero. Sea W una subvariedad irreducible de V y
W’ = T {W} la transformada total de W en T. En [1] se estudia el
problema de la conexién de W’ y en [3] se estudia el problema de la
irreducibilidad de la transformada total de W en correspondencias loca-
les. La finalidad de este articulo es la de aprovechar los resultados de
los dos trabajos citados, para determinar condiciones que aseguren la
irreducibilidad de W’.

Reduciendo a términos algebraicos, si el anillo de coordenadas ho-
mogéneas de la variedad algebraica proyectiva irreducible r-dimensional
V, es la k-adlgebra homogénea

A=rFklxy 2y, ..., 2]
tal que

gr tr ,A=r-}1 (1.1)

y el anillo de coordenadas homogéneas de la variedad proyectiva irre-
ducible V¥, de definicion de T, es el dominio finito

B=A[y, . ]

entonces, siendo p un ideal primo homogéneo (ideal de la subvariedad
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irreducible W), que supondremos de coaltura homogénea mayor o igual
que uno (e. e. gr. tr, A/p > 2), se trata de determinar condiciones
suficientes para que el ideal ampliado Bp sea primo, ya que T {W}
es la subvariedad de V’ definida por el ideal contraido de Bp en el
anillo de coordenadas de V’, que es un subanillo de B.

Ahora bien, si B no fuera extensién algebraica de A, entonces esta
extensiéon podria descomponerse en una extensiéon trascendente pura,
seguida de una extensiéon algebraica. Pero el ideal ampliado de un
ideal primo en una extension trascendente pura, es otro ideal primo,
por lo que el problema se reduce a estudiar el caso de extensiones al-
gebraicas. En consecuencia, en lo sucesivo supondremos que B es
extension algebraica de A.

2. PuUNTOS SIMPLES RESPECTO DE LA CORRESPONDENCIA

Sea P>, un punto 0-dimensional de V y p, el ideal homogéneo del
anillo A, engendrado por las formas pertenecientes a A, que se anulan
en P,. Anilogamente, designaremos por p,¥, al ideal homogéneo del
anillo B, engendrado por las formas de B, que se anulan en el punto
0-dimensional P* de V*%.

Se dice que P,* yace sobre P,, si p,* N A = p,.

Derintcion.—Si P, es punto simple de V y cada punto P,* € V*,
que yazga sobre P,, es punto simple de V*, entonces diremos que P,
es simple respecto de T.

3. SUBESPACIO COTANGENTE EN UN PUNTO

Si P, es punto simple de V, 6, el anillo local en P, y m, el ideal
de no unidades de 8,, entonces mz,/m,> es un espacio vectorial sobre
el cuerpo 8,/m, ~ k, de dimension r, seglin sigue de (1.1). Sea p el
ideal primo homogéneo de la subvariedad irreducible d-dimensional W.
El punto P, € W es punto simple de W. si 0,/0, p es un anillo local
regular d-dimensional. En tal caso, 6, p/m,> es un subespacio vecto-
rial (¥ — d)-dimensional de mz,/m,.

Deriniciov.—Al subespacio
Lo, (W) = 8 p/my?

le llamaremos subespacio cotangente a W en P.
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Nota.—Si (¢, ..., tr_a) €s una base minima del ideal 9, p, y por tanto
]
R S N A T

es una base del subespacio 1., (W), designando por ing (#;) a la forma
inicial de ¢; (considerado como elemento de §,), las ecuaciones

ing (2)=0; =1,...,7r—d
definen la subvariedad lineal tangente a W en P,.

ILjEMPLO.—Sea

A = C[x,, 4y, %y, X4].

con la condicion

7"+ 2° — x 23 =0,

e] anillo de coordenadas homogéneas de V. Si P, es el punto cuyas
coordenadas (x,, x,, 45, &;) son (1, 0, 0, 0), entonces su anillo local serd

60=;—":—\f,g formas € A; g(Py) =0
g

v o, estard formado por los elementos de 0, tales que f(P,) =0, luego
my =By (xy, x5, 13),
pero &, es inversible en 0,, y por tanto
my ==, (x1, 1),
luego, por ser 0, bidimensional, es regular, y {,, v,} es un sistema
regular de parimetros de 0,. Sea W la subvariedad irreducible definida

por ¢l ideal primo homogéneo

p=A(x?—x,2,).
Como x, ¢ m,,

0, (xq, 2,2 — 1y 2,) = my,
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luego

i Y L

Sy AP — Xy Ay
es otro sistema regular de pardmetros, y en consecuencia 0,/0, p es
un anillo local regular unidimensional, luego P, es punto simple de
Wy L;, (W) es la recta vectorial generada por

(7,2 — 7 7,) + my®.

Ademas, como

7o &g, Eng, (2,7 — X 2y) = — %, %y

y de la condicion de definicién de A resulta
11y, (1,® + 2,7 — Xy x5) = — %, %3,

luego, como #,7% 0 en P,, las ecuaciones x, = &, = 0 determinan la
subvariedad lineal tangente a W en P,.

En el ejemplo anterior, se podria haber considerado la represcnta-
cién afin V, de la variedad V, definida por x, % 0, a la que pertenece
P,. Su anillo local en P, es isomorfo a 9,, lo que permite determinar
L,, (W) «via afin», como se hace en 9.5 de [3].

4. RAMIFICACION RESPECTO DE LA CORRESPONDENCIA

Sean
Ji(xo, x4y o - <y Xy Y1y '°'aym)=0;l= 1,...,M
las formas homogéneas que permiten expresar la algebraicidad de los

elementos v, .... v, sobre A. Sea fy la matriz jacobiana de dimensio-
nes m x M: ’

0; )14 ML jLm

v designemos por [fy]p., a la matriz, cuyos elementos son las imigenes
en el epimorfismo natural

Bo* — 0% /my*,

de los respectivos elementos de la matriz f,.
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DrrixicioN.—Si el rango de [fy]p, €5 11 — h, diremos que el orden
de ramificacién de P,* respecto de T es el ntimero natural k, lo que
expresaremos escribiendo

crd. ramif.r P¥, = I,
Si existe un punto P,* € V¥, que yazga sobre P, € V, y tal que
ord. ramif.; P*, > 0,
entonces diremos que I’, es de ramificacion respecto de T. El conjuntc
de tales puntos constituye lo que llamaremos subvariedad de ramifica-
cion de V respecto de T.
ILyEMprLo.—Si el anillo de polinomios
A = C[xy, 2, 1y, 23]

es el dominio de coordenadas homogéneas de V, y

B=A [_71) Fas .1/3]

con las condiciones:

fi=yA—2y2;,=0;, i=1,2,3

es el anillo de coordenadas de V*, entonces

O fifufd) _
O(J1s Vay 7s)

f =

En consecuernicia: para que

ord. ramif.. P¥, = 0,

ha de ser
7i£0; i=1)2)3$

y por tanto

240, i=0,1,2,3.
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Para que
ord. ramif., P*, > 0,
ha de ser nula una, al menos, de las y;, y por tanto ha de anularse

alguna #;, luego la subvariedad de ramificacion de V respecto de 7T,
sera la union de las cuatro subvariedades de ecuaciones

#»=0; 1=0,1,2,3.

9. NUCLEO LINEAL LOCAL

Supongamos que P, € V es simple respecto de T, y que el punto
L€ V* vace sobre P,. Si 0, es el anillo local en P* y m,* el ideal
-de no unidades de 0,%, entonces #2,*/m,** es un espacio vectorial ,-
«dimensional sobre el cuerpo 0,%/m,* ~ k.

PO Y 0

Siendo 1, el indicado en el apartado 3, la aplicacion
pge * My [H2gt —— my* [y *

tal que
V& € my, epp (g -+ my?) = g + mp®

-esta bien definida, ¥y e¢s un k-homomorfismo de espacios vectoriales,
cuiyo nticleo verifica la condicion:

dim, ker. ¢p« = ord. ramif. ; P,*

segin sigue de 6.8 de [3].

I.a determinacién de ker - ¢p-, puede hacerse, como sc indica ¢n 9.2
-de [3], operando en una representacion afin de V, a la que pertenezca
P,*, ya que los anillos locales 0, y 0,* son respectivamente isomorfos
a los obtenidos a partir de tal representacion afin,

Drrinicion.—Al subespacio (del k-espacio vectorial m,/m,?) suma
de los subespacios ker - ¢pv, cuando P,* recorre el conjunto de puntos
de V*, que yacen sobre un punto dado P, de V, lo llamaremos nficleo
lineal de T en P,, y lo representaremos por ker - , (T).

Nota.—Si P,* yace sobre P,, el subespacio ker - . (T) puede incluir
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@strictamente a ker - ep., ¢ incluso llegar a scr igual a todo el espacio
my/my?. Asi, si el anillo de polinomios

A= C [, 21, 1,]

s el dominio de coordenadas homogéneas de V, y B = A [v] con ia
-condicion:

X ¥y — x, %, =0 (paraboloide hiperbdlico)

es ¢l dominio de coordenadas de V¥, entonces los puntos P.%€ \'#,
-cuyas coordenadas

(20s 21, 29, %) son (1,0,0,¢),
vacen sobre ¢l punto I’) € V' de coordenadas
(%0, #1, 73) = (1, 0, 0),

cualquiera que sea el ntmero complejo ¢; luego, siendo 6.% el anillo
local en P *. el subespacio ker - ¢,.. €5 la recta vectorial generada por
<l vector

(c 2, — ) + my?,
V por tanto

ker.p, (T) = myfm,2.

6. CASO GENERAL

TroreEMA.—Hipétesis: I.a subvariedad irreducible W, de dimension
> 1, verifica las condiciones siguientes:

i) Todo punto P,€ W es simple respecto de T.

ii) Si P, € W es de ramificacién respecto de T, entonces P, es sim-
ple en W, y ademas el subespacio Lp, (W) corta transversalmente al
subespacio ker - p, (T).

Tesis: T {W)} es irreducible. Mas concretamente: Si p es el ideal
de W, entonces el ideal Bp es primo, siendo su altura la misma de p.
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DevostrACION.—Si T {W} fuera reducible, el ideal Bp no seria pri
mario, luego admitiria una descomposicion normal:

Bp=g*Nag*N ...; Var+£Vagr* (6.1)

y pasando a las correspondientes subvariedades, se tendria:

DBp=D(g* U D@ U -..; DM+ D"

pero, de acuerdo con [1], P (Bp) es una subvariedad conexa, luego
(salvo permutacion de subindices), existiria un punto P * pertene-
N ’ 0

ciente a

D(g:* U D (g%
Si p,* fuera el ideal de P,*, se tendria:
¥ Cp* i=1,2 (6.2)
vy por tanto
GFNACH* NA=7ps i=12,
pero (6.1) implica:
pCe*NA i=1,2,

luego p < p,, v en consecuencia el punto P, definido por el ideal p,,
perteneceria a W. Siendo 0,* el anillo local de B respecto de p,*, de (6.1)
v (6.2) resultaria:

b p =0 0¥ N0** N ...i VOr g = Vo*g*  (6.3)

¢s decir,8,* ¢,* y 0,% ¢.* serlan dos componentes distintos de una des-
composicién primaria irredundante del ideal ampliado 6, p. Por otra
parte, del apartado ¢ de la hipdtesis sigue que los anillos locales 6,% y
0, = Ap, son ambos regulares.

Si fuera

ord. ramif.. P¥* = 0,

del apartado ii) de la hipdtesis seguiria que 0,/0, p ceria un anillo local
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regular y que el subespacio 0, p/m,® cortaria transversalmente a
ker - ¢p.,, €s decir

b p/my? N ker. epx = {0 4 2|

luego aplicando el teorema 10.5 de [3], resultaria primo el ideal 0,% p,
siendo su altura la misma de p.
Por el contrario, si fuera

ord. ramif.. P¥, > 0,

entonces aplicando ¢l teorema 10.1 de [3], también resultaria primo el
ireal 6,* p y de la misma altura que p.

En uno y otro caso, se llegaria pues a que el ideal 0,% p seria pri-
mo, lo que estaria en contradiccién con la irredundancia de la descom-
posicion (6.3), a que habia conducido la hipotesis de que Bp no fuera
primario. '

Por tanto, el ideal Bp es primario, es decir Bp = ¢,*, luego
0,% p = 0,% q,%, pero se ha probado anteriormente que 9,* p es un ideal
primo, luego 9, ¢,* es primo, y en consecuencia Bp = ¢,* también
es primo, siendo ademas, de acuerdo con lo indicado anteriormente:

alt. Bp = alt. 8,* p = alt. 2,

ya que
P C Py C po*

Nota.—Si Py € W es de ramificacion respecto de T, la condicion i)
de la hipdtesis del teorema anterior, implica :

dim. W > dim, ker., (T)

segun sigue de 10.8 de [3].

CoroLARIO.—Ixiste en la variedad V un abierto, ., de Zariski
(complementario de una subvariedad), tal que, para toda subvariedad
irreducible W < 4, sea T {W} irreducible.

DEMOSTRACION.—A es el complemento en V de la subvariedad unién
de la subvariedad de ramificacion respecto de T y de la subvaricdad de
puntos no simples respecto de T.
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7. Casor =2

Se trata ahora dc estudiar el caso particular en que V es una super-
ficie algebraica. Comenzaremos haciendo algunas consideraciones,

Siendo S* (respect. §) el ideal homogénco del anillo B (respect. Aj
de la subvariedad de puntos singulares de V* (respect. V), designare-
mos por Sy al ideal del subanillo A:

S;==S N (S*N A)=5*[ S (7.1)

te. ¢. al ideal de la subvariedad de puntos de V que no son simples
respecto de T).

Diremos que P’ € V' es fundamental respecto de T, si existe una
subvariedad de dimensién no nula de V#, tal que cada punto de ella
vazga sobre P,. Designaremos por ['r al ideal homogéneo de A de la
subvariedad de puntos de V fundamentales respecto de T.

Designaremos por R,* (respect. R,”) al ideal homogéneo de B ge-
nerado por los menores de orden m (respect. m — 1) de la matriz f,
supuesto que dichos menores pertenezcan todos al ideal irrelevante [*
del anillo homogéneo B. Iin otro caso, es decir, si alguno de tales me-
nores no pertenece a /* (o bien si no existe, por ser m = 1), entonces
definiremos R.,* = I* (respect. R,* = I*). Como consecuencia de lo
indicado en el apartado 4, el ideal ¥/ R,* (respect. 4 R,*) es el ideal
de la subvariedad de los puntos de V* cuyo orden de ramificacién no
es nulo (respect. es mayor que uno). Designaremos por R, (respect. R,)
al contraido en A de R,* (respect. R,*), es decir, R, = R*NA
(respect. R, = R,* N A). Por tanto » R, es el ideal de la subvariedad
de ramificacion de V respecto de T. Obviamente R, * € R,* y en con-
secuencia R, C R..

TroREMA. —-[lipOtesis: Il ideal primo homogéneo p, de altura uno,
del anillo A, tal que r = 2, verifica las condiciones siguientes (donde [/
es el ideal irrelevante del anillo A):

)y Vp+ Si=I1

iy Vp+F=I
i pEp VR =Vp +R,
iv) Vp4R =1
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Tesis: Il idecal ampliado Bp es primo y su altura es uno.

(Geométricamente, la condicién i) de la hipotesis asegura que la
curva P (p) no contenga puntos singulares de V, ni puntos sobre los
cuales yazgan puntos singulares de V¥, la condicion ii) asegura que
D (p) no contenga puntos fundamentales respecto de T ; la condicion
iv) asegura que si P ;* € V¥ yace sobre I’ € €D (p), entonces el orden
de ramificacién de P,* respecto de T sea uno, a lo mas; la desigual-
dad de la condicidn iii) asegura que P (p) no esté contenida en la sub-
rariedad de ramificaciéon de V respecto de T; finalmente, la igualdad
de la condicién iii) asegura que si el punto P, € D (p) es de ramifi-
cacion, entonces el indice de interseccion de Zariski de <P (p) con la
subvariedad de ramificaciéon sea uno en P,, lo que implica que P, sea
punto simple, tanto de <D (p), como de la curva de ramificacion, y que
las tangentes a ambas curvas en P, sean distintas.)

DeMosTtrACION.—Sea W = P (p). Si P, € W, entonces el ideal p,
del punto P, contiene al ideal p, lo que teniendo en cuenta la condi-
cion i) de la hipotesis y que p, < I, implica:

luego

D) N PES)=D(p+S)=DP() =0
v por tanto P, ¢ D (§1), lo que teniendo en cuenta (7.1) implica:
P, & D(S) U D(S* N A).

Por tanto, P, & <P (S) (e. e. P, es simple en V) y ademas, si P * yace
sobre P,, entonces P,* es simple en V¥, pues, si no lo fuera, c¢ntonces
P,* perteneceria a P (§%), luego S* C p* (= ideal de P,*), v por
tanto

S* N ACPO* N A=p,,

luego P, perteneceria a P (§*¥ N A). En conclusiéon: si P, € W, en-
tonces P, es simple respecto de T.

Por tanto, si P, € W, entonces el anillo local 9,, en P,, es regular,
y en consecuencia dominio de factorizacidon tnica, luego el ideal am-
pliado 0, p es principal (por ser primo de altura uno), es decir, existe
a €9, tal que

6, p = B, (a) (7.2)
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Por otra parte, si P, € W, entonces p < p, < I, lo que junto con la
condicion ii) de la hipdtesis, implica p, + Fy = I, luego

q)(ljo) n "'V(FT) = CD(/’O + F) = q)(l)= ?,

y por tanto P, § €D (Fr), e. e. P, no es fundamental respecto de T.

Si el punto P, € W es de ramificacién respecto de T, entonces exis-
te P,¥ € V¥ que yace sobre P,, y tal que rango [fy]e., << m, luego
todos los menores de orden i de fy pertenecen a p,* (= ideal de P.¥),
y en consecuencia R, ¥ < p¥, luego

Ri=R*NACH*N A=p
Ahora bien, siendo 6,% el anillo local en P ¥, se tiene:
R* C 0% R* => ‘/Ri* c ]/0“0* R_l_*

lo que teniendo en cuenta que A < 6,, implica

¥ por tanto

B, VR, < VO*R* 1 6, (7.3)

Ademas, por ser P, simple respecto de T, el anillo local 0,* ¢s regular,
luego, de acuerdo con 6.8 de [2], el ideal 6, R,* es principal, v en
consecuencia el ideal 4/ 0,* R * es de altura uno, lo que vamos a pro-
bar que implica que 8, ¥/ R, sea un ideal de altura uno. En cfecto, de

acuerdo con 3.5.a de [3], 6, ¥ R, no es el ideal nulo de 9, luego, si
no fuera uno la altura de este ideal del anillo local bidimensional 8,,
habria de ser dos dicha altura, pero cse ideal es radical, luego se
tendria :

f, Vﬁl = m,

(m, = ideal d¢ no unidades de 0,), lo que junto con (7.8) implicaria:

Vol,* AR;* N 0y = m,,
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y al contraer al subanillo A, resultaria:

VOFR* N 8 N A=, N A,
es decir
VO*Re* N A =p,,
luego
(V0*R* 1 B) N A =2,

¢s decir, se tendria un ideal
Vo*R* N B

de altura uno del anillo B, cuyo contraido p, en A es de altura dos,
en contra de la anterior conclusién de que P, no era fundamental res-
pecto de T, a que habia conducido el apartado ii) de la hipotesis. Por

tanto, el ideal 6, ¥/ R, del anillo local regular 0, es de altura uno, y
en consecuencia principal, ¢s decir, existe b € 9,, tal que

by V' Ry = 6, (6) (7.4)

lo que junto con (7.2) implica

B (2 4+ VR) =1, (a,5) (7.9)
Ahora bien, del apartado iii) de la hipdtesis se deduce

by < 6 (P+V§1_)=eo Ve+R =V (¢+ Ry

donde la tltima igualdad sigue de las propiedades de paso al anillo

contiene al ideal 0, p. Si fuera

b (2 + VR) =0, 5,
ello implicaria :

by Vﬁ: 6, 2,
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y por tanto
VR, cO VR NACHpN A=p
lo que implicaria:
?=VR +2,

en contradiccion con el apartado ii) de la hipdtesis. Por tanto,

6 (p + v R,) es un ideal radical del anillo local regular bidimensional
0, que contiene estrictamente al ideal primo de altura uno 0, p, y ew
consecuencia es igual al ideal mz,, de no unidades de 9,, lo que junto
con (7.5) implica:

my = 0, (P+V1T1)=Oo (a,0)
Iuego {a, b} es un sistema regular de parametros de 9,, lo que tenien-

do en cuenta (7.2) implica que 0,/6, p sea un anillo local regular uni-
dimensional, y

Ly, (W) = 6, p/m,?
sea la recta vectorial de base el vector a + ,?, del k-espacio vecto-
rial m,/p2.

Por otra parte, del resultado (7.5.1) de [2] se deduce que
6* VR, < me*,
lo que teniendo en cuenta (7.1) implica: b € m,**, y por tanto
e, (b + my?) = b + m* =0 + me¥,

luego

0+ my? == b+ my? € ker. e (7.6}

donde la desigualdad siguc de ser {a, b} un sistema regular de para-
metros de 9,.

Vamos ahora a probhar que

ord. ramif. ;P * =1 (7.7%
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En efecto, si supusiéramos
ord. ramif., %, > 1,
ello implicaria
rango [ fles < m — 1,

luego todos los menores de orden m — 1 de f, pertenecerian a p,*, y°
en consecuencia R,* C p,*, luego

Ri=R*NACp*N A=p,

pero p < p, (ya que P, € W), y por tanto p + R, C p,, luego

V4R, C 20,

¥y en comnsecuencia

Vo+R, %1,

en contradicciéon con el apartado iv) de la hipétesis.

Ahora de (7.6), (5.1) y (7.7) sigue que ker - ¢p«, s la recta vectorial
de base b + m?, pero, por ser {a, b} un sistema regular de parame-
tros de 9,, los vectores a + m* y b + m,® son linealmente indepen-
dientes, luego

Lp (W) N ker. ep0 = {0 4 2,2 (7.8):

Ahora bien, de acuerdo con (7.4), se tiene que el subespacio

Ly, D (Vﬁl) =6, 1/ﬁ.1m/mo2

es la recta vectorial de base b + 1,2 (del k-espacio vectorial ni,/m,?),
luego

ker. epe = Ly, D (V'R

lo que es cierto, cualquiera que sea el punto P, ¥ € V¥, con tal de que
’ 0
yazga sobre P,, y en consecuencia

ker.p, (T) = L;, D (R,)
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lo que junto con (7.8) implica

Ly, (W) N ker.p, (T) = {0 + m2,?}

<con lo que queda verificada la segunda condicién de la hipotesis del
teorema del apartado 6, de cuya tesis sigue ahora inmediatamente la
del teorema que se estd demostrando.

8. OBSERVACIONES Y EJEMPLOS

Respecto de los resultados de los dos apartados anteriores, conviene
hacer las siguientes observaciones:

i) Las condiciones de la hipdtesis del teorema de 6 (y por tanto
de T) solo son suficientes (no necesarias) para la verificaciéon de lo indi-
cado en su tesis, como muestra el siguiente ejemplo A.

ii) La no verificacion de alguna de las condiciones de la hipétesis
-del teorema de 7, puede ser causa de que el ideal Bp no sea primo,
-como muestran los siguientes ejemplos:

IEJEMmpLO A.—Si el dominio de coordenadas homogéneas de la su-
perficie algebraica V es el anillo de polinomios sobre el cuerpo complejo

A =C [z, x(, 7],
y el dominio de coordenadas de V* es B = A [y], con la condicién
f=y*—x,x,=0 (cilindro parabélico)
-entonces la matriz fy es (2 y), luego los puntos de V¥ de orden de ra-
‘mificaciéon no nulo, son los del plano y = 0 que pertenecen a V¥, y la
subvariedad de ramificaciéon de V respecto de T es el conjunto union

.de las rectas: x, = 0, &, = 0. Por otra parte, de acuerdo con la nota-
cion del apartado 1, para la representacion afin m, 4 0, se tiene:

(af of of

) ) =—xg,—"x,2_}/
0 x, 0%, ay) ( ’ )

luego el punto cuyas coordenadas (&, #,, ¥,, ¥) son (0, 1, 0, 0) es sin-
gular, v es el tnico punto singular de V*. Por tanto, como A c¢s un
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:anillo de polinomios, V no posee puntos singulares, luego el unico
-punto de V no simple respecto de T, es aquel cuyas coordenadas
A&y, ¥y, ¥,) son (0, 1, 0).

Consideremos ahora las siguientes subvariedades de V para decidir
si, de acuerdo con el teorema de 6, sus correspondientes subvariedades
-de V* son irreducibles.

La recta W,, de V, de ecuacién r, + ¢, = 0, donde ¢ € C, tiene
‘todos sus puntos simples respecto de T, y su tnico punto de ramifica-
.cion es el Py, de coordenadas #, = 0 = &, en el cual ker-p (T) es
‘la recta vectorial generada por x, + m,?, y L, (W,) la gencrada por

(2, + € x,) + my2.

‘Como {x,, ¥, + c&,} es un sistema regular de pardmetros del anillo
local en P,, ambas rectas vectoriales se cortan transversalmente. Por
tanto, de acuerdo con el teorema de 6, el ideal ampliado B (v, = ¢ x,)
-es primo, cualquiera que sca ¢ € C.

En cambio, para la parabola W,, de V, de ecuacion r,*—w, 1, =10
-el ideal ampliado
¢ p— 2 —_— 2 2
B(x* — 2y %) =B (x,? — 2,7, ¥* — 2, %)) =B (#® — 2 %5, y* — 2%
:admite la descomposicion:

B(x? — 2 2) =B (x, — 2, x5, 7 + x) N B(x,? — 273,y — x))

‘luego no es primo, aunque si radical. Ello es debido a que el punto
P, € W,, de coordenadas

(xOv X1y 4’2) = (la Oa 0))

«es de ramificacion, y en él Ly, (W,) es la recta vectorial generada por
., + m,?, luego no corta transversalmente a ker -, (T).
Analogamente para la recta W', de ecuacion

x,— P xy =0,
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donde ¢ € C, el ideal ampliado
Bx, —c?x) =B (x, —c? 2,7 +cx) | B(r,—c? 5,y — 1)

no es primo, lo que es debido a que el punto (0, 1, 0), no simple res-
pecto de T, pertenece a W’',.

Del mismo modo, para la recta W,, de ecuacién r, = 0, el ideal
ampliado

B (x2) = B (x5, 3 — 14 2,) = B (#,, 3?)

es primario, pero no primo, pues W, estd contenido en la subvariedad:
de ramificaciéon, y en consecuencia sus tangentes no se cortan trans-
versalmente.

Notemos finalmente que la curva W, de ccuacion

- 3 2 J—

P — 2t a, =0,
da lugar al ideal ampliado

B (73 — 22 2,) =B (2> — 2 25, 17 — 2025, 2, —- 7037)

que es primo (es el ideal de una chbica alabeada irreducible), y sim
embargo no sc¢ verifican las condiciones de la hipdtesis del teorema
de 6, pues en el punto de ramificacion 1, € W,, de coordenadas:
1,0,1), L, (W,) es generado por el vector x, + m,*, luego no corta:

transversalmente a ker - », (T), lo que justifica la observaciéon i) ante--
riormente indicada.

Ejemrro B.—Si A = C [x, r, +,] es un anillo de polinomios y
B = A [y] con la condicién

f=y?+ x* —x,x,=0 (paraboloide eliptico)
entonces la matriz fy es (2 1), luego
RF*=B(y); R =1I%
y por tanto

R1=‘RI*DA:A(J’12—‘X°:&2)) R2=I*nA=I
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Por ser B dependiente integramente sobre A, la subvariedad fundamen-
tal respecto de T es &, luego Fr = [. Ademds no existen puntos sin-

gulares, luego St = 1.
Ll ampliado B p, del ideal primo homogéneo

—_— 3 -
pr=A (x — x, 1)
no es primo, ya que v*€ B p,, pero v ¢ B p,. ;Por qué no es primo

B p,? Ll ideal p, verifica todas las condiciones de la hipdtesis del teo-
rema de 7, a excepcion de la desigualdad de la condicion iii). pues

b1 =1 + I/E_

Analogamente, ¢l ampliado B p,, del ideal primo homogéneo
P, = A (x,), admite la descomposicion:

Bpy=B @y + 27 N Bry,y —2,9)
luego no es primo. (Por qué? Kl ideal p, verifica todas las condicio-

nes de la hipétesis del teorema de 7, a excepcion de la igualdad de
ili), pues

po+ VR =Alr, v
no es radical.
lgjemrro C.—Si
A=Clr,r, 2] v B=A[y]
«con la condicion
f=uxy —x,x,=0 (paraboloide hiperbdlico)
entonces la matriz f, ¢s (r)), luego
RF=B (1) y RF=1*

y por tanto

Ri=A(r,xx) y R.=1L

«Como no existen puntos singulares, es St = I.
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] ampliado Bp, del ideal
P=Ax, —cxy),
donde ¢ € C, admite la descomposicion:
Bp =B (x, 7)) N B(xy —cx, 7 — ¢ x,)

luego no es primo. ¢ Por qué? Ll ideal

Po=A(xy, 1,)
es 0-dimensional, pero

B gy =B (x4, 1,)
es unidimensional, luego Fy < p, y por tanto p + Fy C p,. luego

V p + Fr 1. El ideal p verifica todas las condiciones de la hipétesis.
del teorema de 7, a excepcion de la ii).

EjemrLo D.—Si
A=Clr,r,2,] v B=A[7]

con la condicion (ecuacion de una superficie torica):

F= (91t b g b Bt — @) ) — 4 B gt (3 ) = O
donde a, b € R, a << b, entonces la matriz f, s¢ reduce a

4y (02 4 2 4 2,7 + 0% 2! — a® x?)
luego el ideal R* admite la descomposicion:
R* = a* ) ¥,

siendo

F=B(y), =B+ fat+ b5 —ax?)
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y teniendo en cuenta la condicion f = 0, resulta

a=a* ] A=A ([ + 2> + 8% 2 — a® 2P — 4 6% 22 [+ 4 2,?])
b= 0 A=A ({57 + 5] 7Y

pero
[#:® + #2% + 82 2 — a® x?] — 4 D2 22 =
=[x,? 4 2, — (b + a)? %®] [x,® + 2, — (b — a)? 2¢?]

luego R, = R,* N A admite la descomposicion:

Ri=¢iNg2N9sN9: N g5

siendo

71 =A(x+ 2% — (b + @)’ x?). ¢a=A (2, + 23> — (b —a)? x,?)
gs=A(x +ix), g, =A(x —ix,), ¢5=A(x?)

Por otra parte, como B es dependiente integramente sobre A, resulta
Fr = [. Si para la representacidén afin a, 72 0, consideramos la matriz

(o )

donde

of .
7 r =47, [(67 —a?) (® + 2 + 2? + [0 — a?] 2?) — 2 8% (a2 + 2,0
o
of
0,
of 9 ; 2 2
Sty b 0 — ) )
v

c= iy [ — (0 4 0 ]

resulta que los puntos cuyas coordenadas (&, 4, ¥,, v) son (0, 0,1, i)
s (0, 0,1, —1{) son singulares. De otras representaciones afines resulta
que los puntos (0, 1,0, %), (0,1,0.—4), (0.1,4,0) y (0,1, — ¢, 0) tam-
bién son singulares. Por tanto, los puntos cuyas coordenadas (x,, ,.1,)
son (0,0,1), (0,1,0), (0,1,7) v (0,1, —4) no son simples respec-
to de T.
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Il ampliado Bp, del ideal
Pr=A (7 + 1" — b0 5%,
admite la descomposicién:

Bpr=¢q:* N ¢;* N ¢5* N 9%

siendo

=B (x4 2,2 — 8% 2P,y + ax), ¥ =B (x4 2,2 — 0?2,y —a x,)
Z¥ =B (x4 22 — 0222 vy Fcxpi), ¢ =B (x4 2,2 — b2 5%y — cxyd)

donde ¢* = 4 b* —a* € R, luego Bp, no es primo. Notemos que el
punto (U, 1, i) pertenece a la curva P (p,), y por tanto el ideal p, no
verifica la condicion i) de la hipdtesis del teorema de 7.

Anilogamente, el ampliado Bp, del ideal p, = A (1), admite la
descomposicién :

Bpy=DB(x, 72+ [ra + b2,]" — @* %) N B (4. 02 + [, — b x> — @’ 2¢?)

‘luego no es primo. Notemos que el punto (0, 0, 1) € D (p,), luego p,
tampoco verifica la condicion i) de la hipotesis del teorema de 7.

Ejemrro E.—Si A = C [#,, v, #,] es un anillo de polinomios y
B = A [v,, v.], con las condiciones:

h=r—52=0 f,=73"—x2=0

entonces

£ = _ﬂﬁ;@_=(2 7, 0 )
v ) (yl, ¥s) 0 2]2

luego
R =B (31, 72) ¥ R*=B (3, )

7y por tanto:

Ry, = A (x?x, 23), Ry=A(xyx, 2 2,)=A (1) ) A(xy, x5)
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Como B es dependiente integramente sobre A, es Fp = [. Ademas exis-
ten dos puntos no simples respecto de T, cuyas coordenadas (xg, ., x,}
son (0.1, 0) v (0,0, 1), es decir:

Sr=A (20, 13) (1 A (20, 1,)
I ideal ampliado Bp del ideal
ﬁ =A (.1’1 —c xz)»
donde ¢ ¢s un complejo no nulo, admite la descomposicion :

Bp=B(xr; —cxyy1+cyy) N Br, — 2 xy 3 —cy,)
luego no es primo. Notemos que

P '{'" RQ C A (xla -’"2) - I)

y en consecuencia p no verifica la condicion iv) de la hipotesis dei

teorema de T.
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