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En el presente articulo se expone de modo resumido una caracteri--
zacién de los anillos de funciones diferenciables de una variedad.

El profesor Juan B. Sancho Guimeria me propuso dicho tema (bajo-
cuya direccion se ha desarrollado) en la hipdtesis de que tal caracteri-
zacién era posible basindose, por una parte, en la teoria general de-
las algebras localmente convexas, fundamentalmente en los teoremas
de localizacién para tales 4lgebras (que permiten un tratamiento siste-
matico de reduccién a la localidad) y en su cilculo diferencial, y por-
otra, en la posibilidad de definir intrinsecamente la frontera de un espa-
cio topolégico sin necesidad de sumergirlo en un espacio ambiente.

Para una exposicién de esta {ltima cuestion fundada en la teoria:
aritmética de la dimensién de espacios topoldgicos, puede consultar-
se [5].

Las referencias generales para la teoria de las 4lgebras localmente-
convexas son [1] y [2] exclusivamente.

Para no interrumpir la exposicién, se exponen a continuacion los
convenios utilizados.

Se consideran tinicamente dlgebras localmente convexas, conmutati-
vas y unitarias sobre el cuerpo de los nimeros complejos, y se designa:
por X el espectro topoldgico de una de tales algebras.

Dados dos espacios de Fréchet E, F, se designa por E Q F su pro--
ducto tensorial provisto de la topologia =, y por E @ F su completado..

El término «diferenciable» esti siempre entendido en el sentido C=,.
y se supone que la topologia de una variedad posee una base numera--
ble de abiertos.
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DEerinicion 1.—Se dice que un algebra de Fréchet simétrica esta
topoldgicamente finito generada si posee un ntimero finito de elementos
rautoconjugados cuyo anillo de polinomios es denso en el algebra.

Prorosicion 1.—El espectro de un algebra de Fréchet simétrica, re-
~gular, semisimple, de espectro localmente compacto y topoldgicamente
finito generada es un espacio topoldgico de dimensién finita.

DemostrACION.—Si (@, ..., @,) es un sistema de generadores del al-
‘gebra, la aplicaciéon ¢: X — R*, ¢ (#) = (a, (%), ..., 8, (¥)) es una
“inyeccién continua. Si X es compacto, se concluye. En caso contrario,
facilmente se obtiene un elemento a, del algebra, tal que:

lim a, () = oo,
X —> o0

~en el sentido de la compactificacién de Alexandroff.

Asi pues, ¢ = (a,, a,, ..., @,) €s una inyecciéon cerrada.

Prorosicion 2.—Sea X un espacio localmente compacto de dimen-
-516n topoldgica #. El functor

F —> Homz (Hm.c (X; F); Z)y

“definido en la categoria de haces abelianos sobre X, es representable
-por un haz Tx, llamado haz de orientacidn del espacio X.

DemosTrACION.—Dicho functor es exacto por la izquierda en virtud
~de la acotacién cohomolégica (es decir: HY (X; F) = 0, para i > #n)
-y conmuta con limites inductivos. El enunciado es consecuencia, pues,
del teorema general de representatividad de Grothendieck.

Nota.—Para la utilizacién del teorema de representatividad en la
teoria general de dualidad con aplicaciones a la dualidad de Poincaré y
:a la Geometria algebraica, puede consultarse la exposicion resumi-
da de [3].

Derinicion 2.—Un espacio topologico se llama orientable si su haz
«de orientacién es el haz constante de los niimeros enteros.
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TeorEMA 1.—Sea X un subespacio compacto de dimensién # del es-
pacio euclideo R*. El haz de orientacién Tx es un haz constante de fibra
Z en el interior de X, y se anula en los puntos de la frontera.

DeMosTRrRACION.—Para calcular las secciones de Ty sobre un abierto
U de X, basta sustituir F por Zy en la definicién de Tk, y se obtiene:

' (U, Tx) = Homz (H*, (U; 7), 7).

Por tanto, la restriccién de Ty al interior de X coincide con el haz de
orientacion de X.

Por otra parte, en virtud de una caracterizacion clasica de los pun-
tos frontera ([4], pag. 96, A), la condicién necesaria y suficiente para
.que un punto x pertenezca a la frontera de X es que posea un sistema
fundamental de entornos abiertos {U;} en X para los cuales toda apli-
«cacion continua de X — U, en la esfera unidad S,_, puede extenderse
hasta X.

Ahora bien, por el teorema de extensién de Hopf ([4], pag. 149,
«corolario 2), a fin de que la condicién anterior se verifique es necesario
y suficiente que el homomorfismo natural de restricciéon

H™ (X ; Z) — H™ (X — Uy; )

sea epiyectivo.
Asi pues, tomando cohomologia en la sucesion exacta del subespacio
«cerrado X — U,, se obtiene una inyeccién

0 — H", (U;; Z) — H" (X ; 7).

Pero H" (X ; Z) = 0, por la acotacién cohomoldgica. En consecuencia
la fibra de Tx es nula en los puntos frontera.

DerFinicion 3.—Dada un algebra de Fréchet A, se llama ideal de la

diagonal de A al nicleo del morfismo A @ A —s A, obtenido com-
pletando el producto

ARA—A, a®b-—sab.

Si se designa por A y 4,,, respectivamente, los nficleos de tales
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morfismos, por la conservacion de la exactitud al completar, es cla-
ro que:

A=Ay,

El mddulo de las diferenciales lineales de A se define ahora como
el A-médulo Q, = A/A*. La diferencial de un elemento a € A es, por
definicién, la clase de restos moédulo A% de 1Q®Qa—a®1.

N
En lo sucesivo, el anillo producto A® A se considerari como A-
modulo via la seccidén a }—> ¢ @ 1.

DEeriniciON 4.—Sea A un algebra de Fréchet simétrica, semisimple,
de espectro localmente compacto y E un A-mddulo topoldgico. Se llama.
topologia débil sobre E a la topologia menos fina para la cual perma-
necen continuas todas las formas lineales continuas o€ Hom, (E, A),
si se considera en A la topologia de la convergencia uniforme sobre
los subespacios compactos de su espectro.

Una base de entornos del cero para la topologia débil la constitu-
yen los conjuntos

{e€E; | o(e)|x<ce}.

TeOREMA 2.—Sea A un 4lgebra de Fréchet, simétrica, semisimple,.
regular y de espectro localmente compacto. Las condiciones necesarias-
y suficientes para que A sea el algebra de las funciones diferenciables.
sobre un abierto euclideo, son las siguientes:

1> A posee un sistema finito de generadores topoldgicos autocon
jugados (a, ..., @,), cuyo ntmero es igual a la dimensién de su espec-
tro: # = dim X.

2.2 FKl ideal de la diagonal de A es finito generado y todas sus po
tencias son cerradas.

3.2 Qu es un modulo libre de rango #n.

4.2 La topologia de A coincide con la de la convergencia uniforme
definida sobre los desarrollos formales de sus elementos ; es decir, si se

considera en cada uno de los A-médulos A @ A/A™ la topologia débil,

la inyeccién

A—>limA ® A/A™,

<~
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-deducida por paso al limite de la seccién @ — 1 ® @ valorada en el
m-ésimo cociente, induce en A la topologia dada.
5. El espacio X es orientable.

DemosTrACION.—La necesidad de las condiciones se establece por
«comprobacién directa. La demostracién de su suficiencia se divide en
varios apartados:

1. Se probara en primer lugar que la inyeccién

¢: X —R*, ¢ () = (a, (&), ..., a, (%)),

s un homeomorfismo de X con un abierto U de R™.

En efecto, si K es un entorno compacto n-dimensional de un punto
.x € X, es claro, en virtud de la hipdtesis, que la fibra de Tk en x es Z.
Asi pues, ¢ () es un punto interior a ¢ (K), por el teorema 1.

2. Las diferenciales de los generadores d a,, ..., d a, son una base
de Q4. Como el ideal algebraico de la diagonal es denso en A, el sub-
‘moédulo engendrado por las diferenciales exactas es denso en Q,. Pero
el anillo de polinomios de a,, ..., @, es denso en A. Se sigue pues, de
la continuidad de la diferencial, que toda diferencial exacta de Q4 es
-aproximable arbitrariamente por combinaciones lineales de las diferen-
-ciales de los generadores. En consecuencia, todo se reduce a probar el
siguiente :

LemMa.—Toda aplicacién lineal de imagen densa =: L -—» L’ entre
A-médulos libres de rango finito, es epiyectiva.

Para 1" = A, el lema es consecuencia inmediata de no poseer A
‘ideales densos finito generados. Si (e,, ..., ¢,) es una base de L', pro-
yectando sobre el submoédulo (e,), se deduce la existencia en la imagen
«de = de un vector de la forma

’

e, =¢e + dye, + ...+ A e,
Proyectando ahora sobre el segundo sumando de la descomposicion

L= (¢) & (ey ---» &)

-y procediendo por induccién sobre el rango de L', se concluye facil-
‘mente.
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3. SeaB=A @ A y A" el ideal engendrado por
1®ae, —a, ®L, ..,1Q0a,—a, R1.

Existe un entorno abierto V de la diagonal en X 'x X sobre el cual &
y A’ coinciden.

En efecto, sea E = A/A” y S el sistema multiplicativo de las fun-
ciones de B que no se anulan en ningtn punto de la diagonal. Em
virtud de lo anterior:

E ®s (B/A) =0;

O sea:

y localizando:
'AS . Es = Es.

Aplicando el lema de Nakayama, que es vilido para As en Bs, se tienew
Es = 0, y como ‘A es finito generado, de la igualdad en germen se
deduce la igualdad en un entorno.

4. Los elementos de A se expresan como funcién diferenciable de
los generadores. Dado @€ A, se puede escribir:

da=>bda, + ...+ b.da,.

Pasando a V, existirAin elementos b;; € By, tales que, para cada
(%, ) €V, se verifique:

a(¥)—ax) = 2 bi (%) (yi — &) + Z bij (%, ) (yi — ) (¥ — %))

57

Por induccién sobre el orden de derivacion, se concluye.

5. A= C=(U).

Sea P, una sucesiéon de polinomios que converge en C* (U) a una
funcién diferenciable. Bastard demostrar que la sucesién de polinomios:
¢* P, es fundamental en A. Para ello y en virtud de la 4.* condiciém
del enunciado, considérese una forma lineal o sobre B/A™+,
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Fijado un compacto K, las derivadas parciales de P, — P; hasta el
orden m estardn mayoradas en valor absoluto sobre K por ¢, a partir-
de un cierto término de la sucesidn.

Desarrollando formalmente P; por la férmula de Taylor y despre-
ciando los términos de orden superior a m, se obtiene una acotacion:
de la forma:

|0 (9% Py —¢* P;) [« < Co,

donde C es una constante que s6lo depende de m y de los valores que
en K toma o sobre los productos

(al (3') —a, (x))a’ (an (3’) — am))a” ’
para o + ... + 2, <m + 1.

Cororario.—En las hipotesis del teorema precedente, si el sistema.
de generadores (a,, ..., @,) es propio (es deecir:

lim (a, (%), ..., an () = 00,

en el sentido de la compactificacién de Alexandroff), el algebra A coin—
cide con el algebra de las funciones diferenciables sobre R*, y recipro-
camente.

En este caso, la 5.* condicién del enunciado anterior es superflua..

DEFINICION 5.—Sea A un algebra de Fréchet simétrica, semisimple,.
regular, de espectro localmente compacto y topoldgicamente finito gene--
rada. Se llama dimensidn analitica de A al menor numero natural n-
para el cual cada punto del espectro posee un entorno abierto U tal
que el algebra Ay estd topoldgicamente generada por n elementos auto-
conjugados.

Se sigue de la definicién que la dimensién analitica de un anillo es-
mayor o igual que la dimensidén de su espectro. Asi pues, la dimension
analitica del anillo de funciones diferenciables de una variedad es igual
a la dimensién de la variedad.

Con tal concepto el teorema de caracterizacién puede establecerse-
finalmente en los siguientes términos:
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TrorEMA 3.—Sea A un algebra de Fréchet simétrica, semisimple,
-regular, de espectro localmente compacto y topoldgicamente finito ge-
‘nerada. Las condiciones necesarias y suficientes para que A sea el 4lge-
bra de las funciones diferenciables de una variedad, son las siguientes:

1* La dimension analitica de A es igual a la dimensién topoldgica
-de su espectro.

2% El ideal de la diagonal es finito generado y todas sus poten-
-cias son cerradas.

3. Q, es un mddulo proyectivo finito generado de rango igual a
la dimension analitica de A.

4> La topologia de A coincide con la de la convergencia uniforme
-definida sobre los desarrollos formales de sus elementos.

5. El espacio X es localmente orientable.
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