Banach

M. LOPEZ PELLICER*

Deseo expresar mi agradecimiento a la Real Academia de Ciencias de Madrid
por invitarme a dar una conferencia en el Curso de Historia de la Matematica del siglo
XX sobre Stefan Banach, uno de los sabios polacos mas eminentes de la historia de la
ciencia.

1.- Banach, Steinhaus y los desarrollos ortogonales.

Stefan Banach naci6 el 31 de marzo de 1892 en Cracovia. Su padre se llamaba
Greczek, provenia de una familia montafiesa de Jordanéw y estaba empleado en la
direccion de ferrocarriles en Cracovia.

En cuanto nacié se le dejo en casa de una nodriza, apellidada Banach. Era
planchadora en una buhardilla de la calle Grodzka, nimero 70 o 71. Desde ese
momento Banach no tuvo maés relaciones con su madre, y no la conocié nunca. Su
padre tampoco se ocupd excesivamente del hijo, quien desde los quince afios tuvo que
ganarse la vida dando clases, preferentemente de Matematicas.

En 1910 obtuvo su certificado de madurez en el cuarto Instituto de Cracovia,
donde estudié de forma autodidacta matematicas, marcando su vida el libro de Tannery
sobre Teoria de funciones reales. No se sabe como aprendi6 francés.

Frecuentd durante poco tiempo y muy irregularmente las conferencias de
matematicas de Stanislas Zaremba en la Universidad de Cracovia, pues inmediatamente
se trasladd a Leopol (Lwéw) desde donde hizo sus estudios de ingenieria desde 1910
hasta 1914.

Al estallar la primera guerra mundial volvié a Cracovia y en medio de una
penosa situacion empezo a estudiar con profundidad matematicas hacia 1916. Cuenta
Steinhaus que en verano de 1916, paseando por un parque de Cracovia, oyd una
conversacion de dos jovenes que hablaban de “/a integral de Lebesgue”. Lo inesperado
del hecho llevé a Steinhaus a conocerles. Eran Stefan Banach y Otto Nikodym. Le
dijeron tener un tercer compaiiero de nombre Wilkosz.
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Los tres estaban unidos por un amor intenso a las matematicas y por la situacion
desesperada de Cracovia, entonces una fortaleza. Vivian con la incertidumbre del dia
de maiiana, sin tener la posibilidad de encontrar trabajo ni de establecer algun contacto
cientifico. Esa atmosfera de Cracovia en 1916 no impedia a los tres jovenes reunirse
frecuentemente en un café, donde a pesar del gentio y alboroto pasaban el tiempo
resolviendo problemas. El ruido parecia no perjudicar nada a Banach en sus
investigaciones. Incluso escogia con agrado mesas proximas a la orquesta.

Steinhaus en ese primer encuentro con Banach le comenté que buscaba una

funcién f de L' cuya serie de Fourier converja a f casi por todas partes sin ser
convergente en L'. Las condiciones de la guerra propiciaban que ambos desconociesen

que dos afios antes Hahn habia encontrado una funcién f € L' cuya serie de Fourier no

converge a f en L', poniendo en evidencia el distinto comportamiento de las series
de Fourier en L'y L” para p>1, gracias al teorema de Riesz y Fischeren I’ y a

teoremas analogos en L7, p> 1. Fue grande la sorpresa de Steinhaus cuando, algunos
dias después del encuentro en el parque, Banach le dio la solucion casi completa de su
problema utilizando la técnica de conjuntos residuales, con una pequefia reserva
provocada por el desconocimiento de Banach de un ejemplo de Du Bois-Reymond.

Asi nacio el primer articulo de Banach, publicado con Steinhaus, presentado con
cierto retraso a la Academia de Cracovia por S. Zaremba, y titulado:

* Sur la convergence en moyenne de séries de Fourier. Bulletin International de
I'"Académie des Sciences de Cracovia, serie A (1918) 87-96.

También contiene un ejemplo de una funcién de L' - I* cuya serie de Fourier

convergeen L'.
Banach ya no abandonara el tema de las series ortogonales, y en 1920 publica:

* Sur la valeur moyenne des fonctions orthogonales, en Bulletin de 'Académie
Polonaise des Sciences et de Lettres, Classe des Sciences Mathématiques et Naturelles,
Série A: Sciences Mathématiques (1919) 66-72.

Dada una sucesion ortonormalizada de funciones de una variable en un intervalo
[a,b] establece un teorema analogo al conocido resultado de que, salvo en los puntos
2kr, k e N la media aritmética de las » primeras funciones del sistema ortonormal
trigonométrico tiende a cero cuando » tiende a . El teorema de Banach habla de
convergencia en media hacia cero casi por todas partes, por lo que modificando las
funciones en conjuntos nulos se obtiene convergencia puntual por todas partes.
Steinhaus le hizo notar que el resultado era independiente de la completitud de la
sucesion ortogonalizada.

Tres afios mas tarde, en 1923, Banach continuaria estas investigaciones con su
articulo:
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* An example of an orthogonal development whose sum is everywhere different
from the developed function, publicado en los Proceedings of the London Mathematical
Society(2), 21 (1923) 95-97,

cuyo objetivo era determinar una funcién f € L'([a,b])— LZ([a,b]), f(t)>0 para cada

x €[a,b] y un sistema completo ortonormal {y/"(t): n eN} tal que la serie de Fourier

de f (Z d,w,(t),con d, = _r f(Ow, () a't) convergiese puntualmente en [a,b], pero
a
la suma fuese diferente de f(¢) en cada ¢ €[a,b].
En la sesion conmemorativa del 15 aniversario del fallecimiento de Stefan
Banach, con la que abrid sus sesiones la Conferencia de Analisis Funcional organizada
en 1960 por el Instituto Matematico de la Academia Polaca de las Ciencias, Steinhaus

en su conferencia "Recuerdo de Stefan Banach” dijo que este era el trabajo que
personalmente mas le habia impresionado. Banach consider6 una funcién

f el (0.2r)tal que 2j"r: 1y _[2,r f*=w y un sistema ortonormal completo
{(o"(t): n eN} de [ ([a,b], afladiendo a ¢,(t)una constante «, tal que
J:f(t)(a,, +¢,(t))dt = 0. La ortonormalizacién de {a, + ¢,(¢), » € N} por el método
de Schmidt da un sistema ortonormal {w,(¢):n € N}completo en [*([a,b] que
resuelve el problema, pues J:f(t)y/,,(t) dt=0.

Nueve aflos después de su primer trabajo encontramos otra vez juntos los
nombres de Banach y Steinhaus en el articulo

* Sur le principe de la condensation de singularités, Fundamenta Mathematica 9
(1927) 50-61,

donde completando los resultados de su primer articulo conjunto prueban la existencia
de una funcién integrable f(x) tal que las sumas parciales s,(x) de su serie de Fourier

-
tienen la propiedad de que /im sup L|s,,(t)| dt = +o0, para todos los intervalos [«, f].

n—o

El nombre de principio de condensacion de singularidades viene de Hankel y nos
permite la construccion de un ente con infinitas singularidades a partir de infinitos entes
tales que cada uno solo tiene una singularidad.

Banach y Steinhaus reducen el principio de condensacién de singularidades a los
dos siguentes teoremas de célculo funcional:
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Teorema 1.- Sea {u,, (x)} una sucesion doble de funcionales lineales de manera

que a cada p corresponde un x, tal que se tenga

l:m sup ” g\ X "

entonces existe un x, independiente de p, tal que

lim sup "upq (x)": ©
g

Teorema 2.- Sea {u,,, (x)} una sucesién doble de funcionales lineales tales que a

cada p corresponde un x, tal que la sucesion {u,,(x,):q €N} es divergente.

p
Entonces existe un x, independiente de p, tal que todas las sucesiones

{up, (x): g € N} p € N son divergentes.

Saks leyo el manuscrito y simplificé las pruebas del apartado §2, evitando asi
calculos laboriosos.

2. Del nacimiento de los espacios de Banach al teorema de Hahn-Banach.
Contribuciones en teoria de la medida y series ortogonales.

Entre las dos publicaciones éonjuntas de Banach y Steinhaus, que son los
articulos primero (afio 1918) y diecinueve (afio 1927) se detecta un profundo cambio,
cuya evolucion se puede analizar por las diecisiete publicaciones intermedias.

*  Sur l'equation fonctionelle  f(x+y)=(f(x)+ f(y). Fundamenta
Mathematicae 1 (1920) 123-124.

Las funciones reales de variable real que satisfacen f(x+y)= f(x)+ f(»)se
llaman funciones additivas. Cauchy probo en 1821 que toda funcion aditiva satisface
la equacion f(rx) =rf(x)con r racional. Si f es continua se obtiene la linealidad
f(x)=xf(1).Hammel en su trabajo de 1905 en Mathematische Annalen, utilizando el
lema de Zorn, probd la existencia de bases en R sobreQ ,lo que implicaba la
existencia de funciones aditivas no lineales.

Dado pues que en las funciones aditivas de la continuidad se deduce la
linealidad, era natural estudiar condiciones mas débiles que implicasen la linealidad.
Este estudio era propiciado por ciertas investigaciones sobre el fundamento de la
Mecanica, y en particular sobre la ley de composicion de fuerzas.

En este trabajo, Banach, utilizando el teorema de Lusin de que para toda funcion
medible existe otra continua que coincide con ella salvo en un conjunto de medida tan
pequefia como se desee, probd que toda funcién aditiva y medible Lebesgue es lineal.
Este resultado también fue obtenido independientemente por Fréchet, Sierpinski, Kac,



225

Alexiewicz y Orlicz, y fue mejorado por Sierpinski, que demostré que toda funcién
aditiva que sea mayorada por una funcion medible Lebesgue es lineal.

Entonces Banach sofiaba con ser nombrado asistente en la céatedra de
Matematicas de la Escuela Técnica Superior de Léopol (Lwow).

Este suefio se realizo en 1920, cuando Antonio Lomnicki le propuso para este
empleo, obteniendo ese mismo aiio el grado de Doctor. Desde entonces la situacion de
Banach cambio6 diametralmente. Su supervivencia estaba asegurada, se caso y se fue a
vivir a los edificios de la Universidad, en la calle de San Nicolas. De esa época son sus
articulos:

* Sur les ensembles de points ou la derivé est infinie, publicado en los Comptes
Rendus de I'Académie des Sciences de Paris 173 (1921) 457-459.

Lusin probé que el conjunto de puntos en que la derivada de una funcién
continua es +o tiene medida nula. Banach prueba que el conjunto de puntos x en que
f.(x) =+ tiene medida nula para toda funcién f(x) de variable real.

* Sur les solutions d'une equation fonctionnelle de J.Cl. Maxwell, publicado en
Bulletin de I'Académie Polonaise des Sciences et de Lettres, Classe des Sciences
Mathématiques et Naturelles, Série A: Sciences Mathématiques (1922) 1-8.

Examinando la ley de distribucion de velocidades de un gas J.Cl. Maxwell
obtuvo la ecuacion funcional

F@f M) (W)= p(u® +v* +w?)

Los métodos clasicos de su resolucion siempre conllevaban hipétesis sobre la
naturaleza de la funcion f. Si por ejemplo se supone derivabilidad en f el problema se
reduce a la resolucion de una ecuacion diferencial.

En este articulo, con un método elemental, Banach obtiene todas las soluciones

de la ecuacion f(u) f(v) f(w) = p(u* + v + w*) que son del siguiente tipo:

Soluciones continuas: f(x) = Ae™ ,p(x)= A’¢™ con Ay a constantes reales
cualesquiera.

Soluciones discontinuas y medibles: De la forma f(0)=a, p(0)=a’. f(x)=0,
o(x)=0 para x #0,

Soluciones no medibles: Son f(x)= AeH("z), o(x) = A%"™ donde H(x)es
una funcioén aditiva y no lineal.

* Sur les fonctions dérivées des fonctions mesurables, publicado en
Fundamenta Mathematicae 3 (1922) 128-132.
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En este articulo prueba Banach que las derivadas de Dini de una funcién
medible Lebesgue f(x) son funciones medibles Lebesgue, y que las derivadas de Dini

de funciones de clase a de Baire son de clase a+2.

Este resultado fue mejorado en 1942 por Zahorski que probd que la derivada
superior de una funcidn cualquiera, incluso no medible, es de clase 2, resultado también
encontrado por Hajek en 1948. Staniszewska en 1959 prob6 que existen funciones
que satisfacen la condicién de Lipschitz y que ni la derivada superior ni la derivada
inferior es una funcion de clase 1.

En 1922, en el tercer tomo de Fundamenta Mathematicae, aparece publicada su
tesis doctoral, leida en Léopol en 1920). Su titulo es :

* Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux
équations intégrales, Fund. Math. 3 (1922) 133-181.

Era su séptima memoria y la primera que tenia como tema las operaciones
lineales, y representa el nacimiento de la teoria de los espacios de Banach.

La finalidad del trabajo es establecer algunos teoremas validos para distintos
conjuntos de funciones (funciones continuas, sumables, de potencia p-ésima integrable,
funciones medibles acotadas, ...), lo que exige establecer teoremas generales que
eviten el penoso trabajo de repetir las demostraciones en cada caso particular.

En el capitulo I se establecen los teoremas basicos de los que hoy llamamos
espacios de Banach y se dan las caracterizaciones fundamentales de la continuidad de
aplicaciones entre espacios normados.

El capitulo II lo dedica al estudio de algunos tipos de aplicaciones entre espacios
normados y de Banach. Particularmente estudia las aplicaciones aditivas, que con
continuidad se transforman en lineales, y las aplicaciones contractivas, para las que
obtiene un teorema del punto fijo, asi como el desarrollo en serie de la expresion del
punto fijo.

En el capitulo 11l prueba que en los conjuntos de funciones considerados en su
tesis convergencia en norma implica convergencia en medida y que de una sucesion
convergente en norma a cero se puede extraer una subsucesién dominada casi por
todas partes.

Aplica la nueva teoria, que pronto se llamara de espacios de Banach, a la
ecuacion integral de Fredholm.

El padre de la cibernética, Norbert Wiener, estuvo interesado en los espacios de
Banach, pues en su autobiografia publicada en Londres en 1956 con el titulo “/ am a
mathematician” relata que fue Fréchet el primero que representd las formas lineales

continuas del espacio L* pero que no se decidié a construir un sistema de postulados

definiendo una estructura general de la que L* fuese uno de sus numerosos ejemplos.
Fréchet atribuia a Wiener este mérito. Por ello sigue relatando Wiener que en 1922,
siendo invitado de Fréchet con ocasién de un congreso matematico en Strasburgo,
sucedié que Fréchet, muy excitado, le mostré este articulo de Stefan Banach (Sur les
opérations dans les ensembles abstraits et leur applications aux équations integrales)
publicado le dijo, un tanto despectivamente, en una revista matematica polaca. Fréchet
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estaba irritado por el hecho de que Banach hubiese dado varios meses antes que Wiener
un sistema de axiomas de un espacio vectorial con un numero infinito de dimensiones
idéntico al sistema axiomadtico de Wiener.

“De esta manera, escribe Wiener, la nueva teoria se denomin6 durante algiin
tiempo, teoria de los espacios de Banach-Wiener. Sin embargo, continua Wiener, yo no
he escrito mas que algunas notas de este tema del que progresivamente me he retirado.
En el momento presente estos espacios llevan unicamente, como justo titulo, el nombre
de Banach”..

Después de haber hecho esta confesion, Wiener dedica varias paginas de su
autobiografia a comentar este contratiempo y a explicar que abandoné este campo por
haber pensado que la teoria de espacios de Banach era casi un puro formalismo que no
podria producir una cantidad suficiente de teoremas no triviales desconocidos hasta
entonces. Ahora en su autobiografia Wiener confiesa que se habia equivocado, ya que
“después de los treinta y cuatro afios pasados desde el congreso de Strasburgo la teoria
de los espacios de Banach continuaba siendo un instrumento popular de analisis,
comenzando a desarrollar ahora su pleno valor como método cientifico”.

En ese mismo afio, 1922, Banach obtiene la habilitacion, siendo ascendido dos
meses después a profesor extraordinario o profesor de conferencias. Para hacerle
progresar la Universidad de Leopol no fue escrupulosa con los rigurosos reglamentos
existentes. Banach tenia treinta afios y ya era muy estimado.

En 1923 Banach es nombrado miembro de la Sociedad de Ciencias y Letras de
Ledpol y publica su célebre articulo

* Sur le probléeme de la measure, en Fundamenta Mathematicae 4 (1923) 7-33,
En este articulo Banach resuelve un problema del libro de Lebesgue Legons sur

l'intégration (1905), quien al enunciar las seis propiedades que caracterizan a su
integral:

—

* Cualesquiera que sean a,by A, J: F(x)d = ﬁhfx — h)dx.

2* Cualesquiera que sean a,by c, J: F(x)dx + .[ f(x)dx+ f F(x)dx=0.
¥ [0+ gende= [ 70+ [gar.

4 Si £20 ysib>a setiene que ff(x)dxzo.

5% Se tiene que _Eldx =1.

6* Si { fu(x), n eN} es una sucesion creciente hacia f(x),la integral de

f,(x) tiende creciendo hacia la integral de f(x).
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plantea como problema si la propiedad sexta es independiente de las otras cinco.
Banach prueba que se puede asignar a toda funcién acotada de variable real f(x)y a
todo intervalo [a,b]un numero /(f) que verifica las cinco primeras condiciones de
Lebesgue, de forma que extiende la integral de Riemann, pero para una funcién
f(x) integrable Lebesgue se tiene que este nimero /(f) no coincide con su integral de
Lebesgue, de lo que deduce que / no verifica la condicion sexta, resolviendo asi el
problema de Lebesgue.

Otro antecedente de este articulo estd en el libro Grundziige der Mengenlehre
(1914) Hausdorff que trata el problema de la medida, consistente en asignar a cada
conjunto acotado £ de un espacio de dimension » un nimero m(E) que verifique las
condiciones siguientes:

1) m(E)=0.

2) m(E) =1, para un conjunto E, del espacio considerado.

3) m(E,UE,)=m(E,)+m(E,),si E,NE,=0.

4) m(El) =m(E2)si los conjuntos E,y E,son superponibles (es decir si

existe un movimiento que transforma £, en E,).

Hausdorff prueba que este problema de la medida no tiene solucion general en
el espacio de tres 0 mas dimensiones. Tampoco tiene solucion sobre una esfera del
espacio tridimensional, pues con ayuda del axioma de Zermelo descompone
paraddjicamente esa superficie en cuatro conjuntos 4, B, C y D, siendo D de medida
nula, 4, B'y C son superponibles y A es superponible con BUC, por lo que si existiese
la medida m se llegaria a la contradiccion m(A4)=1/2 y m(A)=1/3.

Banach prueba en este trabajo que se puede atribuir una medida a todo

subconjunto de Ry a todo subconjunto de R*, resolviendo el problema de Hausdorff

en Ryen R”.Lamedida que construye se la llama medida de Banach o universal.
Este trabajo de Banach supone el comienzo de una serie de trabajos aportando
generalizaciones de las medidas universales en diversos sentidos, asi como aplicaciones
de estas medidas. El problema representativo consiste en considerar un conjunto S, un
grupo G de transformaciones definidas en S, un algebra 2 de conjuntos definida en S
que sea G invariante y una subalgebra 7,(c 4) que también sea G invariante, suponer
que m, es una medida G-invariante definida en 4, y encontrar una medida m en A
que sea G-invariante. Son muchos los matematicos que se han ocupado de este
problema llegando hasta los actuales. Limitdndonos s6lo a algunos de los que trataron
este problema poco después de la publicacion del trabajo de Banach deberiamos citar a
Day, Kakutani, Markow, Morse, von Neumann, Sierkinski y Tarski. Todos ellos, en una
u otra forma, utilizaron un teorema que Banach publicé en 1929, conocido como el
teorema de Hahn-Banach de extension de funcionales lineales, que utiliza el lema de
Zorn. Ryll-Nardzewski en su trabajo On the problem of the effectivity of the Hanh
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Banach theorem da interesantes resultados de extension sin utilizar el axioma de
eleccion. ,

Los cuatro articulos de Banach publicados en 1924 estan alrededor de la teoria
de conjuntos y de la medida, y le llevan a la paradoja de Banach Tarski. Sus titulos son:

* Sur un théoréme de M. Vitali, publicado en Fundamenta Mathematicae 5
(1924) 130-136,

donde da respuesta negativa a la pregunta de Carathéodory de la validez del teorema de
Vitali sobre el recubrimiento de conjuntos planos. Banach prueba que el teorema de
Vitali no es cierto si el conjunto plano se recubre por rectangulos en que la relacién de
lados no esta acotada. Ademas este trabajo contiene la demostracion del teorema de
Vitali que se encuentra en la mayoria de los libros de teoria de la medida.

* Sur une classe de fonctions d'ensemble, también publicado en Fundamenta
Mathematicae, 6 (1924) 170-188.

* En este articulo Banach considera una familia #,de subconjuntos del
cuadrado fundamental de vértices (0,0),(0,1),(1,0)y (1,1) que contiene a los cuadrados
cerrados contenidos en el cuadrado fundamental, de manera que 7, es estable frente a
la unién de conjuntos disjuntos y a la obtencion de complementos, por lo que la clase
de funciones de conjuntos considerada en este articulo es mas amplia que la que
estudio de la Vallée-Poussin.

Para estas funciones Banach obtiene los siguientes resultados:

i) Las derivadas superior e inferior son medibles.

ii) Si una de estas funciones es de variacién acotada se tiene que el conjunto de
puntos donde una de las derivadas superior o inferior es infinito tiene medida nula.

iii) Cuando una de estas funciones F es de variacion acotada y satisface la
condicion F(E,UE,) < F(E,)+ F(E,)cuando E,y E, son subconjuntos disjuntos de
H,, deduce que F tiene derivada casi por todas partes. A una funcion F que cumpla
estas condiciones Banach le llama una funcién normal.

Estas propiedades tuvieron muchas aplicaciones en las investigaciones sobre
transformaciones continuas, curvas rectificables y dreas de superficies y aunque Banach
las formulé en dimensién 2 se deduce inmediatamente que valen para cualquier
dimensién finita. El mismo Banach las aplic6 en su celebre trabajo Sur la
décomposition des ensembles de points en parties respectivement congruentes, que
contiene la paradoja de Banach-Tarski.

*Un théoréme sur les transformations biunivoques, también publicado en
Fundamenta Mathematicae 6 (1924) 236-239.
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Es bien conocido que la paradoja de Bertrand Russell enriquecié la
fundamentaciéon de la Matemética, pues motivé la obra Principia Mathematica de
Bertrand Russell y Norbert Withehead asi como el sistema axiomético de Zermelo,
~ Fraenkel y Skolen.

El razonamiento de la paradoja de Bertrand Russell es idéntico al utilizado en la
prueba del teorema de Cantor Schroder Bernstein que establece la antisimetria en la
relacion de orden < entre cardinales. El trabajo que analizamos ahora es consecuencia
de un profundo analisis de Banach sobre las diferentes demostraciones de este teorema,
y prueba que todas ellas hacen uso implicito del siguiente teorema general de
transformaciones biunivocas: ;

Si ¢ es una aplicacion biyectiva de A en un subconjunto de By si v es una
aplicacién biyectiva de un subconjunto de A sobre B, entonces existen dos particiones
de A=A UA, y B=B/UB, tales que p(A4,)=B, y w(4,)=B,.

Banach aplica este teorema en el siguiente trabajo para probar la paradoja de
Banach-Tarski.

* Banach S. y Tarski A.: Sur la décomposition des ensembles de points en
parties respectivement congruentes. Fund. Math. 6 (1924) 244-277.

En este excepcional trabajo, que paraddjicamente sus autores le consideran
como “Nota”, se estudia la equivalencia de conjuntos de puntos por descomposicion
finita o numerable. Dos conjuntos de puntos situados en un espacio métrico son
equivalentes por descomposicion finita (o numerable), cuando pueden ser
descompuestos en un niimero finito e igual (o en una infinidad numerable) de partes
disjuntas respectivamente congruentes. Con este trabajo Banach va mas alla de la
descomposicion paradéjica de Hausdorff de la esfera y obtiene estos resultados:

En un espacio euclideo de dimension n>3 dos conjuntos arbitrarios, acotados
Y con puntos interiores (por ejemplo dos esferas con radios diferentes) son
equivalentes por descomposicion finita.

El mismo resultado es vdlido para los puntos situados sobre una esfera.

Pero el teorema andlogo para el espacio euclideo de dimension 1 o 2 es falso.

Por otra parte en un espacio euclideo de dimension nz1dos conjuntos
cualesquiera con puntos interiores, acotados o no, son equivalentes por
descomposicion numerable.

La demostraciéon de estos teoremas se basa en los resultados de teoria de la
medida obtenidos por Hausdorff (pueden verse en su libro de teoria de conjuntos), por
Vitali (1905, Sobre el problema de la medida de conjuntos de puntos en un recta) y por
el propio Banach en los dos trabajos anteriores y en su articulo Sur le probleme de la
measure, asi como en una utilizacion muy aguda del axioma de eleccion.

De estos teoremas se deduce que dos poliedros arbitrarios son equivalentes por
descomposicion finita y que dos poligonos diferentes, que uno esté contenido en el otro,
nunca son equivalentes por descomposicion finita. La primera consecuencia es
paradéjica, en tanto que la segunda parece estar de acuerdo con la intuicion. El axioma
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de eleccion interviene en la demostracion del primer resultado mucho mas que en el
segundo.
En los libros se recoge parte de los resultados de este articulo probando que la

esfera unidad de R’ puede dividirse en A, 4y,...;4,,B,B,,... y B, subconjuntos
disjuntos dos a dos de forma que moviendo adecuadamente A4,, 4,,...y A4, se puede
reconstruir una esfera de radio 1 y con otros movimientos aplicados a B,, B,,... y B, se

reconstruye otra esfera de radio 1. Es obvio que esos conjuntos en que se descompone
la esfera no son medibles Lebesgue, y este tipo de descomposicion, posible gracias a la
admision del lema de Zorn, hace imposible la construccion de una medida universal

aditivaen R,

Otra vez este trabajo de Banach abri6 una nueva linea de investigacion
estudiando descomposiciones paraddjicas de bolas y esferas en espacios euclideos,
elipticos e hiperbdlicos, y atrajo nombres como Adams, Dekker, de Groot, Marczewski,
Mycielski, Robinson, Sierpinski, von Neumann y Tarski. Robinson, por ejemplo,
demostré que la bola en R de radio » es congruente por descomposicién en cinco
partes con dos bolas disjuntas de radio r, siendo imposible la duplicacién de la bola
de R’ con menos partes.

No nos debe extraiiar que en este afio 1924 Banach fuese nombrado miembro
correspondiente de la Academia Polaca de Ciencias. Lo que resulta sorprendente es que
muriese sin haberle encontrado sillon en esa Academia.

En 1925 Banach public6 los siguientes articulos:

* Sur les lignes rectifiables et les surfaces dont l'aire est finie. Fund. Math. 7
(1925) 225-236.

En este trabajo Banach demuestra que si C es un arco simple en el plano
entonces la condicion necesaria y suficiente para que C sea rectificable es que las
funciones N, (s,C)y N,(s,C) sean integrables, donde N,(s,C)es el numero de
puntos en que la recta x = s corta al arco C.

Para una definicion adecuada de area, considera la imagen S continua y
biunivoca de un cuadrado y representa por N,,(s,¢,S) al nimero de puntos en que la
recta x = s corta a S. Definiendo de forma andloga N,,(s,t,S) y Nyz(s,t,S) enuncia
el teorema siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que la superficie S tenga drea finita es
que las funciones N, (s,t,S), N,,(s,t,S)y N,,(s,t,5)sean integrables en el sentido
de Lebesgue.

Estos resultados han tenido un importante papel en el estudio de las curvas
rectificables y del area de una superficie, como puede verse en las monografias de
Radd, Cesari y Saks. La funcién N(¢)sela llam6 funcion de multiplicidad Banach de
o indicatriz de Banach.
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También prueba que la condicion necesaria y suficiente para que una funcién
continua y = f(x)de variacion acotada sea absolutamente continua es que todo
conjunto de medida nula situado sobre el eje OX sea transformado en un conjunto de
medida nula situado sobre el eje OY, contestando asi a una pregunta de Hahn en su libro
Theorie der reellen Funktionen (1921).

Las funciones que transforman un conjunto de medida nula situado en el eje OX
en un conjunto de medida nula situado en el eje OY se dice que tienen la propiedad N,
introducida por Lusin en su importante memoria de 1915 sobre integracion y series
trigonométricas. El teorema de Banach nos dice que en la clase de funciones de
variacion acotada la propiedad N de Lusin equivale a la continuidad absoluta. Esto es
también una consecuencia del teorema de Radon Nikodym. Menchoff y Saks probaron
que esta equivalencia es valida en una clase mas amplia de funciones, a saber las
funciones continuas, diferenciables casi por todas partes y con derivada sumable.

Banach transporta los resultados de rectificacion de curvas al calculo de areas de
superficies, y define la variacion y la continuidad absoluta de manera que recuerdan las
definiciones en el caso de una variable. Sus ideas fueron continuadas por Rado y
Reichelderfer. Young tomé la definicion de Banach de area como modelo en la
definicion de area intrinseca, uniendo las ideas de Banach con la teoria de la medida
de Carathéodory. Schauder desarrollo las ideas de Banach relativas al jacobiano
generalizado.

Para resaltar la importancia de este trabajo de Banach debemos sefialar que antes
de su aparicion se utilizaba preferentemente la definicion de Lebesgue y Peano de édrea
de una superficie, relegando a un segundo plano la teoria proyectiva del area de-
superficies que utiliza las relaciones entre el drea de las superficies y el area de sus
proyecciones sobre los planos coordenados.

* Sur une propriété caractéristique des fonctions orthogonales. Comptes Rendus
Acad. Sci. Paris 180 (1925) 1637-1640.

Esta comunicacion de Banach contiene la aplicacion de un teorema de su tesis
doctoral a la convergencia de series ortogonales en C([0,1]).

Sea { Suon eN} una sucesion completa de funciones continuas ortonormales.

Sea {a,,,n eN} la sucesion de coeficientes de Fourier de una funcién continua ¢

respecto a {f,,,n € N} y sea E el conjunto de todas las sucesiones {a,,,n € N}
correspondientes a todas las funciones continuas ¢ posibles.

Es evidente que dos sucesiones {f,,,n € N} y {g,,,n eN} pueden engendrar el
mismo conjunto E. Pues bien, entonces las series Za, f, y Za,g, son simultdneamente

uniformemente convergentes o no.
Las ideas de esta comunicacion fueron el origen de la teoria de los
multiplicadores, desarrollada por Steinhaus, Orlicz y Marcinkiewicz.
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* Sur le prolongement de certaines fonctionneles. Bulletin des Sciences
Mathématiques (2) 49 (1925) 301-307.

Sea B un subconjunto denso en un espacio métrico conexo por arcos E y sea U
una aplicacion definida en E con valores en R . Si la oscilacion de U en el punto x es
estrictamente positiva se tiene que U no es continua en x. Si suponemos que la
oscilacion de U es estrictamente positiva en cada punto de E-B, ;puede afirmarse que
U no es continua en B? Banach prueba que la respuesta es afirmativa si, y sélo si, B
noesun Gy

Con este resultado Banach resuelve una modificacion de un problema del libro
de Paul Levy Legons d'analyse fonctionnelle, con el que caracteriza cuando una
aplicacion lineal continua respecto a la topologia de la convergencia uniforme en las p
primeras derivadas no es continua utilizando la convergencia uniforme de las p-1
primeras derivadas.

Los articulos de Banach en 1926 fueron:

* Sur la convergence presque partout de fonctionnelles linéaires. Bulletin
des Sciences Mathématiques (2) 50 (1926) 27-32 y 36-43.

Lebesgue en 1909 obtuvo el siguiente resultado: Para que las funciones
acotadas  de la  sucesion {(p,,:n eN} tengan la  propiedad de que

lim E f(x)gp,(x)dx =0, cualquiera que sea la funcién sumable f(x)es necesario y

suficiente que para todos los n'y para casi todos los x (es decir,salvo en un conjunto
nulo) se tenga que

|¢n(x)l <M, lim f "(x)dx =0

para todos los a pertenecientes al intervalo [0,1].

Del teorema de Lebesgue se deducen facilmente las condiciones necesarias y
suficientes que deben cumplir los nicleos { K, (x,y), ne N} para que

lim [K, (5,00 () =0

para cada x y cada funcion sumable f(y), resultado mejorado por Banach a partir del
siguiente resultado general, que recuerda el teorema de Baanch Steinhaus:
Si una sucesion {U,, (x), n eN} de operadores lineales y continuos en medida

(es decir, limx, =x implica que lim U,(x,)=U(x)en medida) converge casi por
por®

todas partes a U(x) se tiene que U(x) es continuo en medida.
La aplicacion de este teorema a L'([0,1]) considerando que las funciones

medibles {K,(s,t), neN}en [0,1 verifican |K,(s,1)|< M,(s)y que los polinomios
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formados con las funciones g¢,(¢)que toman el valor 1 en [0,z]y 0 en [z1])son un

conjunto denso en L'([0,1]),le lleva a que si /im fK,,(x, y)dx =0 c.p.p. para todos
: n—o

los z €[0,1] se tiene que [lim EK,,(x, y)f(y)dx =0c.p.p. para todas las funciones
n—>o
S eL'qo).
* Sur une classe de fonctions continues. Fund. Math. 8 (1926) 166-172.

Banach habia probado en 1925 que en la clase de funciones de variacién acotada
la propiedad N de Lusin equivalia a la continuidad absoluta. Aqui contesta a la pregunta
de Lusin, contenida en su memoria de 1915, sobre la existencia de derivada en una
funcion con la propiedad N, probando que toda funcién continua que satisface la
propiedad N admite derivada finita en un conjunto de puntos de medida positiva. Ya
Ruziewicz habia construido una funcién continua con la propiedad N que no tenia
derivada en un conjunto de puntos de medida no nula.

Supongamos que £ es un conjunto, IE| es su medida exterior, f(x) es una funcién

continua en un intervalo [a,b]y E,=f(E). Banach dice que una funcién
f(x) continua en [a,b] satisface la condicién S si a cada & > 0 corresponde un > 0de
manera que |E|<7y implica |E |<é&. Posteriormente Fichtenholz demostré que la

propiedad S era estrictamente mas fuerte que la propiedad N. La funcién del ejemplo
de Ruziewicz también tiene la propiedad S, por lo que no tiene derivada en un conjunto
de puntos de medida no nula. En este trabajo Banach prueba que la unién de las
condiciones N y T, (que sea nula la medida exterior del conjunto de valores que ftoma

una cantidad infinita de veces) equivalen a la condicién S. También prueba que toda
funcion absolutamente continua tiene la propiedad S.

En una nota en Comptes Rendues, Bary y Menchoff indican, sin demostracion,
que la condicioén necesaria y suficiente para que una funcién continua f'sea composicion
de dos funciones absolutamente continuas es que el conjunto de valores de x donde fno
tiene derivada tenga medida nula. Este resultado no es demostrable, pues el ejemplo de
Ruziewicz tiene la propiedad S y no tiene derivada en un conjunto de puntos de medida
nonulay Banach y Saks en 1928 publicaron:

* Sur les fonctions absolument continues des fonctions absolument continues.
Fund. Math. 11 (1928) 113-116.

donde prueban que la propiedad S es la condicion necesaria y suficiente para que una
funcion continua sea la composicion de dos funciones absolutamente continuas. Esta
propiedad fue demostrada simultaneamente y con independencia por Bary.

En 1927 Stefan Banach publicé otros dos articulos: Sur le principe de la
condensation de singularités (Fund. Math. 9 (1927) 50-61), conjuntamente con
Steinhaus y ya comentado. El otro es:
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* Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux équations partielles
du second ordre. Mathematische Zeitschrift 27 (1927) 68-75.

Bajo un conjunto de condiciones que cumple cierto conjunto de funciones
encuentra que la primera variacion f en el sentido de Paul Levy de cierto funcional
continuo verifica la ecuacionVf + Af =0. Ademés prueba que en primera
aproximacion las funciones que definen las deformaciones de un cuerpo homogéneo
son analiticas y satisfacen la ecuacion Vf + Af =0.

Banach fundé en 1929 la revista Studia Mathematica que dirigio conjuntamente
con H. Steinhaus hasta 1941, en cuyo primer tomo publica los articulos:

* Sur les fontionnelles linéaires. Studia Math. 1 (1929) 211-216.
* Sur les fontionnelles linéaires 1. Studia Math.1 (1929) 223-239.

Estos articulos contienen los pilares del analisis funcional, ya que encontramos
el célebre teorema de extension de Hahn-Banach, en su forma de extension de formas
lineales continuas definidas en subespacios y de interpolacion de una forma lineal entre
-p(-x) y p(x), siendo p(x) una funcién real subaditiva y homogénea definida en un
espacio normado real, asi como los teoremas de la aplicacion abierta y de la grafica
cerrada, pues Banach prueba que si £ es un espacio de Banach respecto a las normas

Ix|y |x|,de manera que de /im |x,| =0 se deduce que lim [x,[ =0 entonces las
H—>x0 H— 0

normas |x| y ||, son equivalentes (lo que equivale ala existencia de dos constantes m

y M tales que m < ||x||/||x|, < M para x#0.

Estos articulos contienen consecuencias célebres de los referidos teoremas,
como el teorema de separacion de puntos y cerrados, la existencia de formas lineales
continuas con valores asignados en ciertos vectores, clausura débil de un subespacio,
dualidad, convergencia débil y trasposicion.

Cuanto menos resulta sorprendente que muchos libros siguen conservando la
exposiciéon de Banach de estos teoremas fundamentales del Analisis Funcional. Kéthe,
por citar un ejemplo, reproduce en su célebre tratado Topological vector spaces algunas
de las pruebas de Banach.

Con sdlo estos dos cortos articulos Banach hubiese entrado con derecho propio
en la historia de la Matemadtica. Ademas, en 1929 Banach publica el tomo I de su libro
Cdlculo diferencial e integral (Rachunek rozniczkowy i calkowy) tomo 1. Zaklad
Narodowy im. Ossolinskich, Lwéw, (1929)) y en colaboracion con S. Saks escribe el
articulo

* Sur une généralisation du probleme de la measure. Fund. Math. 14 (1929)
127-131.

Lebesgue llama problema de la medida a definir una funciéon m(x) que haga
corresponder a cada subconjunto X de [0,1] un namero real m(X) > 0 tal que:
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I. Si X, y X, son superponibles entonces m(X,) = m(Xz).
II. Si X,. X,.... es una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos se tiene que

m(X,UX,U..) = m{X,) + m(X,) +...
1L m{fo.1])=1

Desde el ya referido trabajo de Vitali de 1905 titulado Sobre el problema de la
medida de conjuntos de puntos en una recta se sabe que no es posible resolver el
problema de la medida de Lebesgue. Ahora Banach y Kuratowski prueban que
tampoco es posible resolver el problema de la medida con condiciones menos
restrictivas, sustituyendo I y III por que la medida de un conjunto unitario sea 0 y que la
medida no sea idénticamente nula.

La existencia de la descomposicion de Banach-Kuratowski es consecuencia de
un resultado de Sierpinski sobre la existencia en [0,1] de un conjunto de Lusin de
cardinal el continuo, que implica la existencia de una funcién continua que no es
uniformemente continua en ningin subconjunto no numerable, que determina una
descomposicion de Banach y Kuratowski.

El resultado de Banach y Kuratowski tiene dos generalizaciones: Una se debe a
Ulam, quien probé que la hipétesis del continuo puede ser reemplazada por la hipoétesis,
mas débil, de que el continuo es inferior al primer aleph inaccesible en sentido amplio.
La otra se obtiene sustituyendo el conjunto £ =[0,1] por otros conjuntos, utilizando una
descomposicion andloga a la de Banach Kuratowski adaptada a cardinales mas
elevados, que cuando el cardinal del conjunto no sea regular exige un método de
razonamiento nuevo, que ha sido muy empleado posteriormente. Esta generalizacion
fue hecha por Banach en el articulo:

* Uber additive Mabfunktionen in abstrakten Mengen. Fund. Math. 15 (1930)
97-101.

donde Banach admitiendo la hipdtesis del continuo generalizada da respuesta negativa
al problema de la existencia de una medida numerablemente aditiva en E, cuando el
cardinal m de E es inferior al primer aleph inaccesible.

Ulam extendi6 el resultado de Banach probando que la respuesta era también
negativa para los cardinales inferiores al primer aleph inaccesible en sentido amplio.
Utiliz6 una descomposicién singular de E que ahora se llama descomposicion de Ulam.
Probd que podia reducir su trabajo a las medidas booleanas que no tomaban mas que
los valores 0 y 1. Con esta reduccion probo que no se podia determinar una medida
no nula, booleana, y nula sobre los subconjuntos unitarios cuando el cardinal del
conjunto era inferior al primer aleph inaccesible en sentido amplio.

El problema de la existencia de medidas con valores 0 y 1 se presenta en diversas
partes de la matematicas. Se presenta en el problema de Mazur de la representacién de
los funcionales lineales en el espacio de las funciones reales definidas en un conjunto
dotado con la topologia de la convergencia puntual, en la representacion de los
funcionales aditivos y multiplicativos en los productos cartesianos de algebras lineales
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(Zelazko) asi como en la estabilidad de ser ultrabornoldgico el producto de espacios
ultrabornolégico (teorema de Mackey-Ulam). También se presenta en investigaciones
sobre los fundamentos de las matematicas; se suele decir que un cardinal m es medible
si existe una medida no nula y con valores 0 y 1 en la o -algebra de todas las partes de
un conjunto £ de cardinal m, siendo cero la medida de cada conjunto unitario. En caso
contrario, el cardinal m se dice que no es medible.

El resultado antes citado de Ulam nos dice que los cardinales inferiores al primer
cardinal inaccesible en sentido amplio son no medibles. En 1960, Tarski, sirviéndose
de ciertos resultados de Hanf, probé que el primer aleph inaccesible en sentido estricto
es no medible, lo que da una idea del tamaifio del primer cardinal medible, si existe. La
primera demostracion de Tarski era metamatematica, si bien inmediatamente Keisler y
Tarski introdujeron unas operaciones que aplicadas a los cardinales producian
cardinales mayores, de forma que aplicadas a cardinales no medibles siempre daban
cardinales no medibles. Asi dieron un método matematico para comprobar lo grande
que es un cardinal medible. (Creo que no se sabe si la admision o no de la existencia
de cardinales medibles implicara alguna contradiccion. Si se sabe, por un teorema de
Scott, que la demostracion de Godel de la compatibilidad de la hipétesis del continuo
generalizada no se aplica a la teoria de conjuntos enriquecida con el axioma de la
existencia de cardinales medibles. El teorema de Scott establece que la existencia de un
conjunto E de cardinal medible implica que todos los conjuntos no constructibles en
el sentido de Godel tienen cardinal medible).

Los resultados del articulo que estamos comentando hubiesen bastado para llenar
el afio de un gran matematico. Pero en 1930 Banach dio mucho mas a la ciencia, pues
ademas de publicar el segundo tomo de su calculo diferencial e integral (Rachunek
rozniczkowy i calkowy (Cdlculo diferencial e integral) tomo 2. Ksiaznica-Atlas, Lwow,
(1930)) nos dejo tres publicaciones mas:

* Sur la convergence forte dans le champ [P . Studia Math.2 (1930) 51-57, en
colaboracion con Saks.

F. Riesz probo la reflexividad de los espacios L”, para p > 1, que equivale a

que cada sucesion {x,,,n € N} acotada de L” contiene una subsucesion débilmente
convergente.

Banach y Saks hacen observar que es obviamente falso que cada sucesion
acotada en L contenga una subsucesion convergente en L y prueban que si es cierto que
cada sucesion acotada de L contenga una subsucesion que en media converge en L.

Como corolario dan el mismo resultado en el espacio de sucesiones /7, para p>1.

* Uber einige Eigenschaften der lakundren trigonometrischen Reihen. Studia
Math. 2 (1930) 207-220.

* Bemerkung zur Arbeit "Uber einige FEigenschaften der lakundren
trigonometrischen Reihen". Studia Math. 2 (1930) 251.

La segunda de estas dos publicaciones contiene unas correcciones a la primera.
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Sidon probo que si una funcién f(x) acotada y medible tiene serie de Fourier de

la forma (1/2)a, + ={a, cosk, t +b,senk, t} con (k,,,/k,)>k>1 entonces la serie
de Fourier es absolutamente convergente. Zygmund probé que si f(x) es integrable y

su serie de Fourier es de la forma precedente entonces f(x)” es integrable para p>0.

Estos teoremas fueron el punto de partida del trabajo de Banach, que apoyandose
en ellos y con métodos de Analisis Funcional estableci6 los resultados siguientes,

relativos al caso en que (k,”, /k,,) >k>1:

1. Si la serie E{a,f + b,f} converge, existe una funcion continua f(¢) con serie de

Fourier (1/2)a, + £{a, cosk, t +b, senk, t} .

n» n’

2. Si las sucesiones: {a n eN} y {b n eN} tienden a cero, existe una funcion

integrable f(¢) con serie de Fourier (1/2)a, + £{a, cosk, ¢ +b, senk, t} .

De estos teoremas dedujo estas consecuencias, que generalizan un teorema de
Carleman y otro de Orlicz:

a) Existe una sucesion {e(n), ne N} de niimeros positivos que converge a cero y
una funcién continua f(¢) con serie de Fourier (1/2)a, + Z{a,, cosk, t +b, senk, t} tal

nlz-s(n) + |b,, lz—r:(n)

que la serie Z{|a } diverge.

b) Existe una sucesion {l(n),n eN} que diverge a +w y una funcién

x(t) integrable con serie de Fourier (1/2)a, +E{a,,,, cosk,t+b, senk,,t}tal que la

serie Z{|a,,|'1(") +|b,,|'1(")} diverge.

Sidon posteriormente dio demostraciones constructivas de los teoremas 1 y 2, sin
utilizar recursos del analisis funcional que utilizasen el lema de Zorn. Otra
demostracion constructiva del teorema 2 se debe a Zygmund.

* Théoréme sur les ensembles de premiére catégorie. Fund. Math. 16 (1930)
395-398.

Banach prueba que en un espacio métrico si un conjunto A es de primera
categoria en cada uno de sus puntos, entonces A es de primera categoria.

De este resultado saca algunas consecuencias: Por ejemplo el teorema de
Kuratowski de que dada una serie convergente de funciones continuas

{ Ia (x)} definidas en un espacio métrico separable y con valores en un espacio métrico
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arbitrario se tiene que el conjunto de puntos de discontinuidad de la funcion
f(x)=Ilimf,(x)es de primera categoria, es cierto si se quita la condicién de
separabilidad.

Obtiene una generalizacién similar con las funciones representables
analiticamente sobre un espacio métrico, extendiendo un resultado de Baire.

Un conjunto A de un espacio métrico se dice que tiene la propiedad de Baire ni
no existe ninguna bola en la que el conjunto 4 y su complementario sean los dos de
segunda categoria. Lebesgue probé que en un espacio métrico separable la union de
una cantidad numerable de conjuntos con la propiedad de Baire tiene la propiedad de
Baire. Banach con el teorema precedente pudo quitar la condicion de separabilidad,
deduciendo que en todo espacio métrico los conjuntos de Borel tienen la propiedad de
Baire.

En este fecundo afio 1930 Banach recibio el premio de investigacion de la
ciudad de Léopol.

3.- La teoria de las operaciones lineales

En 1931 es nombrado miembro de la Sociedad de Ciencias y Letras de Varsovia
y publica en polaco su obra principal, la Teoria de las operaciones lineales (Teorja
operacyj, Tom 1. Operacje liniowe. (Teoria de las operaciones, Tomo I. Operaciones
lineales).Kasa im.Mianowskiego, Warszawa), que completada y traducida al francés fue
reeditada al afio siguiente con el titulo Théorie des operations linéaires. Monografie
Matematyczme 1, Warszawa (1932). Después aparecerian diferentes ediciones en
inglés.

* En 1931 Banach habia sido uno de los fundadores de la coleccion
Monografie Matematyczne, de la que fue miembro del comité de redaccion hasta su
muerte. Obsérvese que el primer libro de esa coleccion fue la obra de Banach que
estamos comentando, pronto conocida en todo el mundo matematico.

Esta obra es la continuacion natural enriquecida de su tesis (Sur les opérations
dans les ensembles abstraits et leur application aux équations integrales). Al
comentar la tesis ya indicamos que su éxito proviene de que gracias a los llamados
espacios de Banach se pueden resolver de forma general un gran numero de problemas,
que de otra forma deberian ser tratados separadamente exigiendo mucha ingeniosidad.
En otras palabras: De los espacios de Banach parte un potente edificio en el que
Banach tiene el mérito de haber puesto todos los pilares. El mismo indicaba en 1932
que la teoria de las operaciones lineales, creada por Vito Volterra, tiene por objeto el
estudio de funciones definidas en espacios de infinitas dimensiones y que en dominios
muy importantes de las matematicas esta teoria habia penetrado de una forma esencial.
Indicaba que bastaba recordar que la teoria de las ecuaciones integrales y el céalculo de
variaciones se presentan como casos particulares en distintos capitulos de la teoria de
ecuaciones lineales.
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En la teoria de las operaciones lineales los métodos de la matematica clésica se
unen a los métodos modernos de una forma perfectamente armoniosa y completamente
eficaz. Permite interpretar los teoremas de la teoria de conjuntos o de la topologia de
forma inesperada. Por ejemplo, el teorema topoldgico sobre el punto fijo se traduce
mediante la teoria de operaciones lineales en el teorema clésico sobre la existencia de
soluciones de ecuaciones diferenciales. Hay partes importantes de la matematica cuyo
conocimiento no es posible sin la ayuda de la teoria de las operaciones lineales.

La teoria de las operaciones lineales merece, por su valor estético, por la
profundidad de sus razonamientos y. por sus numerosas aplicaciones el interés creciente
que le han prestado y prestan los matematicos. No resultard extrafia la opinion de
Hadamard que considera la teoria de las operaciones lineales como uno de los métodos
mas potentes de investigacion matematica.

En el libro de Banach se recogen los resultados que hacen referencia a las
operaciones lineales definidas en ciertos espacios generales, particularmente alli /os
espacios de tipo (B), hoy espacios de Banach, de los que son casos particulares los
espacios de funciones continuas, los de funciones de potencia p-ésima integrable, los
espacios de Hilbert, etc.

Con su teoria de operaciones lineales, Banach obtiene la interpretacion de
teoremas generales en diversas disciplinas matematicas: Teoria de grupos, ecuaciones
diferenciales, ecuaciones integrales, ecuaciones con una infinidad de incdgnitas,
funciones de variable real, series ortogonales, etc.

Es muy interesante ver que ciertos teoremas producen resultados en disciplinas
muy alejadas unas de otras. Por ejemplo, el teorema de extensién de un funcional
aditivo resuelve simultineamente el problema general de la medida, el problema
de los momentos y el de la existencia de soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales con una infinidad de incognitas.

La critica oficial de la obra Teoria de las operaciones lineales de Banach se
puede leer en el Bulletin of the American Mathematical Society 40 (1934) 13-16, donde
Tamarkin escribe que "representa la cuspide digna de atencion de una larga serie
de investigaciones iniciadas por Volterra, Fredholm, Hilbert, Hadamard, Fréchet,
Fréderic Riesz y continuadas de una manera muy eficaz por Stefan Banach y sus
discipulos". Tamarkin afiade inmediatamente: "La teoria de las operaciones lineales
es por si misma un dominio atractivo, pero su importancia se acentiia mas por sus
numerosas y bellas aplicaciones".

El prestigio de Banach era ya universal antes de la aparicion de su libro Teoria
de las operaciones lineales. Podemos constatar como su bien merecida fama habia
alcanzado los Estados Unidos mucho antes de la aparicion de su libro leyendo la
necrologia que sobre Banach escribio Stanislas Ulam, uno de los discipulos mejor
dotados de Banach, en el Bulletin of the American Mathematical Society, 52, 7, (1946)
600-603. "Nos ha llegado, escribe Ulam, la noticia de que Banach ha muerto apenas
alcanzado el fin de la guerra. El gran interés de su obra es un hecho bien conocido
entre nosotros. En efecto, en el campo de su mas brillante actividad, es decir en la
teoria de los espacios lineales de infinitas dimensiones, la escuela americana ha dado
su aportacion y continua suministrando importantes resultados. Esta cooperacion se
puede considerar como una extraordinaria union de intuicion cientifica que concentro

—
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’

los esfuerzos de humerosos matemdticos polacos y americanos en un mismo campo...’
"La obra de Banach -continua Ulam- ha puesto por primera vez en relieve, en el caso
general, el éxito de los métodos que tienen una componente geométrica y algebraica
en los problemas de andlisis lineal, lo que permitio sobrepasar en mucho los
descubrimientos preferentemente formales de Volterra, Hadamard y sus sucesores. Sus
resultados se extienden a espacios mds generales que los considerados por otros
matemadticos tales como Hilbert, Schmidt, von Neuman, Riesz y otros. En muchos
matemdticos americanos, sobre todo entre los jovenes, ha calado la idea del estudio
geométrico y algebraico de los espacios funcionales lineales; este método de
trabajo avanza continuamente con energia (escribia en 1946) y da resultados
importantes''.

El comentario expuesto antes de Wiener, cuando consideramos la tesis doctoral
de Banach, asi como estas notas de Ulam y Tamarkin muestran que en 1931 Banach
estaba situado en el primer nivel de la historia del desarrollo de esta nueva e importante
rama del Analisis Matematico, la teoria de espacios de Banach, delante de un grupo de
excelentes matematicos que antes habian ensayado sus esfuerzos en el mismo campo.

4.- La obra de Banach después de su teoria de las operaciones lineales

De igual forma que hasta ahora, la obra de Banach no se va a reducir a
desarrollar los contenidos de la Théorie des opérations linéaires. En estos afios 1931 y
1932 en que aparecen las primeras ediciones en polaco y en francés de su libro Banach
continia aportando nuevos resultados, muchos de ellos consecuencia de su teorema
sobre los conjuntos de primera categoria, y publica los siguientes articulos:

* Uber analytisch darstellbare Operationen in abstrakten Rdumen Fund. Math.
17 (1931) 283-295.

Dados dos espacios métricos X e Y se tienen definidas en el espacio de todas las
aplicaciones de X en Y las clases de Borel Lf, y , por recurrencia, las clases de Baire,

B%, partiendo de las aplicaciones continuas y tomando reiteradamente limites
puntuales. Banach define, también por recurrencia y reiterando limites puntuales, las

clases %, partiendo de la primera clase de Borel ( es decir, ' = L').
Prueba que si el espacio Y es separable se tiene que b° = L°, y que si ademas el

espacio Y es conexo por arcos se tiene que B® = L, para todo &> 1. Ademas, para los

espacios de Banach prueba que B' = L'.
Posteriormente Rolewicz probd que si el espacio Y es separable y conexo por

arcos y la clase B'es cerrada para la convergencia uniforme se tiene que B'=L',
condicion que se cumple cuando el espacio Y es retractivo, es decir cada bola es un
retracto de Y. Esta clase de espacios no es muy amplia, pues Borsuk prob6 que hay
espacios localmente conexos por arcos que no son retractivos.

* Uber metrische Gruppen. Studia Math. 3 (1931) 101-113.
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Los éxitos obtenidos por Banach en sus espacios, es decir espacios vectoriales
provistos con una norma compatible respecto a la que el espacio es completo, tal vez le
llevaron a estudiar los grupos topoldgicos metrizables y completos, que en este trabajo
les llama espacios de tipo G.

Con técnicas de categorias obtiene unos lemas que le permiten entre otros probar
estos resultados:

a) Un isomorfismo algebraico continuo entre dos grupos topolégicos metrizables
y completos es un isomorfismo topoldgico.

b) Sea {qu(x), PEN, g eN} una sucesion doble de homomorfismos
continuos entre dos grupos metrizables completos E y F, tal que para cada p existe un
x, tal que la sucesién {qu (x,), q eN} diverge. Si E es conexo entonces el conjunto A4
de puntos de E tales que para cada xeAdal menos una de las sucesiones
{ Fu(x), g€ N}, p =1.23,... converge es de primera categoria.

En este trabajo Banach obtiene condiciones suficientes para que el limite puntual
de homomorfismos continuos sea continuo, asi como teoremas que relacionan la
continuidad local y la continuidad global.

* Uber die Baire'sche Kategorie gewisser Funktionenmengen. Studia Math. 3
(1931) 174-179.

Este trabajo contiene una prueba muy sencilla de que el conjunto de funciones
sin derivada finita a la derecha en ningiin ¢ €[0,1] es residual en el espacio de todas las
funciones continuas en [0,1] provisto con la norma supremo. El mismo teorema fue
probado un poco mas tarde por Mazurkiewicz contestando a una pregunta de
Steinhaus. Sirve para probar que existen funciones continuas no diferenciables en
ningdn punto.

El teorema de Mazurkiewicz-Banach es una de las primeras aportaciones de lo
que se llama método de la categoria para establecer teoremas de existencia. Consiste en
elegir un espacio métrico completo adecuado y comprobar que el conjunto de puntos
que tienen una cierta propiedad es residual.

Este método fue insistentemente aplicado por los matematicos polacos, Banach,
Mazurkiewicz, Auerbach, Orlicz, Saks,..., y, ademas de la teoria de funciones se
extendid a la topologia, a la teoria de las funciones analiticas y al analisis funcional.

* Uber die Holdersche Bedingung. Studia Math. 3 (1931) 180-184, en
colaboracion con H. Auerbach.

Continuando con la notacién del trabajo anterior se prueba ahora que el conjunto
de funciones continuas f(¢), 0<t <1 tales que el limite superior cuando A tiende a

cero del cociente |(f (¢ + k)~ f(1))/ ()| es +w para todo ¢ es residual, siendo w(r) una
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funcioén cualquiera tal que 4> 0 implica w(4) >0 y es cero el limite de (/) cuando A
tiende a cero.

También prueban que en el espacio H*, con 0<a <1 de las funciones que
satisfacen la condicion de Hoélder |f(t +h) - f(t)| < ch®, se tiene salvo en un conjunto
de primera categoria de valores de ¢, que el limite superior cuando 4 tiende a cero del

cociente ’( f+hy—f(@) K I es +oo para todo f> a . En particular, se tiene que el

conjunto de funciones no diferenciables en ningin valor de ¢ y que satisfacen la
condicién de Holder con exponente « < les residual en C[0,1].

* Sur les transformations biunivoques. Fund. Math. 19 (1932) 10-16.

Da dos teoremas generales sobre las transformaciones biyectivas de los que
deduce las siguientes consecuenccias:

Existe sobre la circunferencia un conjunto G no medible que cualquier rotacion
lo transforma en si mismo, salvo un conjunto numerable de puntos.

El intervalo [0,1] contiene un conjunto A tal que el cardinal de Ay de [0,11— A
es el continuo, de forma que A contiene, salvo un conjunto de puntos de cardinal
inferior al continuo, a cualquier subconjunto de [0,1]que sea homeomorfo a un
subconjunto de A.

A partir de 1933 Banach tiene una participaciéon importante en la vida
académica, pues de 1933 a 1935 es nombrado presidente de la Seccion de Léopol de la
Sociedad Polaca de Matematicas. En 1939 fue presidente de la Sociedad Polaca de
Matematicas, siendo ese afio el primer laureado con el gran premio cientifico de la
Academia Polaca de las Ciencias y de las Letras. De 1939 a 1941 fue decano de la
Facultad de Léopol y en 1941 fue nombrado académico correspondiente de la
Academia de Kiev.

La segunda guerra mundial dejé su sombra ligubre en Banach. A finales de
junio de 1941, cuando los alemanes invadieron la ciudad, se inscribi6 en el instituto
bacteriologico del profesor Weigel donde, dada su condiciéon de matemaético, le
emplearon como contador de una variedad de piojos utilizados en la preparacion de un
suero contra el tifus exantemético. Estuvo en prision varias semanas, por haber
encontrado en su vivienda personas que traficaban con marcos alemanes. Parece que
en prision encontro algun teorema; aqui tenia mas tiempo para pensar matematicas que
cuando contaba piojos.

Varios discipulos de Banach perecieron a manos de la Gestapo; el mas eminente
fue Pablo Schauder, quien, eligiendo normas adecuadas, fue el primero que encontr6 la
utilidad de los espacios de Banach en el estudio de los problemas limites de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales.

Tuvo la satisfaccion de asistir a la derrota de los alemanes en Léopol. En otofio
de 1944, tras la expulsion de las tropas alemanas, volvi6 a su puesto de profesor.
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Poco antes de su muerte habia sido invitado por la Universidad de Cracovia a
aceptar una catedra. Muri6 en Léopol el 31 de agosto de 1945 tras una grave
enfermedad de varios meses.

Los trabajos de Banach en el periodo desde 1933 hasta 1945 fueron:

* FEine Bemerkung iiber die Konvergenzmengen von Folgen Ilinearen
Operationen. Studia Math. 4 (1933) 90-94, en colaboracién con S. Mazur.

Haciendo uso de los teoremas de categorias de Baire, establecen que si es un
G;, ¢l conjunto de puntos donde es convergente una sucesion de aplicaciones lineales
con valores en un espacio de Banach, entonces ese G es cerrado. Obtienen
consecuencias de este resultado en distintos espacios de funciones.

* Sur la structure des ensembles linéaires. Studia Math.4 (1933) 95-99, en
colaboracion con C. Kuratowski.

En el espacio de las funciones continuas en [0,1] provisto con la norma supremo,
construyen un subespacio vectorial no boreliano cuyo complemento es analitico (es
decir, imagen continua de un conjunto boreliano). Con este ejemplo se da otra
solucién al problema planteado por Lebesgue en 1905 de la existencia de un conjunto
no boreliano en que todo subconjunto perfecto tenga la propiedad de Baire, problema
del que ya se conocia una solucién en R.

* Zur Theorie der linearen Dimensionen. Studia Math.4 (1933) 100-112, en
colaboracion con S. Mazur.

Dos espacios normados X e Y son isomorfos cuando existe un isomorfismo
topoldgico entre X e Y.
Dos espacios normados X e Y se dice que tienen la misma dimension lineal
cuando cada uno de ellos es isomorfo a un subespacio vectorial del otro.
En el articulo establecen isomorfismos, isometrias y relaciones dimensionales.
Prueban que cualquier subespacio del espacio v de las funciones x(¢) de variacion
acotada en [0,1] tales que x(0) =0, provisto con la norma variacidn, es isométrico a un

subespacio del espacio £' de las funciones integrables en [0,1] con la norma usual.

* Sur la dimension linéaire des espaces fonctionnels Comptes Rendus Acad. Sci.
Paris 196 (1933) 86-88, en colaboracion con S. Mazur.

Utilizando el espacio de funciones continuas en [0,1] con la norma supremo y el
espacio de las series absolutamente convergentes resuelven el problema de encontrar
dos espacios de igual dimension lineal que no son isomorfos.

* Sur les séries lacunaires. Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci. Math.(1933) 149-
154.
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Weierstrass trat6 las propiedades de las series exponenciales lagunares para
construir funciones no prolongables. El estudio de propiedades de series lagunares fue
continuado por Borel, Hadamard y Ostrowski. Dadas las relaciones entre series
exponenciales y trigonométricas era natural estudiar las series trigonométricas
lagunares. El propio Banach partiendo de resultados de Sidon y Zygmund habia hecho
aportaciones a la teoria de las series lagunares en 1930. En ese afio Zygmund demostr6
los siguientes teoremas:

1°. Si la suma de cuadrados de los coeficientes de una serie trigonométrica con
grandes lagunas (es decir: », .,/ n, >q >1) es convergente, se tiene que la suma de la
serie es una funcion de clase Lf, paratodo p>1.

2°. Si la serie de Fourier de una funcién de clase L, con r>1, tiene grandes
lagunas, entonces la suma de los cuadrados de sus coeficientes es convergente.

Entonces el teorema anterior asegura que la funcién es de clase L”, paratodo p>1.
Los dos resultados principales obtenidos por Banach en este articulo son:

I. Para todo sistema ortonormal {x,, (), n GN} existe una subsucesion
{x,', (t),ne N} que Banach llama serie lagunar, tal que la condicion Za,z, <o implica la

convergencia en media de Za,x; () en L”, paratodo p=>1.

I1. Toda funcion f € L7, con g > 1, que admite desarrollo en serie lagunar es de

clase L”, paratodo p>1.

Generalizaciones importantes de estos resultados se encuentran en la monografia
de Kaczmarz y Steinhaus. Merece aparte especial mencion el teorema de Wiener

relativo a las series trigonométricas con pequeiias lagunas (klim (M) —ny) = +0) que
-0

establece que si el desarrollo trigonométrico de una funcién f de L'tiene pequefias
lagunas y es de clase I*, se tiene que f € I*.

* Sur la measure de Haar. Nota al libro: S. Saks, Théorie de l'intégrale.
Monografie Matematyczne 2, Warszawa (1933) 264-272.

La medida invariante introducida por Haar en 1932 en los grupos topoldgicos se
convirtié en una nocion tan fundamental para la teoria de grupos como la medida de
Lebesgue para el analisis. Antes se conocian aplicaciones de una medida invariante a
los grupos de Lie. La nocién de la medida de Haar suscité un vivo interés entre los
matematicos y varios eminentes matematicos dedicaron sus trabajos a esta nocién. El
primero fue Banach, con esta nota que apareci6 poco después del trabajo de Haar.
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El teorema de Haar sobre la existencia de una medida invariante respecto a las
traslaciones en un grupo topolégico fue establecido bajo la hipétesis de que este grupo
es un espacio métrico, separable y localmente compacto.

Banach generaliza el teorema definiendo axiomaticamente la congruencia.
Ademas la separabilidad no es esencial en la nota de Banach, ya que sus razonamientos
son validos sustituyendo compacidad secuencial por compacidad.

Mas tarde el teorema de Haar fue generalizado a grupos localmente compactos y
completado en 1936 con el teorema de unicidad debido a von Neumann.

La idea directriz de todas las demostraciones de la existencia de la medida de
Haar es la misma. La diferencia esta en el paso al limite. Haar elegia una subsucesion
convergente, Banach utilizaba el limite generalizado y en el caso no métrico utilizaba
el teorema de Tychonoff. Una prueba constructiva de la medida de Haar se debe a H.
Cartan en 1940.

La construccion de Banach se generaliza a espacios no métricos. Casos
particulares de esta generalizacion son el teorema de Haar y un teorema mas general de
existencia de medida en los espacios uniformes, invariante ante un grupo de
homeomorfismos continuos (Segal, 1949).

* Uber mehrdeutige stetige Abbildungen. Studia Math.5 (1934)174-178, en
colaboracion con S. Mazur.

El estudio de los homeomorfismos locales nacio con la teoria de las superficies
de Riemann de funciones analiticas. La solucion del problema de dar condiciones para
que un homeomorfismo local sea un homeomorfismo se debe a Carathéodory y
Rademacher (1917), Stoilov (1934), Cartan (1933) y Eilenberg (1935).

El teorema 2 del trabajo de Banach se distingue de estos resultados por su
sencillez y generalidad de hipotesis, introduciendo los selectores continuos, que dieron
origen en 1956 a la teoria de la seleccion de Michael.

* Sur un théoréme de M. Sierpinski. Fund. Math. 25 (1935) 5-6.

Da una prueba sencilla del teorema de Sierpinski que permite representar cada
una de las funciones de una sucesion { fu(x),n eN} donde f, aplica el conjunto

infinito £ en E, por productos finitos, cuyos factores son siempre dos funciones fijas,
que pueden repetirse, de £ en E. Esas dos funciones sélo dependen de la sucesion
considerada.

*Die Theorie der Operationen und ihre Bedeutung fiir die Analysis. Comptes
Rendus du Congrés International des Mathématiciens, Oslo (1936) 261-268.

Banach dio una conferencia plenaria en este Congreso, mostrando la repercusion
que su teoria de espacios lineales habia tenido en ecuaciones integrales, ecuaciones
lineales con infinitas incognitas, series ortogonales, operadores polinémicos, teoria del
punto fijo, teoremas de existencia de ecuaciones diferenciales, ecuaciones diferenciales
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en derivadas parciales y funciones analiticas. En particular se detuvo en las elegantes
aplicaciones de la Teoria de Operaciones lineales dadas por su discipulo Schauder en la
monografia Uber partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung vom elliptischen
Typus, asi como en las aplicaciones obtenidas por Leray en hidrodindmica.

Una idea de la importancia del trabajo de Banach la suministra la relacion de
matematicos relacionados con la Teoria de las Operaciones Lineales que cita en su
conferencia, muchos de los cuales la han utilizado o han mejorado sus resultados. Por
orden de aparicion en la conferencia son:

Volterra, Hadamard, Hilbert, Fréchet, Wiener, Riesz, Hahn, Helly, Levy, Radon,
Steinhaus, Kaczmarz, Orlicz, Mazur, Ascoli, Minkowski, Tonelly, Schauder, Cauchy,
Hadamard, Birkoff, Kellog, Neumann, Stone, Fantappie, Jordan.

En esa conferencia tuvo una destacada intervencion el que fuera académico de
esta Real Academia de Ciencias de Madrid, profesor D. Ricardo San Juan Llos4, con su
resolucion a un problema propuesto por Carlemann.

* The Lebesgue integral in abstract spaces. Nota al libro: S. Saks.: Theory of the
Integral Monografie Matematyczne 7, Warszawa-Lwéw (1937) 320-330.

La idea de construir una integral del tipo de la de Lebesgue sin introduccion
previa de la medida es precoz. Se suele considerar a Daniell como el autor de la integral
sin medida. Daniell, en 1912 en su trabajo Une extension de l'integral de M. Lebesgue,

considera un reticulo T, de funciones reales definidas en un conjunto y una forma lineal
positiva U definida en 7, que verifique la condicion:

(1) Dada una sucesion decreciente { Sasne N} convergente puntualmente a cero

se verifica que lim U(f,)=0

Se considera la clase 7, formada por los limites de sucesiones { Snon eN} no
decrecientes de funciones de la clase 7,, y se define la aplicacion I por el lim
U(f,,) que puede ser . Para una funcién arbitraria fse define la semintegral superior
I(f)como el extremo inferior de los nimeros /(g)con f <geT,. Cuando
I(f)=—-1(-f)e |[I(f)| <= se dice que la funcién f es integrable y se considera
I(f) como la integral de £ Si T, son las funciones continuas en un intervalo y U es la

integral ordinaria se obtiene que /(f) es la integral de Lebesgue.

La teoria expuesta en el trabajo de Banach se aproxima a la de Daniell
sustituyendo la condicién (1) por

(2) Dada una sucesién {f,,n €N}, |f,|<¢ €T, ,y convergente puntualmente a
cero se verifica que lim U(f) = 0.
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Se trata de una condicién mas dificil de comprobar que la de Daniell, que
anticipa en parte el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, y que hace
pensar que Banach no. consider6 los trabajos de Daniell, Hahn, Nikodym y Radon.

En la segunda parte del trabajo, Banach aplica la teoria general al caso de un
espacio métrico compacto arbitrario K, considerando 7, igual a las funciones continuas
con valores reales definidas en K, C(K),con U igual a una forma lineal positiva
definida en C(K) . Banach utiliza los teoremas de convergencia débil dados en su libro
Teoria de las operaciones lineales para demostrar la condicién (2), que es lo que
necesita para construir la integral.

El desarrollo del anélisis ha llevado a considerar la integracion en espacios
localmente compactos, utilizando la construccion de Daniell y no la de Banach (véase
Bourbaki, Loomis, Naimark,...).

* Uber homogene Polynome in [* . Studia Math. 7 (1938) 36-44.

Banach estudia distintas propiedades, da la expresion natural de su norma, y en
particular estudia las formas » lineales simétricas, particularmente las definidas por
los nucleos integrales.

* Mechanics (en polaco en dos tomos en Monografie Matematyczne 8 y 9,
Warszawa-Lwow-Wilno (1938). Se reeditd en 1947 después de su muerte y se tradujo
al inglés en un tomo en Monografie Matematyczne 34, Warszawa-Wroclaw (1951).

Este libro nos prueba que Banach podria haber investigado en aplicaciones
practicas de las matematicas, por las que no se interesé. El antecedente de esta
Mecanica Racional se puede buscar en un curso de Mecénica que impartié en 1923, un
afio después de su Tesis Doctoral, en la Escuela Técnica Superior de Léopol.

* Uber das "Loi supréme" von Hoene-Wronski. Bull. Acad. Polon. Sci. Sér. Sci.
Math.(1939) 1-10.

La serie de Taylor es un caso particular de la representacion obtenida por
Hoene-Wronski de una funciéon x(f)en serie Zeax,(t). Para extender estas

representaciones Banach introduce la siguiente propiedad:
Un subespacio L de un espacio de Banach E se dice que tiene la propiedad A si

para cada sucesion {{x,, i eN} de L existe una sucesion de numeros positivos
{M,, i eN} tal que para cada sucesion de escalares {a,,i €N} que verifique
E|a,|M, <o se tiene que Za,x, converge a un elemento de L.

Obtiene resultados generales de subespacios con la propiedad A4, que aplicados
al espacio de las funciones continuas en [0,1] le permite obtener como casos particulares
las férmulas de Taylor, Lagrange y el desarrollo de Hoene-Wronski.
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Entre los resultados que obtiene sefialaremos que dada una sucesion de vectores
{x,, i € N} del espacio de Banach E obtiene un subespacio L y unos funcionales ®,,

tales que para cada x €L se tiene que x = Zx,®,,(x). Los funcionales ®,, los obtiene

utilizando un wronskiano generalizado y esta representacion nos lleva a la teoria de
bases.

* Sur la divergence des series orthogonales. Studia Math. 9 (1940) 139-155.

En este trabajo trata Banach el problema de la divergencia de las sumas parciales
de las series ortogonales, con demostraciones hechas por el método de las categorias.

En particular prueba que para toda funcién no nula f e [’[0,1] existe un sistema
ortonormal completo tal que las sumas parciales s,(t) del desarrollo en serie de la
funcién f segun este sistema verifican que lims, (#)| = « . Talalyan obtuvo unos afios
mas tarde este resultado de forma independiente.

* Sur la divergence des interpolations. Studia Math. 9 (1940) 156-165.

En el espacio C[0,1] de las funciones continuas en el intervalo [0,1] considera
Banach una  sucesion total {x,(t), neN}de forma que dados
0<t <t <t;<..<t, <1 se tiene que ax,({;)+..+a,x,({;)=0 , para j=12,..,n
solo se verificasi a, =...=a, =0.

De esta condicion de independencia lineal se deduce que dada una funcidn x(r)
existen unos unicos numeros f4,... y f, tales que Bx,(¢;)+..+4,x,(¢;) = x(¢;) para
j=12,...,n. La funcién U(¢) = Bx,(t) +..+8,x,(¢t) se llama funcién interpolada
x(t) respecto a las funciones x,(¢),...y al sistema de puntos S = {¢,,...¢,} . Dados los
conjuntos de puntos S,,, m=1,2,3,... que cumplan las condiciones de la interpolacion
se obtienen un conjunto de funciones interpoladas U, (7).

Banach demuestra que existe una funciéon x(¢)y una sucesion de conjuntos de
puntos S,, ,m € N, tales que:

1.- Sm = SnH—I'
2.- U{S,,,:m eN} es densa en [0,1]

3.- 17n|Um (x,t)| = +o0 , casi por todas partes en [0,1].

5.- Publicaciones p6stumas

* Sur la measure dans les corps indépendants. Akademia Hayk
Ykpaihclkoi PCP, Ihcthtyt Matematkr , Coiphnk apaub lhctmtyty Matematmkr 1946

No 8 (1947), 71-90.
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* On measures in independent fields (edited by S. Hartman), Studia Math. 10
(1948), 159-177.

Este trabajo fue redactado por Hartman utilizando manuscritos de Banach de
940, siendo el principal resultado la solucién afirmativa a un problema propuesto por
Marczewski generalizando la construcion de la probabilidad producto.

* Remarques sur les groupes et les corps métriques (preparado para su impresion
por S. Hartman) Studia Math. 10 (1948), 178-181.

Obtiene un teorema de tipo teorema de grafica cerrada en los grupos métricos
completos para la aplicacion que a cada elemento del grupo le hace corresponder su
inverso.

Ademas en un espacio métrico completo £ con un producto continuo, asociativo
y con elemento unidad prueba que la condicion necesaria y suficiente para que sea
continua la aplicacién que a cada elemento invertible x de E le haga corresponder x'
es que el conjunto de elementos invertibles seaun G .

* Sur les suites d'ensembles excluant l'existence d'une measure. Nota pdstuma
con prefaccio y comentario de E. Marczewski, Colloquium Mathematicum 1 (1948)
103-108.

Vitali en 1905 prob6 que no era posible resolver el problema de la medida
planteado por Lebesgue en 1905. En 1929 Banach y Kuratowski probaron que tampoco
tenfa solucion el problema generalizado de la medida admitiendo la hipétesis del
continuo.

En su demostraciéon aparece la existencia de una sucesion {E,,,n eN}de
subconjuntos de X que tiene una infinidad no numerable de atomos de forma que es
nula idénticamente toda medida numerablemente aditiva, definida en la minima
o algebra que contiene a los E, ,n € N ,y que sea nula en los dtomos de la sucesion

"o
{E,, h EN} .

En esta nota Banach caracteriza las sucesiones {E,,,n eN} que tienen la
propiedad precedente. Para ello dice que un conjunto 4 c [0.1] es absolutamente nulo
si para cada medida numerablemente aditiva ux definida en la o -algebra de los
conjuntos borelianos de [0,1] y que sea nula en los subconjuntos de un elemento existe
un conjunto boreliano B > A tal que u(B)=0. Ademas, si c,(x) es la funcion

c,(x)

- }]a denomina funcion
3

caracteristica del conjunto E, a la funcién c(x) =22{
caracteristica de la sucesion {E,,,n eN}.

Banach prueba que /a condicion necesaria y suficiente para que exista una
medida numerablemente aditiva y no idénticamente nula, definida en la minima o -
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dlgebra que contenga a los conjuntos E, , y que se anule para los dtomos, es que el
conjunto de valores de la funcion caracteristica de la sucesion de conjuntos

{E,, ne N} no sea absolutamente de medida nula.

* Sur la représentation des fonctions indépendantes a l'aide des fonctions de
variables distinctes. Redactado después de una resefia postuma por S. Hartman y E.
Marczewski, Colloquium Mathematicum 1 (1948) 109-121.

Este trabajo fue reconstruido por Hartman y Marczewski después de una nota
manuscrita de Banach titulada Funciones independientes, con varios resultados sin
demostracion.

La nocion de funciones estocasticamente independientes fue introducida por
Kolmogoroff en 1936, con objeto de precisar el concepto intuitivo de independencia
utilizado en probabilidad. Las funciones independientes se convirtieron en un
instrumento util y fundamental en teoria de probabilidad.

En el trabajo de Banach dos funciones independientes /" y g, definidas en [0,1] se
dice que son representables biaxialmente si existen dos funciones x=g¢(t)e
y = w(t) que transforman el intervalo [0,1] en el rectangulo unidad conservando la
medida, y si en el rectangulo unidad existen dos funciones medibles F(x)y G(y) tales

que f(#) = F(o(t)).La conservacion de la medida significa que para todo conjunto de
Borel M del cuadrado se tiene que la medida lineal del conjunto {t: (e, w()eM } es

igual a la medida plana de M.
Banach se planteo el problema de hallar las condiciones para que dos funciones
independientes sean representables biaxialmente. Encontré dos condiciones suficientes:

- Que estas funciones tengan funciones de distribucion continuas.
- Que no tomen mas que un conjunto numerable de valores salvo en los puntos
de un conjunto de medida nula.

Di6, ademas, un ejemplo sencillo de funciones independientes sin representacion
biaxial.

En esta época, la teoria general de las medidas en los productos cartesianos
debida a Daniell, Kolmogoroff, Ulam, Halmos y Marczewski entre otros, estaba en sus
comienzos, siendo poco familiar a los matematicos por las condiciones de la guerra. El
propio Banach, como hemos indicado al comentar su primera publicacion pdstuma, fue
autor de uno de los principales teoremas de esta teoria. No obstante, en este articulo
utiliza herramientas anteriores de la teoria de funciones reales, como medida de
Lebesgue y transformaciones tipo de Peano.

* Introduccion a la teoria de funciones de variable real. Monografie
Matematyczne 17, Warszawa-Wroclaw 1951 (en polaco).
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6.- La personalidad de Stefan Banach (1)

Vamos ahora a hablar de la personalidad de Banach y de la influencia que ha
ejercido en su entorno.

Ya hemos indicado que Banach fue nombrado profesor ordinario en 1927. Daba
cursos perfectos; jamas se perdia en los detalles y no llenaba la pizarra con muchas
formulas complicadas.

No daba importancia a la forma verbal de su exposicion. Le era extrafio todo
barniz humanista y toda su vida conservé la forma de ser y el lenguaje de un hombre
sencillo de Cracovia. Tenia dificultades en formular sus pensamientos y redactaba sus
manuscritos sobre hojas arrancadas de un cuaderno. Cuando queria cambiar una parte
del texto, tenia la costumbre de cortar la parte inutil y de pegar lo que quedaba sobre
una nueva hoja blanca sobre la que escribia la nueva version. Sin la ayuda de sus
amigos sus primeros trabajos no hubieran llegado jamas a la imprenta.

No escribia cartas y no respondia jamas por escrito.

No se gozaba en sus investigaciones logicas hasta que las comprendia
perfectamente.

Frecuentemente decia que la matematica tiene una belleza creativa especifica
que no se puede encerrar en un sistema deductivo rigido, pues mas o menos tarde
sobrepasa todo sistema formal, lo que tal vez ocurra ya con sus Espacios de Banach.

Preferia el valor en si de las teorias matematicas a sus aplicaciones concretas o
utilitarias, eligiendo el justo medio en las generalizaciones. Por eso dice Steinhaus dado
que Yo soy un matemdtico es el titulo de la autobiografia de Wiener, la de Banach
deberia titularse "El matemdtico por excelencia".

En el lado opuesto a Banach se situaron algunos matematicos coetaneos, rivales
en la teoria de las operaciones lineales, quienes consideraron espacios muy generales, lo
que les condujo a obtener resultados triviales, o bien hacian demasiadas hipétesis sobre
estos espacios, con lo que sélo conseguian ejemplos artificales y escasos.

Banach sabia trabajar incesantemente y en todas partes.

Como no estaba habituado a las comodidades burguesas no sentia necesidad de
confort. Sus honorarios de profesor le debian haber sido suficientes. Sin embargo su
gusto por la vida de café, su falta absoluta de economia y de regularidad en los asuntos
cotidianos le llevaron al principio de su vida de profesor a endeudarse y, a
continuacién, a una situacion muy penosa. Para salir de ella comenzo a escribir
manuales.

Este es el origen del Cdlculo diferencial e integral en dos volumenes, el primero
escrito en 1929 y el segundo en 1930. Este manual escrito en lenguaje escueto y
accesible ha sido muy popular entre estudiantes de primeros cursos de Escuelas
Técnicas Superiores.

(1) Comentario extraido de la conferencia de H. Steinhaus el 4 de septiembre de 1960 en
el congreso de Andlisis Funcional de Varsovia, en la sesion inaugural conmemorativa del 15
aniversario del fallecimiento de Stefan Banach.
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Lo que le ocup6 mas tiempo y le costé mas esfuerzo fueron los manuales de
aritmética, algebra y goemetria para escuelas secundarias. Unos los escribi6 sélo y otros
en colaboracion con Sierpinski y Stozek. No fueron jamas reproduciones de los
manuales existentes, pues Banach pensaba que para cuidar el valor didactico de un
manual la colocacion y exposicion de cada definicion, cada demostracién y cada
problema deben ser una cuestion a resolver por el autor del manual.

La importancia de Banach para la ciencia en general y para la ciencia polaca en
particular se prolonga en sus discipulos. Se puede decir que la escuela de Léopol
(Lwow) no’existia antes de la llegada de Banach, pues Sierpinski se fue de Léopol a
Varsovia poco después de la primera guerra mundial y Zygmunt Janiszewski murié
poco después.

Mazur y Orlicz son los primeros discipulos de Banach. Sus nombres se
encuentran sobre la portada de la revista Studia Mathematica y representan la
continuacion del programa cientifico de Banach, patente en esta revista.

Stanislas Ulam, debe a Kuratowski su iniciacion a las matematicas, si bien mas
tarde entr6 en la orbita de Banach.

La mesa mas importante del Café Escocés de Léopol fue la de Banach, Mazur y
Ulam. Es en ella en la que tenian lugar las sesiones de las que habla Ulam en la
necrologia que escribio sobre Banach en el Bulletin of the American Mathematical
Society: "Era muy dificil aguantar mds que Banach o beber mds que él durante
estas sesiones”. Una de estas sesiones dur6 diecisiete horas, pero desgracidamente
nadie se tomd la molestia de tomar notas y nadie la pudo reproducir. Probablemente el
marmol de la mesa fue recubierto de férmulas, borradas luego por algin empleado del
café.

Esa misma suerte corrieron mas de un teorema probado por Banach y sus
discipulos, siendo lamentable que muchos de sus resultados se hayan perdido en
detrimento de la ciencia, tanto por la negligencia de Banach como de sus discipulos.
Hay que sefialar el mérito de Lucie Banach en comprar un gran cuaderno de tapas
rigidas, confiado al cajero del Café Escocés, dedicado a escribir problemas propuestos
con la precaucién de dejar al lado de cada problema espacio para las respuestas
eventuales. Este "Libro Escocés" se encontraba a disposicion de cada matematico que
lo pidiese en el café. Algunos problemas tenian premio, que variaba de una pequefia
taza de café a un ganso. Un ganso fue el premio recibido por Per Enflo al probar en
1973 la existencia de un espacio de Banach separable sin base de Schauder, que era un
subespacio de c,. Puede provocar sonrisa esta forma de hacer matematicas, si bien

debemos sefialar que desde Hilbert se considera que al proponer un problema se ha
resuelto la mitad. Ademds, una lista de problemas no resueltos incita a buscar las
respuestas, manteniendo el espiritu en vela y creando una atmoésfera cientifica. Aun
quedan problemas no resueltos en el libro escocés. Por ejemplo, ain no se sabe si
cualquier espacio de Banach de dimensién infinita tiene un cociente separable. La
respuesta es afirmativa en algunos casos particulares.

Banach era ante todo matematico con una claridad de ideas turbadora. Jamas
confiaba con la buena suerte ni con la admision de hipdtesis deseables. Decia que la
"esperanza era el atributo de la gente de poco espiritu”. Por eso no era amigo de
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hacerse falsas ilusiones y creia que sélo un pequefio porcentaje de personas podian
comprender las matematicas. Se parecia a Hilbert en que atacaba los problemas de
frente, después de haber eliminado con ejemplos todas las vias laterales. Estaba
persuadido que el andlisis logico de un problema debe conducir a probar el teorema o
a rechazarlo.

Apenas se interesaba por la politica, lo que no le impedia tener una visién
penetrante de la situacion en la que se encontraba. La naturaleza no le atraia
especia]mente. El arte, la literatura y el teatro eran para €l distracciones secundarias que
raramente llenaban las cortas lagunas de su trabajo. En cambio estimaba una sociedad
extrovertida amante de la buena bebida.

Por tanto, la concentracion de toda su energia intelectual en una direccion le
permitié superar muchos obstaculos.

Entre las dos guerras dominaba en Polonia la idea de sabio como abnegado
asceta que debia trabajar alejado del mundo para una sociedad no muy bien definida.
De alguna manera se le perdonaba al sabio la ineficacia de su trabajo y se le
consideraba por la grandeza de sus privaciones personales, sin tener en cuenta que en
otros paises se evaluaba a los sabios por lo que aportasen de durable a la ciencia.
Banach no se sometié a la idea de sabio coetdnea con €l. Bien parecido, fisicamente
fuerte y realista hasta el cinismo, fue quien mas contribuy6 a hacer desaparecer en
Polonia la idea perniciosa evaluar a los cientificos por cualidades no constatables.

Banach se daba cuenta de su valor y del de sus discipulos y destruyé de una vez
por todas el mito de que la matematica polaca era inferior a la de otros paises. Se sentia
orgulloso de su origen montafiés y hacia poco caso de cualquier intelectual con una
formacion muy general sin especializacion. Destruyé de una vez por todas el mito de
que la matematica polaca era inferior a la de otros paises, lo que es sabido y admirado
hoy dia por el pueblo polaco culto.

7.- Referencias bibliograficas para el estudio de la obra y personalidad de Banach.

Afortunadamente tenemos los discursos pronunciados en la sesion
conmemorativa del 15 aniversario del fallecimiento de Stefan Banach, con la que abrié
sus sesiones la Conferencia de Analisis Funcional, organizada en 1960 por los
miembros del Instituto Matematico de la Academia Polaca de las Ciencias, recogidos
en 1961 en el volumen IV de la revista Wiadomosci Matematyczne, 6rgano de la
sociedad polaca de Matematicas, y en 1963 en el volumen I de la serie especial de
Studia Mathématica.

El volumen 1 de "Colloquium Mathematicum", periédico fundado en Wroclaw
en 1948, contiene una breve biografia de Stefan Banach con la lista de sus trabajos y
un estudio detallado de los principales resultados obtenidos por Banach titulado
"Sobre la obra cientifica de Stefan Banach", cuyo primer capitulo contiene un
delicioso articulo de W. Orlicz (p. 93-102) dedicado a la teoria de las operaciones y
de las series ortogonales. El capitulo Il contiene un articulo de E. Marczewski (p.
93-102) dedicado a los resultados obtenidos por Banach en Teoria de las funciones
reales y teoria de la medida.
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"Obras" de Stefan Banach, editado en dos volumenes por el Instituto Matematico
de la Academia Polaca de Ciencias, el volumen primero en 1967 y el segundo en 1979
reproducen sus 53 articulos publicados en vida de Banach, sus 5 publicaciones
pdstumas, redactadas por discipulos de Banach, la monografia "Théorie des operations
linéaires", el analisis de sus publicaciones, resultados inéditos -que presentd en
diversas sesiones cientificas o simplemente comunicé a otros matematicos- y algunos
problemas puestos por él mismo Banach. En el primer volumen aparecen los 36
articulos relativos preferentemente a la teoria de funciones reales y de la medida; el
resto, junto con el libro de teoria de las operaciones lineales constituye el segundo
volumen.

Las referencias bibliograficas para el estudio de la obra de Banach se completan
con los manuales de Aritmética, Algebra y Geometria para las escuelas primarias y
secundarias compuestos en polaco por €l s6lo o en colaboracion con W. Sierpinski y
W. Stozek, y con los titulos de las conferencias y comunicaciones que di6 en la
Sociedad Polaca de Matematicas, y que contienen resultados no publicados en otro
lugar. Se pueden leer en los "Anales de la Sociedad Polaca de Matematicas" 9 (1930),
10 (1931), 12 (1933), 13 (1934) y 17 (1938).

8.- Algunas consecuencias de la obra de Stefan Banach

Banach es uno de los pocos nombres propios que aparecen en los indices
terminoldgicos (Mathematics subject classification de la AMS, Unesco, Zentralblatt).
Su nombre y obra siguen vivos en el Stefan Banach Center de Varsovia, en los articulos
que continuamente se publican sobre espacios de Banach, en los congresos sobre
diversos aspectos de la teoria de Espacios de Banach y tampién en el pueblo cultivado
polaco, que ya indicamos que reconoce a Banach como el impulsor de la matematica
polaca.

Y eso es asi debido a que con su obra principal, "Teoria de las operaciones
lineales"”, puso todos los pilares fundamentales de un gran edificio matematico que
continua en desarrollo. Esto obliga a citar algunas aportaciones de hijos o nietos
cientificos de Banach para vislumbrar la importancia de su obra. Tenemos que
renunciar a aportaciones recientes, pues este curso de historia de la Matematica esta
dedicado a la primera mitad de nuestro siglo. Esta restriccién no nos permite ahora
comentar la contribuciéon de matematicos actuales espaiioles a la teoria de espacios de
Banach y de la medida, lo cual nos hubiese agradado hacerlo.

Para facilitar la lectura agruparemos por temas los resultados que vamos a
comentar, siguiendo el excelente articulo "Some aspects of the present theory of Banach
Spaces" de Aleksander Pelczynski, en colaboracion con Czeslaw Bessaga, publicado
en el volumen Il de las Obras de Stefan Banach, editado por el Instituto Matematico
de la Academia Polaca de Ciencias.

8.1.- Reflexividad y compacidad débil

Banach caracterizé la reflexividad de un espacio separable. El descubrimiento
por Eberlein y Smulian de que un espacio de Banach es débilmente compacto si, y
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s6lo si, es débilmente sucesionalmente compacto, dio lugar a las distintas
caracterizaciones de la reflexividad usuales, de las que tal vez la mas sorprendente sea
la de James:

Un espacio de Banach es reflexivo si, y sélo si, cada forma lineal continua
alacanza su mdximo en la bola unidad de X.

En su prueba se utiliza el siguiente teorema de Bishop y Phelps:

Para cada espacio de Banach X el conjunto de formas lineales continuas que

. *
alcanzan su supremo en la bola unidad de X es norma denso en X .
James consideré en c, el espacio J de las sucesiones {x( N, J eN} tales que es

finito el supremo de |x(p,) - x(p, )|2 +ot [x(pyy) — x( pM)I2 al variar n y probé que la

codimensién de J en su bidual es 1. Bessaga y Pelczynski probaron que J x J no es
isomorfo a ninguin subespacio de J, resolviendo asi un problema propuesto por Banach.
Un ejemplo de espacio de Banach reflexivo no isomorfo a su producto cartesiano por si
mismo ha sido dado por Figiel.

Todos los subespacios cerrados de codimension uno de un espacio de Banach
son isomorfos. Banach propuso encontrar un espacio de Banach no isomorfo a un
hiperplano. Contraejemplos en espacios normados de dimensién infinita han sido
proporcionados por Rolewicz y Dubinsky, y Bessaga, Pelczynski y Rolewicz han
encontrado espacios de Fréchet con esta propiedad.

Las propiedades del ejemplo DJ de James (el arbol dicotdmico) han motivado

el caracterizar los espacios de Banach X que son isomorfos a un cociente YUy,
siendo Y otro espacio de Banach. Este problema ha sido estudiado por James,
Lindenstrauss, Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski, introduciendo los espacios de
generacion débilmente compacta (un espacio de Banach X se dice que es de generacién
débilmente compacta si existe un operador lineal continuo definido en un espacio
reflexivo Z cuyo rango es denso en X), y obteniendo que para un espacio de Banach

X de generacion débilmente compacta existe un espacio Y tal que ¥ " /Y es isomorfo a
X.

Amir y Lindenstrauss han probado que los espacios de Banach de generacion
débilmente compacta admiten una norma equivalente estrictamente convexa (es decir
que p(x)+ p(y) = p(x + y) implica la dependencia lineal de x e ).

Los espacios de Banach separables, al igual que los reflexivos, son de
generacion débilmente compacta. Para los espacios de Banach separables Kadec ha
mejorado el resultado de Amir y Lindenstrauss probando la existencia de una norma
localmente uniformemente rotunda, es decir que para puntos x y x, de la esfera unidad
se tiene que lim p([x +x,) /2] =1 implica lim p(x-x,)=0.

Troyanski ha mejorando los teoremas precedentes, pues ha probado que los
espacios de Banach de generacion débilmente compacta admiten una norma equivalente
que es localmente uniformemente convexa.

Day ha obtenido que el espacio 17(S) con S no numerable no admite una norma

equivalente uniformemente convexa. Mas informacion sobre renormas equivalentes
puede encontrarse en Asplund, Davis, Johnson, Klee, Pisier, Rosenthal, Schachermayer,
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Whitfield, asi como en la excelente obra de Deville, Godefroy y Zizler, titulada
“Smoothness and renormings in Banach spaces”.

8.2.- Propiedades locales de los espacios de Banach

La distancia entre espacios isomorfos de Banach tiene interés en el estudio de las
propiedades isomorfas de los espacios de Banach, asi como en el estudio de las
propiedades de los subespacios de dimensién finita de un espacio de Banach X,
denominadas propiedades locales de X.

Para ‘a > 1 se dice que los espacios de Banach X e Y son a-isomorfos si existe un

isomorfismo T de X sobre ¥ tal que |7]|7]™" < a. El minimo de los numeros a para los
que X e Y son a-isomorfos se llama la distancia de Banach Mazur entre X e Y y se
denota como d(X,Y).Los 1-isomorfismos son los isomorfismos isométricos.

Las estimaciones de la distancia de Banach-Mazur estan relacionadas con el
calculo de las constantes de proyeccion. Dado a > 1un subespacio ¥ de X se dice que
es a-complementado si existe una proyeccién P de X sobre Y tal que ||P|<a. El
infimo de los nimeros a tales que Y es a-complementado en X se denota por p(Y,X).
Para un espacio de Banach E se define la constante de proyeccion de E por

p(E) = sup p(i(E),X)
donde el supremo se extiende sobre todos los espacios de Banach X y todas las
inmersiones isométricas de £ en X. El nimero p(E)se llama la constante de
proyeccion del espacio de Banach E, que estd muy relacionada con la extension de
operadores lineales con valores en E, ya que:
Si E es un espacio de Banach con p(E) <o entonces para cada
(X,Y,T) consistente en un espacio de Banach X, un subespacio Y y un operador lineal

y continuo T de Y en Ey para cada & > 0 existe una extension T de X en E tal que

T extiende T ll?“ <C|7

con C < p(E)+ ¢ . Reciprocamente, si para cada (X,Y,T) existe una extension T que
satisface "7‘" SC“T“ entonces p(E)<C. Se tiene p(E)=o si, y sélo si, existe

(X,Y,T) tal que T no admite extension a un operador acotado definido en X.

La distancia de Banach Mazur y la constante de proyeccion estdn conectados con
ciertos invariantes isométricos de los espacios de Banach finito dimensionales, asi como
con la teoria de los ideales de Banach. Algunos autores que han tratado estos
problemas son Figiel, Garling, Grothendieck, Lindenstrauss, Milman, Pelczynski y
Pietsch entre otros.

La distancia de Banach-Mazur da origen al siguiente concepto introducido por
Grothendieck y James:
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Sea a > 1. Un espacio de Banach X es a-representable localmente en un espacio
de Banach Y, si para cada b > a cada subespacio de dimension finita de X es b-isomorfo
a un subespacio de Y. Cuando X es a-representable localmente en Y e Y es a-
representable localmente en X se dice que X es a-isomorfo localmente a Y. El espacio
X se dice que es localmente representable en Y si X es localmente 1-representable en Y.
Grothendieck y Joichi han probado que:

Un espacio de Banach X es localmente a-representable en I’ si, y sélo si, X es a-
isomorfoa I .

Extensiones de este resultado han sido obtenidas por Bretagnolle, Dacunha-
Castelle, Krivine, Lindenstrauss y Pelczynski en el siguiente sentido:

Sea 1< p<w y sea a21. Un espacio de Banach X es a-representable

localmente en 1P si, y sélo si, X es a-isomorfo a un subespacio de un L (u) (en

particular a un subespacio de LP[0,1] cuando X es separable).

y para p = o se tiene:

Para cada cardinal n2 y, existe un espacio compacto de Hausdorff K tal que
el peso topolégico del espacio C(K) es n y cada espacio de Banach cuyo peso
topoldgico es < n es isométricamente isomorfo a un subespacio del espacio C(K).
Cada espacio de Banach es localmente representable en el espacio c,, .

Este resultado extiende el teorema clasico de Banach-Mazur que nos dice que
cada espacio de Banach separable es isométricamente isomorfo a un subespacio de
C([0,1]) . La prueba es similar sustituyendo el hecho de que cada métrico compacto es
la imagen continua del conjunto ternario de Cantor por el teorema de Esenin-Volpin,
que, admitiendo la hipétesis del continuo establece que para cada cardinal »n > y, existe
un compacto Hausdorff K de peso topoldgico n tal que cada compacto Hausdorff de
peso topoldgico < nes la imagen continua de K.

El problema de caracterizar los espacios de Banach en los que /?,1< p<wo es
localmente representable se debe a Krivine, Maurey, Pisier y Rosenthal. El siguiente
caso particular tiene una prueba muy sencilla debida a Dvoretzky: El espacio [*es
localmente representable en cada espacio de Banach de dimension infinita.

Las caracterizaciones de los espacios de Banach en los que ¢,y /* se pueden

representar localmente estan conectadas con la teoria de series aleatorias. Por ejemplo,
Maurey y Pisier han obtenido que son equivalentes estas dos propiedades:

a) El que el espacio c, no sea localmente representable en X.

b) Para cada sucesion {x,,} de elementos de X y cada sucesion { Su(w),ne N}
de variables aleatorias independientes gaussianas estandarizadas se tiene que la serie
hX f,(W)x, converge casi por todas partes si, y solo si, la serie 2, (t)x, converge
casi por todas partes, siendo r,(t) las funciones de Rademacher en el intervalo [0,1].
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El siguiente teorema debido a Lindenstrauss y Rosenthal se conoce como
principio de la reflexividad local y muestra la diferente naturaleza entre los resultados
relativos a estructura local y global de un espacio de Banach:

Cada espacio de Banach es localmente isométrico a su bidual.
8.3.- Los médulos de convexidad y de suavidad. Superreflexividad

Se ha dedicado gran atencion a relacionar los invariantes de la estructura local de
los espacios de Banach con las propiedades geométricas de las esferas unidad. Dos de
estos invariantes son el modulo de convexidad introducido por Clarkson

Sy () = inf{l—||(x+y/2|[, Ixl=1, Iy =1, ”x—y"Zt}) y el médulo de suavidad

py () introducido por Day, que tiene por expresion:

oy (0) = % sup |+ )]+l -2, ¥l =1, = .

El espacio de Banach se dice que es uniformemente convexo (suave) si

t
Sy(t)>0 para t>0 (lirg——p"'t( ) = 0) .
11—

Si @ es una propiedad definida para espacios de Banach se dice que un espacio
de Banach E tiene la propiedad super @ si cualquier espacio finitamente representable
en el espacio E tiene la propiedad @ . Per Enflo fue el primero en demostrar que un
espacio superreflexivo admite una norma uniformemente convexa. A Enflo y a James

se debe que sepamos que las condiciones:

* X es isomorfo a un espacio uniformemente convexo.
* X es isomorfo a un espacio uniformemente suave.
* X es superreflexivo.

son equivalentes.
Otras caracterizaciones de la superreflexividad en términos de "geodésicas" de
la esfera unidad han sido dadas por James y Schaffer y en términos de sucesiones

bésicas por Gurari y James. Es evidente que en un espacio superreflexivo ni c, ni /'
son localmente representables. James ha determinado un espacio reflexivo RJ no

superreflexivoen el que /' no es localmente representable.
Los moddulos de convexidad y suavidad también estdn conectados con la
convergencia incondicional de las series en un espacio X. Por ejemplo:

Si X es un espacio de Banach uniformemente convexo y > £,X, es convergente

para cada sucesion de signos {sn:n € N} entonces X8y ("xn ||) <o,
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Si X es un espacio de Banach uniformemente suave y 2 £,x, es divergente para
cada sucesion de signos {e,,:n € N} entonces X py (”x,, ") =0,
Sien L’(u)con 1< p<w la serie Lf, es incondicionalmente convergente,

Ic(") <o con c(p)=max (p,2).

entonces E" f,,|

Si en L () la serie Xf, es incondicionalmente convergente, entonces

ol <.

Que los exponentes utilizados son los mejores posibles se deduce con ayuda del
teorema de Dvoretzky-Roger.

Terminando esta seccion citemos la generalizacion del teorema de Orlicz Pettis
debida a Besaga, Pelczynski y Kwapien, utilizando ¢, y las funciones r,(f)de
Rademacher:

Son equivalentes:

* * * . . .
* E|x (x, )'<oo para cada x €X , implica que la convergencia de Xx, es

incondicional.
* Que sup,, urk ()x; ” < o implica la convergencia incondicional de Xy, .

* X no contiene copia de c, .

La teoria de las series incondicionalmente convergentes esta relacionada con la
teoria de los operadores absolutamente sumantes de Grothendieck y con ciertos
operadores introducidos por L. Schwartz, en el contexto de la teoria de la medida en
espacios vectoriales infinito dimensionales.

8.4.- Bases y la propiedad de aproximacion

Hay diferentes situaciones en la teoria de operadores en las que es conveniente
representar un operador como limite de una sucesion de operadores con propiedades
conocidas.

Los operadores mejor investigados son los de rango finito dimensional y los
compactos, por lo que es natural preguntarse cuando un operador lineal continuo puede
ser aproximado por operadores de estas clases.

Banach, Mazur y Schauder habian observado que el problema de la
aproximacion estaba relacionado con el problema de la existencia de una base y con
algunas cuestiones de la aproximacion de funciones continuas.

La memoria de Grothendieck Produits tensoriels topologiques et espaces
nucléaires de 1955 explicaba el papel fundamental del problema de la aproximacién
en el estudio de la estructura de los espacios de Banach. Por eso fue un progreso
sustancial la determinacion de un espacio de Banach sin la propiedad de aproximacién
(Per Enflo, 1972). El resultado de Enflo ha sido mejorado por Davie, Figiel y
Szankowski, que han probado:
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* Para cada p €[1,o)~- {2} existe un subespacio E p en 1”7 que no tiene la

propiedad de aproximacion. Ademads E_ c c,.

La prueba de Davie, corta y elegante, utiliza propiedades de las series aleatorias.
El siguiente resultado de Kwapien es otro contraejemplo de la propiedad de
aproximacion de interés en analisis armonico:

* Para cada p, con 2 < p < existen sucesiones crecientes {nk } y {mk} de

enteros positivos tales que la envoltura lineal y cerrada en L de las funciones

S () =& 4 ™™ (k = 1,2,3,...) no tiene la propiedad de aproximacion.

Grothendieck en la referida memoria Produits tensoriels topologiques et
espaces nucléaires establecio el siguiente resultado positivo respecto a la teoria de la
aproximacion:

Si X' tiene la propiedad de aproximacién se tiene que X también tiene la
propiedad de aproximacion.

Este resultado lo complement6 Lindenstrauss probando que existe un espacio de
Banach con la propiedad de aproximacion (incluso con una base), cuyo dual no tiene la
propiedad de aproximacion.

8.5,- La propiedad de aproximacién acotada

En general las pruebas de que un espacio particular de Banach tiene la propiedad
de aproximacion muestran que tiene una propiedad mas fuerte. Distintos tipos de
propiedades han sido estudiadas por Grothendieck, Johnson, Lindenstrauss, Pelczynski,
Rosenthal y Zippin. Ahora s6lo vamos a dar unas referencias respecto a la propiedad de
aproximacion acotada y en la préxima seccion hablaremos de las bases de Schauder.

Un espacio de Banach Y se dice que tiene la propiedad de aproximacioén acotada
con constante a (> 1) si para cada £ > 0y para cada compacto C c Y existe un operador
F de rango finito dimensional de Y en Y y norma menor o igual que a tal que

|Fx - x| < & paracada x eC.

Figiel y Johnson han construido un espacio de Banach que tiene la propiedad de
aproximacion y no tiene la propiedad de aproximacion acotada.

Grothendieck ha demostrado que si X es un espacio de Banach reflexivo o un
espacio de Banach separable con predual, entonces si X tiene la propiedad de
aproximacion se tiene que X tiene la propiedad de aproximacién acotada.

Ademads, también Grothendieck ha probado que si X " tiene la propiedad de
aproximacion acotada con constante a entonces X tiene la propiedad de aproximacion
acotada con constante <a.

La propiedad de aproximacion acotada puede formularse en términos de
extension de opeeradores, siguiendo a Davie, Michael, Ryll-Nardzewski, Pelczynski y
Wojtaszczyk.



262

8.6.- Bases y su relacién con la teoria de la aproximacién

La propiedad. de aproximacioén acotada estd muy relacionada con la propiedad
de existencia de una base. Una sucesi6n {e,,,n eN} de elementos de un espacio de
Banach X es una base de Schauder (o simplemente una base) de X si, para cada
x € X existe una tnica sucesion de escalares { Ju(x), n eN} tal que x =2 f,(x)e,.

Cada f, es un elemento de X" llamado el n-ésimo coeficiente funcional de la base

no

{e ne N} . Considerando las sumas parciales se tiene:

* Si un espacio de Banach X tienen una base, entonces X es separable y tiene
la propiedad de aproximacion acotada.

Un espacio sin la propiedad de aproximacion acotada no tiene base. No se
conoce ningun espacio con la propiedad de aproximacién acotada que no tenga base.

* Un espacio de Banach separable tiene la propiedad de aproximacion
acotada si, y sélo si, es isomorfo a un subespacio complementado de un espacio de
Banach con base (Johnson, Rosenthal, Zippin y Pelczynski).

* Sea X un espacio de Banach separable con predual (separable reflexivo). X
tiene la propiedad de aproximacion acotada si, y sélo si, X es isomorfo a un subespacio
complementado de un espacio con base que tiene predual (de un espacio reflexivo con
base) (Lindenstrauss y Johnson).

De la misma forma que para la propiedad de aproximacion y para la propiedad
de aproximacioén acotada se tiene:

. * . . . . .
* Si X tiene una base lo mismo le sucede a X. Reciprocamente, si X tiene una

base, X" es separable y tiene la propiedad de aproximacion, entonces X tiene una base
(Johnson, Rosenthal y Zippin).

*Si X es un espacio de Banach separable tal que X o X' es isomorfo a un

subespacio complementado de C([0,1]) o L?([0,1]) con 1< p <, entonces X tiene base
(Johnson, Rosenthal, Zippin).

El resultado de Banach de que cada espacio de Banach de dimension infinita
contiene un subespacio de dimension infinita con base ha sido mejorado en distintas
direcciones:

* Cada espacio de Banach no reflexivo contiene un subespacio no reflexivo con
base (Pelczynski).
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* Un espacio de Banach de dimension infinita con predual separable contiene un
subespacio con predual y con base (Johnson y Rosenthal).

Los resultados anteriores relativos a subespacios sugieren considerar el problema
analogo con cocientes, para los que se tiene:

*Cada espacio de Banach separable de dimensién infinita tiene un cociente
infinito dimensional con base (Johnson y Rosenthal).

Se podra mejorar el resultado anterior, quitando la condicion de separabilidad, si
se llegase a probar que los espacios de Banach de dimension infinita tienen algiin
cociente separable de dimension infinita.

Otro problema de Banach relativo a la existencia de sistemas biortogonales ha
sido contestado por Ovsepian y Pelczynski:

*Cada espacio de Banach separable X admite un sistema biortogonal
(xps f3) con x| = L,n=1,2,3,..., lim,|f,| =1y tal que:

a) feX ) y f (x,,) =0, cualquiera que sea n, implican que f =0.

b) xeX y f,(x)=0 para n=1,2,..., implicanque x =0.
Ademas, dado ¢ > 1el sistema puede elegirse de forma sup,|f, | <c.

No se sabe si la ultima parte es cierta para ¢ =1.

8.7.- Bases incondicionales

Una base {e,,, n eN} de un espacio de Banach X se dice que es incondicional

si Z|f,(x)x" (e,)

de coeficientes funcionales de la base {e,, ,n€ N} .

* * *z
<o, paracada x € X yparacada x €X ,donde f, es lasucesion

La existencia de una base incondicional en un espacio es una propiedad muy
fuerte, pues define para cada subconjunto o de enteros positivos la proyeccion continua

P.(x)=Z { fu(X)e,: n ea} y, en el caso real, determina la estructura de reticulo en X

inducida por el orden parcial definido por x <y si, y sélo si, f,(x)<f,(»),para
n=12,....Ademas algunos resultados con bases incondicionales pueden ser

extendidos a reticulos de Banach, como puede verse en la obra de Dunford y Schwartz,
asi como en la de Lindenstrauss y Tzafriri.
Se debe a James el que un espacio de Banach con base incondicinal es reflexivo

si, y s6lo si, no contiene subespacios isomorfos a c,0 a 1'. Por ello sus ejemplos J y DJ
no tienen base incondicional. Tampoco tiene base incondicional el espacio C[0,1] pues

no es reflexivo y por el teorema de Banach y Mazur contiene una copia de cualquier
espacio de Banach separable.



264

Es trivial la existencia de bases incondicionales en los espacios /7, 1< p <o asi
como en los espacios separables de sucesiones de Orlicz. Un espacio de funciones de
Orlicz tiene base incondicional si, y sélo si, es reflexivo (Gaposhkin). Es dificil el
siguiente resultado de Paley y Marcinkiewicz: El sistema de Haar es una base

incondicional para los espacios LP, para 1< p<w. Este resultado se extiende a

espacios simétricos de funciones para los que Olevskii ha demostrado que tienen base
incondicional si, y sdlo si, el sistema de Haar es una base incondicional.

. * . . . . L
Si X es separable y X tiene una base incondicional, entonces X tiene una base
incondicional. Sin embargo, existen espacios sin base incondicional cuyo dual tiene

base incondicional, por ejemplo C(»®) cuyo duales 1'.
8.8.- Caracterizaciones de los espacios de Hilbert en la clase de los Banach.

De alguna forma los espacios de Banach pueden considerarse una extension de
los espacios de Hilbert. Alguna de las propiedades importantes de los espacios de
Banach hacen referencia a cierta aproximacion local a un espacio de Hilbert.

No debe pues extrafiar que uno de los problemas propuestos por Banach en su
Teoria de operacines lineales es la caracterizacion isométrica o isomorfa de los
espacios de Hilbert en la clase de espacios de Banach. Han sido muchos los
matematicos atraidos encontrar una propiedad P tal que un espacio de Banach X tuviese
la propiedad P si, y sélo si, X fuese isométricamente isomorfo (isomorfo) a un espacio
de Hilbert. Ha sido mas dificil encontrar las caracterizaciones isomorfas que las
isométricas.

Jordan y von Neumann probaron que un espacio de Banach es isométrico a un
Hilbert si, y solo si, satisface la ley del paralelogramo.

La caracterizacion de Jordan y von Neumann se puede reformular diciendo que
un espacio de Banach es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si, y solo si,
cada subespacio de dimension 2 es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert.
Analoga caracterizacion con subespacios tridimensionales habia sido obtenida ya por
Fréchet.

Kakutani y Bohnenblust han obtenido:

En un espacio de Banach X de dimension > 3 son equivalentes:

i) X es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert.

ii) Cada subespacio de dimension 2 de X es la imagen de una proyecciéon de
norma 1.

iii) Cada subespacio de X es la imagen de una proyeccion de norma 1.

Se dice que un espacio de Banach X tiene la propiedad uk, para k=2.3,..,

(dimensién de X > k )si todos los subespacios de X de dimensién & son isométricamente
isomorfos. De articulos de Auerbach, Mazur, Ulam, Dvoretzky y Gromov se deduce

que un espacio de Banach X real (complejo) con la propiedad H* es isométricamente
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isomorfo a un espacio de Hilbert si k es par y k+1<dimX <o, o si k es impar
k+2<dimX<owo(si k es par y k+1<dimX <o o si k es impar
2k < dim X < o, respectivamente).

Foias y von Neumann han obtenido la siguiente caracterizacion: Un espacio de
Banach complejo X es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si, y solo si,
para cada operador lineal T: X —X y cada polinomio P con coeficientes complejos se

verifica que | P(T)| <||T] sup"P(z): || = 1|| )

Auerbach y von Neumann han probado que un espacio de Banach finito
dimensional es isométricamente isomorfo a un espacio de Hilbert si, y solo si, para cada
par de puntos x e y en la esfera unidad de X existe una isometria lineal 7 de .X sobre X
tal que T(x)=y.

Vamos a mencionar algunas caracterizaciones de la isomorfia de un espacio de
Banach con un espacio de Hilbert. Lindenstrauss y Tzafriri han probado que

Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si cada
subespacio cerrado de X es complementado.

Grothendieck, Lindenstrauss y Pelczynski han demostrado que un espacio de
Banach separable X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, X y X " son

isomorfos a subespacios L'([0,1]) o si, ysolosi, Xy X * son isomorfos a cocientes de
c(o.1.
Se denota por Lf,(R,X ) al espacio normado de las funciones simples con valores

12
en X cuyos soportes tienen medida de Lebesgue finita con la norma (I" f (t)||2dt) )

Sea [*(R,X)la completacion de este espacio y sea F la transformada de Fourier de

L:(R,X)en L*(R,X), Kwapien ha probado que X es isomorfo a un espacio de

Hilbert si, y sélo si, F es un operador acotado.

Figiel y Pisier han obtenido la siguiente caracterizacion de isomorfia con un
Hilbert en términos de convexidad uniforme y suavidad uniforme: Un espacio de
Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, existe una constante A'y dos

espacios de Banach X, y X, isomorfos a X tales que X, es uniformemente convexo,
X, es uniformemente suave y los modulos de convexidad y suavidad satisfacen las

relaciones 8y (1)2 At py (1)< At*,para 0<f<¢.

Una caracterizacion no lineal del isomorfismo con un espacio de Hilbert se debe
a Enflo: Un espacio de Banach X es isomorfo a un espacio de Hilbert si, y sélo si, es
uniformemente homeomorfo a un espacio de Hilbert H.

9.- Comentario final.
En el congreso de matematicas de Paris de 1900, Hermite rindi6 homenaje a

Weierstrass diciendo que era el maestro de todos los matematicos del congreso. Creo
que cualquier matematico tomaria las palabras de Hermite para trasladarlas a Banach.
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En otra ocasién, cuando se cuestionaba la teoria de conjuntos de Cantor, Hilbert
afirmé con contundencia que Cantor habia creado un paraiso para los mateméticos
del que nadie los podria sacar. Dentro de ese paraiso matemético de Hilbert creo que
los Espacios de Banach estén, parafraseando a Santa Teresa, muy cerca de la séptima
morada.
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