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Resumen

Bruno de Finetti (1906-1985), es undnimemente considerado como una de las figuras mas
relevantes en la estadistica del siglo XX. Desde nuestro punto de vista, sus aportaciones mas
trascendentes para el desarrollo de la estadistica contemporanea han sido (i) la formalizacién del
concepto de probabilidad como grado de creencia, que permite un tratamiento riguroso del concepto
de probabilidad que se deduce a partir de la teoria de la decision; (ii) el concepto de
intercambiabilidad que, a través de los teoremas de representacion, permite integrar en un paradigma
unificado los conceptos estadisticos frecuencialistas asociados a modelos paramétricos con el
concepto de probabilidad como grado de creencia; y (iii) el desarrollo de las funciones de evaluacion,
que permiten calibrar la asignacion de probabilidades y, en particular, contrastar la idoneidad de un
modelo probabilistico. En este trabajo se apuntan algunos datos de su biografia, se sintetizan el
contenido y las implicaciones de algunas de sus aportaciones, y se ofrece un conjunto de referencias
que puede facilitar el acceso a las fuentes originales.

1. Elementos biograficos

Bruno de Finetti naci6 el 13 de Junio de 1906 en Innsbruck (Austria) de padres
italianos, donde su padre trabajaba como ingeniero en la construcciéon de la
Stubaithalbahn. Estudi6 primaria y secundaria en Trento, lugar de origen de su madre, a
donde se traslado con ella tras la prematura muerte de su padre. Ingres6 posteriormente
en el Politécnico de Milan, pero tras dos afios de estudios de ingenieria, se inscribié en
la recién creada Universidad de Milan, por la que se licencié en Matematicas en 1927.
Su formacién en probabilidad y estadistica fue esencialmente autodidacta; se cita el
Wahrscheinlichkeitslehere de Czuber como el texto que despertd su interés en la
materia.

Desde el principio mostré su propension hacia las matematicas, entendidas como
un instrumento para desarrollar aplicaciones especificas (en fisica, ingenieria, biologia,
economia, estadistica), y como un elemento de ayuda en la profundizaciéon de
cuestiones conceptuales (en logica, probabilidad, teoria de la ciencia), mientras que
explicitamente rechazaba la vision de las matematicas como un formalismo abstracto
cerrado en si mismo (de Finetti, 1981, p.xviii; Fiirst, 1993).

Un primer trabajo sobre herencia mendeliana (de Finetti, 1926) llamo la atencion
de Conrado Gini, quien le propuso como director de la oficina matematica del Instituto
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Centrale di Statistica en Roma. Estos cuatro primeros afios en la capital italiana, [1927-
1931], constituyen la época en la que aparecen sus grandes aportaciones originales,
- contemporaneas de las de Kolmogorov, Levi, Fisher o Cantelli. Asi, en Septiembre de
1928, presenta Funzione Caratteristica di un Fenomeno Aleatorio (de Finetti, 1930)
ante el Congreso Internacional de Matematicas de Bolonia, un trabajo que ya contiene
su concepto de intercambiabilidad; en la audiencia destacan los nombres de Borel,
Cantelli, Darmois, Fisher, Fréchet, Khintchine, Lévi, Neyman y Polya. En 1929 escribe
Probabilismo (de Finetti, 1931a), un amplio ensayo critico sobre el concepto de
probabilidad como grado de creencia, en la linea del positivismo légico de Mach.
Cerrando esta etapa, publica Sul Significato Soggetivo della Probabilita (de Finetti,
1931b), la primera exposicion sistematica de sus ideas.

En 1931 acepta una oferta de la compaiiia de seguros Assicurazioni Generali,
con base en Trieste, para la que trabaja hasta 1946 en que obtiene una catedra en la
Universidad de esa misma ciudad adriatica. Su estancia en Trieste, [1931-1954],
coincide con el desarrollo de su imagen internacional. Su trabajo mas conocido, La
Prévision, ses Lois Logiques, ses Sources Subjectives (de Finetti, 1937), que contiene el
desarrollo matematico formal de la probabilidad como grado de creencia y el teorema
de representacion de variables dicotdmicas intercambiables, es la version escrita del
ciclo de cinco conferencias que fue invitado a dictar en el Institut Henri Poincaré de
Paris, en 1935. En los afios cuarenta publica Matemdtica Logico-Intuitiva (de Finetti,
1944), que constituye su aportacién més conocida a la ensefianza universitaria de las
matematicas. En 1950 es invitado al segundo Berkeley Symposium (de Finetti, 1951),
donde presenta un trabajo pionero en la teoria de métodos Bayesianos robustos. Durante
1952, es invitado a visitar Chicago; es el principio de una larga y fructifera
colaboraciéon con Leonard (Jimmie) Savage, que amplificaria notablemente su
proyeccion internacional.

En 1954 obtiene una catedra en la Facultad de Economia de la Universidad de
Roma, que seria seguida en 1961 por otra catedra en la Facultad de Ciencias de la
misma universidad, en la que permaneceria hasta su jubilacion en 1976. En esta
segunda época romana de plena madurez se inscriben muchas de sus publicaciones mas
conocidas. En 1960 es invitado al cuarto Berkeley Symposium (de Finetti, 1961), donde
introduce un tratamiento Bayesiano de las observaciones atipicas. A lo largo de los afios
sesenta, desarrolla una teoria para la evaluacion de predicciones probabilisticas (de
Finetti, 1962,1965) a partir del uso sistematico de la funcién de evaluacién cuadratica.
En 1970 aparece su opera magna, la Teoria delle Probabilita (de Finetti, 1970a),
sintesis de sus ideas sobre probabilidad y estadistica, traducida al inglés y al aleman, y
destinada, en palabras de Dennis Lindley, to be recognized as one of the great books of
the world (Lindley, 1975). Poco después, a propuesta de Jimmie Savage, publica
Probability, Induction and Statistics (de Finetti, 1972), una version en inglés, -
ampliada, corregida <y reestructurada por el autor-, de importantes trabajos suyos
originalmente publicados en italiano entre 1949 y 1967. Su conferencia invitada ante el
congreso del International Statistical Institute celebrado en Viena en 1973 (de Finetti,
1974), constituye una lacida descripcion del papel unificador de los métodos
estadisticos Bayesianos en los fundamentos y en las aplicaciones de la estadistica.
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Tres afios mas tarde, ante la First European Conference on New Developments
and Applications of Bayesian Methods, -la primera conferencia internacional sobre
métodos Bayesianos que tuvo lugar en el mundo-, celebrada en Fontainebleau en Junio
de 1976, de Finetti analiza el problema de las probabilidades de orden superior (de
Finetti, 1977a). El autor de estas lineas, entonces recién doctorado, tuvo en esa ocasién
la oportunidad de conocer al Maestro, y el privilegio de compartir con €l y con Dennis
Lindley una larga sobremesa sobre €l papel de la aditividad numerable en la teoria de la
probabilidad y en la estadistica, un tema todavia polémico 30 afios después. Unos meses
mas tarde, en Noviembre de 1976, de Finetti dictaba en la Universidad de Roma su
conferencia de despedida, La probabilita: Guardarsi dalle Contraffazioni, (de Finetti,
1976).

En 1981, con ocasion del 75 cumpleafios del Maestro, se reeditaban sus primeros
trabajos, precedidos de una nota autobiografica (de Finetti, 1981), y la Academia de
Ciencias italiana organizaba en su honor una conferencia internacional sobre el
desarrollo y las aplicaciones del concepto de intercambiabilidad (Koch & Spizzichino,
1982). Poco después, ya enfermo, de Finetti publica un segundo apunte autobiografico,
Probability and my Life (de Finetti, 1982), que seria su ltimo escrito. Bruno de Finetti
moria en Roma el 20 de Julio de 1985.

Los afios posteriores vieron aparecer varias reediciones y nuevas traducciones de
sus trabajos. Sus escritos sobre la logica de la incertidumbre fueron recogidos por
Marco Mondatori (de Finetti, 1989), y sus publicaciones del periodo [1931-1936]
fueron reimpresas por /’Associazione per la Matematica Applicata (de Finetti, 1991).
Poco después, Paola Monari y Daniela Cocchi editaron una edicion bilingiie, italiana e
inglesa, de algunos de sus trabajos mas representativos sobre probabilidad e induccion
(de Finetti, 1993) y, recientemente, A. Mura ha preparado una reedicion de sus trabajos
sobre filosofia de la probabilidad (de Finetti, 1995).

Numerosos autores han publicado trabajos sobre la vida y sobre la obra del
Profesor de Finetti. En la preparacion de esta conferencia se han utilizado los de Daboni
(1984), Lindley (1986,1987), Piccinato (1986), Fiirst (1993), Jeffrey (1993) y Cifarelli
& Regazzini (1995). Goel & Zellner (1986) editaron un libro de contribuciones en
honor a Bruno de Finetti; Daboni et al. (1987) organizaron en Trieste un congreso en
recuerdo suyo, cuyas Actas contienen diferentes perspectivas sobre su trabajo.
Regazzini (1987) y Muhere & Parmigiani (1993) han publicado estudios historicos
sobre el desarrollo de la teoria de la probabilidad en los que las contribuciones del
Maestro pueden ser situadas en su perspectiva historica.

2. El concepto de probabilidad

Una de las aportaciones fundamentales de Bruno de Finetti al pensamiento
estadistico contemporaneo fue la construccién de una formulacién matemdtica precisa
para el concepto semantico de probabilidad, tal como se usa en el lenguaje cotidiano en
frases como “es probable que la Unién Europea disponga de una moneda unica antes
del afio 2005” y que, como es sabido, resulta indispensable para una toma de decisiones
coherente (Savage, 1954; Bernardo & Smith, 1994, Cap. 2).
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Para de Finetti, la probabilidad es necesariamente subjetiva: la probabilidad de
un suceso mide el grado de creencia en su ocurrencia percibido por el sujeto en el
momento que la expresa. Para cualquier suceso especifico, s6lo existen dos alternativas
“objetivas”: el suceso es (o serd) cierto o falso; sin embargo, si quiere medirse el grado
de incertidumbre que se tiene sobre cual de esas dos alternativas es correcta, la
probabilidad es la #nica forma coherente de medida. Asi, cuando una persona asigna
probabilidad 0.1 al suceso E = {el digito 10¢ del niimero = es 0}, no esta realizando
una afirmacién probabilistica “objetiva” (ese suceso es demostrablemente cierto o falso)
sino expresando su incertidumbre al respecto: con la informacion de que dispone, los 10
digitos le parecen igualmente probables. A la pregunta (con mas de dos siglos de
historia) sobre ;qué es la probabilidad?, de Finetti contesta provocativamente que “/a
probabilita non esiste”, que la probabilidad no tiene existencia “objetiva”; no es una
propiedad de la naturaleza, ni tampoco de los individuos: describe una relacion entre un

individuo y la naturaleza: E(ElH) es una medida del grado de creencia en la

ocurrencia de un suceso E, asignada por un individuo /, en unas condiciones H; en
palabras de su amigo Jimmie Savage, “probabilities are states of mind, not states of
nature” (Savage, 1981, p. 674). Sin embargo, esta actitud aparentemente solipsista es
compatible con la existencia de un amplio conjunto de probabilidades sobre cuyos
valores puede existir consenso, como en el caso de la probabilidad 0.1 de que el digito
10¢ del nimero = sea 0 que acabamos de mencionar; el desarrollo cientifico se apoya
precisamente en la existencia de estas probabilidades “intersubjetivas”.

Inscrito en la tradicion del positivismo l6gico de Mach, Einstein y Bridgman, de
Finetti apuesta por definiciones operativas de todos los conceptos que introduce. En

particular, su definicion de probabilidad, es totalmente operativa: P,-(E|H) es el

méximo “precio” que el individuo i estaria dispuesto a pagar por un ticket de una “rifa”,
jugada en las condiciones H, en la que obtendria un premio unidad si, y solamente si, E
tiene lugar. Asi, una persona que afirma que la probabilidad de que una moneda lanzada
al aire salga cara es 0.5, deberia estar dispuesta a pagar un méximo de 50 pesetas por un
ticket que le daria derecho a cobrar 100 pesetas si al lanzar la moneda se obtiene una
cara. Reciprocamente, si el maximo precio que una persona estaria dispuesta a pagar
por un ticket que le daria derecho a cobrar 100 pesetas si un determinado equipo de
futbol gana su préximo partido es de 70 pesetas, entonces su probabilidad de que tal
equipo gane el partido es 0.7. Como el propio de Finetti pone de manifiesto en una nota
a pie de pagina de la traduccion al inglés de su trabajo mas citado (de Finetti, 1937), es
obvio que para que la definicién sea realmente operativa, las cantidades involucradas
deben ser pequeiias comparadas con los recursos de la persona que utiliza la definicion;
més formalmente, su funcion de utilidad debe ser aproximadamente lineal para esas
cantidades.

De Finetti demuestra que si los sucesos {E,,...,E,} forman una particién, y
{p, .-, } son los grados de creencia en la ocurrencia de cada uno de ellos asignados
por un individuo i en las condiciones H, esto es p; = F, (E;|H), entonces la condicién
necesaria y suficiente para que no sea posible construir un conjunto de apuestas en las
que / necesariamente pierda dinero (dutch book) es que las p;’s constituyan una
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distribucion de probabilidad, i.e., que p; 20,y X, p, =1; para evitar un comporta-

miento incoherente, intrinsecamente contradictorio, los grados de creencia deben
comportarse como probabilidades (de Finetti, 1931b, 1937). Las definiciones
axiomadticas de probabilidad (e.g., Kolmogorov, 1933), sin relacion operativa alguna
con el mundo real, se convierten asi en un teorema: los grados de creencia deben
satisfacer las propiedades convencionalmente utilizadas para definir formalmente la
probabilidad y, consecuentemente, puede definirse una medida de probabilidad a partir
de ellos. Para de Finetti, cualquier incertidumbre debe ser expresada mediante una
distribucion de probabilidad. Esta es, como es sabido, la caracteristica esencial de la
metodologia estadistica Bayesiana.

Naturalmente, el hecho de que exista una definicién operativa, no implica que
utilizarla sea en la practica el mejor méfodo de asignar probabilidades. De hecho, el
concepto de probabilidad como grado de creencia incluye como caso particular a los
conceptos cldsico y frecuencialista (de Finetti, 1970a, Prefacio). En efecto, si las
simetrias de un problema sugieren una percepcion de “equiprobabilidad” entre N casos
posibles mutuamente excluyentes, entonces el sujeto asignard la misma probabilidad
I/N a cada uno de ellos y consecuentemente, en virtud de las leyes de la probabilidad
que los grados de creencia deben obedecer, la probabilidad asociada a un suceso
constituido por la unién de k de ellos serd necesariamente k/N. Analogamente, si la
informacién histérica de que se dispone sugiere una comparacién con situaciones
razonablemente parecidas, entonces la probabilidad asignada serd presumiblemente
establecida en base a las correspondientes frecuencias relativas; asi, si una compaiiia de
seguros estima que todos los conductores varones noveles con menos de 25 afios
presentan un riesgo de accidente comparable, y sus series historicas demuestran que en
el pasado un 3% de ellos tuvieron de hecho un accidente en su primer afio como
conductores, es razonable suponer que sus analistas asignaran una probabilidad 0.03 al
suceso de que un conductor varén novel de menos de 25 afios tenga un accidente en su
primer afio como conductor. Estos son dos ejemplos sencillos de probabilidades
“intersubjetivas” en el sentido antes mencionado. Observese sin embargo que, aunque
pueden resultar utiles para asignar probabilidades, los conceptos clasico y
frecuencialista de la probabilidad no permiten una definicién formal de probabilidad,
que resultaria circular al tener, respectivamente, que incluir conceptos como ‘“casos
equiprobables” y “convergencia en probabilidad”.

Consecuente con su defensa de las definiciones estrictamente operativas, de
Finetti defiende la posibilidad de trabajar con probabilidades tan solo finitamente
aditivas (de Finetti, 1937, 1970a), sin exigir la condicién de o -aditividad que, en el
caso continuo, permite garantizar la existencia de funciones de densidad. Sin embargo,
la notable complejidad de una teoria de la probabilidad no o -aditiva y las paradojas de
aglomeracién que tal . teoria lleva necesariamente consigo (la hipdtesis de
conglomerabilidad implica la o -aditividad) han llevado a una aceptaciéon pragmatica
practicamente universal, -incluyendo algunos trabajos del propio de Finetti-, de las
probabilidades o -aditivas. A nivel de fundamentos, sin embargo, la polémica continia
(Heath & Sudderth, 1978, 1989, Cifarelli & Regazzini, 1987; Consonni & Veronesse,
1989; Lindley, 1997.
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La notacién convencional para las probabilidades, P (E|H), omite la referencia
al sujeto i que las especifica. Sin embargo, no existe ningiin argumento que permita
demostrar que dos individuos con la misma informacion deben, necesariamente, asignar
las mismas probabilidades. Las probabilidades “logicas” en el sentido de Keynes (1921)
o de Carnap (1950) no estdn matematicamente justificadas. Sin embargo, como ya
hemos apuntado, existen numerosas situaciones, -especialmente en el contexto del
disefio y andlisis de la experimentacién cientifica-, en las que es posible elaborar
probabilidades de consenso, probabilidades intersubjetivas que permiten la
comunicacion cientifica.

En la linea de Kim, el personaje de Kipling en el Libro de la Selva, y de Henri
Poincaré (la théorie des probabilités n’est que le bon sens réduit au calcul), la teoria de
la probabilidad es para de Finetti una forma de higiene mental, un modelo (en el sentido
del als ob de Veihinger) que permite la incorporacién y gestion consistente de las
numerosas fuentes de informacion relevante de que puede disponerse en un momento
dado (de Finetti, 1938b, 1963, 1964, 1967, 1968, 1977b, 1978). Sus teoremas de
representacion constituyen una de las herramientas mas importantes para llevar
adelante este proyecto.

3. Intercambiabilidad y teoremas de representacion

Dentro de su programa operativo, de Finetti parte de la modelizacion de
observables. Asi, puesto que toda incertidumbre debe ser descrita mediante
probabilidades, la informacién de que se dispone en las condiciones H sobre el valor de
una observacion futura x € X debe ser descrita mediante una densidad de probabilidad

p.(.|H) en el sentido de que
P(x e AlH)= [ p(xIH)dx, AcX.
4

Si disponemos de una base de datos {x,,...,x,} constituida por n observaciones
“semejantes” a x, para “predecir” el valor de x deberemos especificar su
correspondiente densidad de probabilidad condicional p(x|x,,...,x,,H). Observese
que de Finetti no introduce “parametros” desconocidos: p(x|xl,...,x,,,H) €s una
funcién totalmente espe-cificada.

Suprimiendo por simplicidad en la notacion los subindices correspondientes a las
distintas densidades de probabilidad, el comportamiento de un conjunto
{x,,...,x,,x,,,}de n+1 observaciones en las condiciones H sera descrito por su

densidad de probabilidad conjunta, p(x,,...,x,,x,,,|H) de forma que

P({xI serer X s X ] eB|H)= Lp(x, yeves Xy s Xy | H)dx, . d,,, B X"
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y, consecuentemente,

P(x,,,,, € A|x, ,...,x,,,H)= Lp(x,,+,|x, ,...,x,,,H)dx,,H, Ac X

con

p(xl seresXpyy ‘H)

p(x,,+,lx,, ,x,,,H) p(x )
1ees Xy |

de forma que para resolver el problema de prediccién planteado, -que de Finetti
acertadamente considera el problema basico en la investigacion cientifica-, es necesario
y suficiente especificar la distribucion conjunta de una sucesion cualquiera de
observaciones “semejantes”.

De Finetti empieza por proponer una definicion formal que capture la idea basica
de observaciones “semejantes”.

Definicion de intercambiabilidad. Las variables aleatorias {x,,x,...}de una
sucesion son intercambiables (equivalenti, exchangeable, échangeable, austauschbar)
si la distribucion conjunta de cualquier subconjunto finito, p(x,,...,x,), es invariante

ante permutaciones de sus indices.

En un conjunto de variables intercambiables toda la informacion relevante esta
contenida en los valores de las x;’s, de forma que sus indices no proporcionan
informacion alguna. Obsérvese que el concepto de intercambiabilidad generaliza el de
independencia condicional: un conjunto de observaciones independientes idénticamente
distribuidas es siempre un conjunto de observaciones intercambiables.

Utilizando el concepto de intercambiabilidad, de Finetti demuestra su famoso
teorema de representacion para variables dicotomicas:

Teorema de representaciéon para variables dicotémicas. (De Finetti, 1930,
1937). Si {x,,x%,,...,},x; €{0,1} son variables aleatorias intercambiables, entonces

. . . 1
(i) existe 6=lim,_,,—>" =x, 0e]0,1[, y
n

i=1
(ii) existe una densidad de probabilidad p(6),
tales que la densidad conjunta p(x,,...,x,) tiene la representacion integral

plx, oo LH& (1-6)" p(6)ds.

El teorema demuestra que un conjunto de variables aleatorias dicotémicas
intercambiables necesariamente se comporta como una muestra aleatoria de
observaciones Bernoulli, cuyo parametro 8 es el limite de su frecuencia relativa, y para



70

el que necesariamente existe una distribucion inicial p (). Lindley & Phillips (1976)
poporcionan una sencilla demostracion moderna de este resultado crucial.

En el caso dicotomico, la intercambiabilidad identifica las observaciones como
una muestra aleatoria de un modelo probabilistico especifico (Bernoulli) y garantiza la
existencia de una distribucion inicial sobre su parametro. En el caso general, para
variables aleatorias de cualquier rango y dimension, la intercambiabilidad identifica las
observaciones como una muestra aleatoria de algin modelo probabilistico y garantiza la
existencia de una distribucion inicial sobre el parametro que lo describe:

Teorema de representaciéon general. (Hewwit & Savage, 1955; Kingman,
1978). 8i {x,,x,,...,}, x; € X sonvariables aleatorias intercambiables, entonces
(i) existen una funcion f(x,,...,x,) y un modelo probabilistico p(x|60),x € X , con
6=lim,_, f(x,....,x,), 0@,y
(ii) existe una funcion de densidad de probabilidad p(9),
tales que la densidad conjunta p(x, ,...,x,) tiene la representacion integral

p(x, ,...,x,,) = I@ﬁp(x,. |9)p(9)d0.

i=

En una terminologia convencional, el teorema demuestra que un conjunto de
observaciones intercambiables pueden ser siempre interpretadas (de nuevo el als ob de
Veihinger) como una muestra aleatoria de al/giin modelo probabilistico, controlado por
un parametro que no es introducido de manera arbitraria, sino que resulta definido como
el limite de una funcion de las observaciones. Ademas, el teorema garantiza la
existencia de una distribucion inicial sobre el parametro que gobierna el
comportamiento del modelo. Nétese que las observaciones intercambiables x; pueden

ser vectores de cualquier dimensién y que, incorporando en ellas como variables todos
los elementos de informacion relevantes para que sus indices no sean informativos,
siempre es posible postular la intercambiabilidad de los vectores asi obtenidos.

Los teoremas de representacion son resultados de teoria de la probabilidad no
sujetos a polémica alguna, pero al demostrar la existencia de la distribucion inicial
constituyen una demostracion de la necesidad /dgica de la metodologia Bayesiana.
Observese, sin embargo, que se trata tan sélo de teoremas de existencia: en cada
problema concreto es necesario identificar tanto el modelo como la distribucién inicial
apropiadas.

Como de Finetti magistralmente sintetiza (de Finetti, 1974), el concepto de
probabilidad como grado de creencia proporciona, junto a los teoremas de
representacion, un paradigma unificado para la inferencia estadistica. Dado un conjunto
de observaciones intercambiables, (posiblemente vectoriales) {x,,...,x,}, el proceso de

inferencia sobre una magnitud de interés ¢ relacionada con ellas se descompone de
forma natural en tres fases: especificacion del modelo probabilistico, especificacion de
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la distribucion inicial relevante, y determinacion de la distribucion final de la magnitud
de interés.

1. Especificacion del modelo. De la intercambiabilidad de las x; ’s se deduce que
el conjunto de observaciones {x,,...,x,} constituye una muestra aleatoria de algin
modelo probabilistico p(x|0), de forma que las x;’s son condicionalmente
independientes dado el valor de un parametro 6 (posiblemente vectorial), i.e.,

n
p(xl yeer X, |t9)= qp(x, 16),
i=

donde 6 = lim,,_,,,,f(x, ,...,x,,) ,0 €0, se define como el limite de alguna funcién de las
observaciones. Frecuentemente, la informacion de que se dispone en el contexto en que
las observaciones han sido obtenidas permite especificar el modelo; por ejemplo, la
teoria de errores puede sugerir una distribucién normal para las observaciones obtenidas
en un experimento astronémico, o la teoria econdmica puede sugerir una distribucion de
Pareto para observaciones sobre la renta de los individuos. En otros casos, el modelo
puede ser determinado mediante hipoétesis adicionales sobre el comportamiento de las
x;’s; por ejemplo, si las x;’s son variables reales intercambiables y tienen simetria

esférica, entonces se trata necesariamente de observaciones normales N (x |1, a) (Smith,
1981), donde

Finalmente, el concepto de intercambiabilidad parcial (de Finetti, 1938a), y los
teoremas de representacion asociados a ella (de Finetti, 1970a; Diaconis and Freedman,
1980, 1984; Diaconis, Eaton and Lauritzen, 1992), permiten la construccién de
sofisticados modelos jerarquicos que, partiendo de los trabajos pioneros de Good (1965)
y Lindley & Smith (1972), constituyen hoy una de las 4reas de aplicacion mas fecundas
en la estadistica contemporanea (ver e.g., Good, 1980; Bernardo & Smith, 1994; Cap. 4;
Gelman et al., 1995, Cap. 5; y referencias citadas en ellos).

2. Especificacién de la distribucion inicial. De la intercambiabilidad de las x;’s

se deduce la existencia de una distribucién inicial p(#) sobre los parametros que
gobiernan el modelo probabilistico. Si se dispone de informacidén relevante sobre el
valor de 6, esta informacién debe ser descrita por medio de p(é?); la forma de hacerlo

depende necesariamente del contexto; Gatsonis et al. (1993,1995,1997) y Gelman et al.
(1995) proporcionan numerosos ejemplos. Si no se dispone de informacién relevante
sobre &, o si en un contexto cientifico no quiere utilizarse la que se dispone por no
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tratarse de informacién intersubjetiva consensuada, entonces debe utilizarse una
distribucion inicial de referencia n(6), que dependera del modelo utilizado p,(./6) y

de la magnitud de interés ¢ , y que se obtiene como aquella p(6) que minimiza la
influencia de la distribucion inicial en la distribucion final de la magnitud de interés
(Bernardo, 1979,1997; de Finetti, 1979; Berger & Bernardo, 1997; Bernardo & Ramon,
1998). Las distribuciones de referencia son un ejemplo importante de probabilidades
intersubjetivas.

3. Determinacion de la distribucion final de la magnitud de interés. La magnitud

de interés puede ser tanto una funcion de los parametros del modelo ¢ = ¢(¢9) como una

funciéon de un conjunto de observaciones futuras ¢=¢(x,,+, ,...,xn+,,,). En ambos

casos, su determinacion es un problema bien definido de céalculo de probabilidades. En
primer lugar, es necesario determinar, mediante el teorema de Bayes, (que da nombre al
procedimiento de inferencia), la distribucion final conjunta de los parametros del
modelo.

e ey Prseoxal6)p(6) T pxi16)p(6)
PO, ....x,) plxnn)  Jo I p(x16)p(6)d 6 -

Si la magnitud de interés ¢ = ¢(6), es una funcién de los parametros del modelo, su

distribucién final p(¢|x,,...,x,,) puede deducirse de p(9|x],,..,x,,)como la
correspondiente distribucion marginal. Si es una funcién de observaciones futuras
¢= ¢(x,, . ,...,x,,+,,,), entonces la distribucion condicional p(¢|49) puede ser deducida a

partir del modelo, y la distribucion final de ¢ puede calcularse utilizando el teorema de
la probabilidad total, de forma que

P11 e5) = [ A0 (013, ) d

Los resultados obtenidos en un anélisis como el descrito son obviamente
condicionales al modelo probabilistico y a la distribucion inicial utilizadas. Es
importante por lo tanto disponer de herramientas que permitan evaluar la asignacion de
probabilidades. Good (1965) y de Finetti ( 1962,1965,1970b) fueron pioneros en el uso
de funciones de evaluacion con este propdsito.

4. Funciones de evaluacion

Para de Finetti, la #nica forma de describir la incertidumbre es una medida de
probabilidad; consecuentemente, cualquier otra expresion es necesariamente incompleta
o inadecuada. Los test de respuesta multiple, tan frecuentes en nuestra sociedad,
proporcionan, en su forma convencional, un buen ejemplo de expresion incompleta de
la incertidumbre. En efecto, cuando se requiere a un alumno que seiiale cual de las &
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respuestas posibles, -que se le asegura son mutuamente excluyentes-, es la correcta, se
esta violando el principio mencionado y, consecuentemente, se obtiene una informacion
incompleta: el profesor no puede determinar si un alumno ha elegido la respuesta
. correcta porque la conocia, o porque ha elegido al azar y ha acertado. La solucion
obvia, consistente con el principio enunciado, es requerir al alumno que especifique una
distribucion de probabilidad sobre las respuestas posibles. De esta forma, un alumno
que conoce la respuesta deberia asignar una distribucién degenerada, con probabilidad
1 para la respuesta correcta, mientras que un alumno que dudase entre las dos primeras
respuestas deberia asignar una distribucion (0.5,0.5,0,...,0), y un alumno que no sabe

nada deberia asignar una distribucién uniforme (l lk,.. 1/ k) . Esta formulacion plantea

sin embargo un nuevo problema extremadamente interesante: ;cual debe ser la forma de
evaluar este tipo de respuesta?, ;cual debe ser, en funcion de la respuesta correcta, la
puntuaciéon que merece un alumno que asigna una distribucion de probabilidad

( Dy sPasees pk) sobre las & respuestas posibles?
Obviamente, la funcion de evaluacion debe ser elegida de forma que motive al
alumno a decir la verdad, esto es que su estrategia optima sea escribir ( 1/k,....1/ k) si

realmente no sabe nada y no “pretender” que sabe escribiendo, por ejemplo, una
distribucién degenerada que asigne probabilidad uno a una respuesta escogida al azar.
De Finetti (1962,1965,1970b) propone utilizar una funcién de evaluacion cuadrdtica de
la forma

u[(p,,pz,...,pk ]=a(1—6}2)+b,., a>0, b eR

)i
g =(-p)+.p}

J#i

que a una “prediccion” ( PisDysees pk) sobre la respuesta correcta, denotada /, le asigna

una puntuacién proporcional a 1-4°, donde & es la distancia euclidea entre la

)
“prediccion” (p, I p,,) y la “prediccién perfecta” que asigna probabilidad 1 a la
respuesta correcta. Es facil demostrar que, con esta funcion de evaluacion, la estrategia
optima del alumno es decir la verdad; en efecto, su puntuacién esperada si escribe
(q, g5 ,...,qk) cuando realmente piensa (p, » Py ,...,pk) es

oo

k
i=1
que, para la funcién de evaluacion cuadratica, se maximiza si g, =p,, i=1,...,k,y

solamente en ese caso. Si se decide calificar con 1 punto a una contestacion perfecta
(probabilidad uno asignada a la respuesta correcta) y con 0 puntos a la ignorancia

absoluta (distribucién uniforme), entonces a=k/(k-1),b=-1/(k-1) y la funcién de
evaluacion resulta ser
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k
u[(p, » D2 ,...,p,,),i]= l—k—:—lcf,.z , i=1,...k

con lo que la puntuacién que merece el “disparate” de asignar probabilidad 1 a una
respuesta falsa (jmucho peor que confesar ignorancia!) resulta ser —(k +1)/(k - 1), que

tiende a -1 cuando en niimero de respuestas posibles tiende a infinito, pero es, por
ejemplo, igual a -2 si sélamente existen tres respuestas alternativas, e igual a -3 si
unicamente se trata de predecir si una afirmacion es cierta o falsa.

La funcion de evaluacion cuadrética, atribuida a Brier por McCarthy (1956), fue
independientemente redescubierta por de Finetti, quien la propuso como un método de
determinacion de probabilidades subjetivas, -posteriormente generalizado por Lindley
(1982)-, y la utilizé frecuentemente para valorar predicciones reales sobre la quiniela
italiana (de Finetti, 1982).

Una funcién de evaluacion que motive al alumno a decir la verdad recibe el
nombre de funcion de evaluacion propia. La funcién de evaluacién cuadrética no es,
desde . luego, la unica funcién de evaluacién propia. Por ejemplo, la funcién de
evaluacion logaritmica

u[(p,,pz,...,p,,),i]=alogp,-+b,, a>0, b eR

que toma la forma 1- (log p,-) / (logk") si se asigna 1 punto a una respuesta perfecta 'y 0

puntos a una distribucion uniforme, es una funcion de evaluacién propia y es, ademas,
la inica que depende exclusivamente de la probabilidad asignada a la respuesta correcta
(Savage, 1971). Sin embargo, se ha conjeturado que la funcién de evaluacién cuadratica
es la #nica que satisface la condicion de motivar una respuesta veraz sin exigir que la
respuesta dada (q, 29, ,...,qk) sea una distribucion de probabilidad; tiene ademas la

ventaja de estar acotada, mientras que con la funcion de evaluacion logaritmica, la
puntuacion que se obtiene si se asigna probabilidad 1 a una respuesta falsa es — .

La generalizacion de las ideas expuestas al caso de una variable continua,
posiblemente vectorial, tiene importantes implicaciones, y puede servir como ejemplo
de las poderosas implicaciones que las ideas originales del Maestro pueden llegar a
tener.

En el caso discreto, la funcién de evaluacion cuadrética propuesta por de Finetti

para valorar una prediccion (p i) € J) puede reescribirse en la forma

u[(pl,pz,...),i]=a Zp,—z p;T +b, a>0, b eR.
JjeJ
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Para evaluar una prediccion px(~|H) sobre el valor de x € X en las condiciones H
basta, analogamente, calcular

u[px(-[H),x]=a(2px(x|H)—Lpf(le)dx)+b(x), a>o, ‘b e{X—»SR},_

que sigue siendo una funcioén de evaluacion propia.

Las funciones de evaluacion propias proporcionan un potente método de
contraste para juzgar si el par formado por un modelo probabilistico y una distribucion
inicial sobre sus parametros describe o no adecuadamente el comportamiento de los

datos. En efecto, dado un conjunto de datos {xl » Xy ,...,x,,} , un modelo probabilistico'y

una distribucion inicial sobre sus parametros, el valor medio de la evaluacion que
merece la prediccion que puede hacerse sobre cada una de las observaciones en base a
todas las demas, esto es

n

1
t= t(x1 X, ,...,x,,) = ;Z u[px (-]x1 sees Xy X ,...,x,,),x,-] ,

i=1

donde u es cualquier funcién de evaluacion propia, y px(-lxl RS SRS ,...,x,,) es la
distribucion predictiva de una nueva observacion x basada en todas las observaciones

disponibles excepto la x;, es una estimacion por Monte Carlo del valor esperado de la

evaluacién que mereceria una prediccion sobre x basada en los datos {xl 3 X peens X, } y

>n
en el modelo y la distribucion inicial asumidos. Consecuentemente, ¢ proporciona un
estadistico de contraste global intuitivamente razonable, una medida intrinseca de la
“bondad” del par {modelo probabilistico, distribucion inicial} para explicar el
comportamiento de las x;’s.

Para comparar entre si un conjunto de modelos probabilisticos y/o distribuciones
iniciales alternativos, basta calcular el valor de ¢ que se deduce de cada uno de ellos; la
mejor combinacion {modelo probabilistico, distribucién inicial} serd aquella que
minimiza el valor de ¢ (Bernardo & Smith, 1994, Cap 6).
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