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Theorema  egregium: Si superfircie curva in
quamcumque aliam superficiem explicatur, mensura
curvaturae in singulis punctis invariata manet.

K.F.Gauss: Disquisitiones generales circa superficies
curvas. (1827)

Tenia que suceder. De la geometria clédsica, que se ocupaba de las
propiedades de las figuras en cuanto tales, se habia pasado, tras Descartes
y Fermat, a una metodologia que implicaba, para su estudio, la utilizacién
de niimeros, ecuaciones y funciones. Mds tarde, la invencién del cilculo
infinitesimal, que buscaba estudiar las funciones en las proximidades de
un valor de la variable, y a la cual no fue ajena la propia geometria que
habia planteado el problema de la tangente, trae como consecuencia
obligada la aplicacién de las técnicas del cdlculo a cuestiones geométricas
que serian, por consiguiente, consideradas desde un punto de vista local.
He aqui cémo de este maridaje de la geometria y el andlisis va a nacer una
rama particular de la matemadtica, la que acabaria llamédndose geometria,
como su madre, y apelliddndose diferencial , como su padre, el célculo.

Como siempre, esta via no apunta desde un principio a una doctrina
sistematica ni estd libre de discontinuidades. Por el contrario, van
surgiendo hechos aislados que son incorporados al acervo de la geometria
y, sobre todo, del andlisis. S6lo cuando se inicia la organizacién de la nueva
rama cientifica se absorben aquellos precedentes que quedan
definitivamente enclavados en ella. Hagamos un breve resumen de los
mismos.

1. Preliminares.

Los primeros que entran en la némina estdn presentados en forma
puramente geométrica, sin el concurso del cdlculo. Como que cuando
aparecen, 1673, ain no se ha publicado la Geometria analitia de Newton,
escrita ciertamente dos afios antes pero no editada hasta 1736. Se trata
de los estudios de Ch. Huygens sobre el péndulo, que le llevan, en su
Horologium oscillatorium a introducir las evolventes a una curva en la
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forma geométrica con que solemos hoy ilustrarlas, como trayectoriw.s de los
puntos de un hilo acoplado a la curva que se va desenrollando
manteniéndose tirante. Encontramos también alli el radio y el centro de
curvatura de una curva en un punto y la evoluta como lugar de los centros
de curvatura. Estas nociones que practicamente componen la teoria de las
curvas planas van llenando, con sucesivas ampliaciones y tratamientos, el
estudio de las mismas. El propio Newton, en la obra dicha, las introduce
igualmente utilizando ya métodos analiticos; y Leibniz, en 1692, se ocupa
de las evolventes, a las que llama curvas paralelas.

En otro sentido, Euler estudia en 1778 las curvas que hoy conocemos
como de anchura constante, y que él llama uniformes, es decir, las que
mantienen constante la distancia entre cada dos tangentes paralelas. En
las revistas de la Academia de San Petersburgo aparecen varias de estas
publicaciones, incluso afios después de su muerte, en 1783, al encontrarse
numerosos originales inéditos. El estudio que se acaba de citar se incluye
en la memoria "De curvis triangularibus”, Acta Acad. Petropolitanae,
1778 (publicada en 1780), llamando curva triangular a la de tres
retrocesos cuyas evolventes son de anchura constante. (Mds adelante, en
1860, relaciona E. Barbier estas curvas con el problema probabilistico de
la aguja de Buffon). Continda, pues, Euler el estudio de las curvas planas
que habia atacado en su Introductio in analysin infinitorum (1748) y, mas
sistemdticamente, en una memoria publicada en 1775 [1].

Estamos ya en plena utilizacién de las nuevas técnicas en la geometria
de las curvas planas pero considerdndolas como parte del andlisis mismo
y de la geometria analitica, cosa nada rara desde que la geometria se habia
de algiin modo sumergido en el dlgebra. De manera bien expresiva lo dice
I’Hopital en el primer libro de texto de andlisis que se publica, al titularlo
Andlisis infinitesimal aplicado al estudio de las curvas (1695).

Varios de estos argumentos recopila S.F. Lacroix (1765-1843) en su
Trait¢é du calcul différentiel et du calcul intégral (1797), en el que
determina la tangente, las pardbolas de mdximo contacto y el circulo
osculador, lo que le permite definir la curvatura, su radio y su centro y,
por consiguiente, la evoluta. Es de notar que ya Newton habia obtenido en
sus Principia el centro de curvatura como interseccion de dos normales
infinitamente préximas y Leibniz el circulo osculador como el que pasa por
tres puntos consecutivos o infinitamente préximos también. El mismo
Leibniz, en Acta Eruditorum, 1692 (1694), define la envolvente de una
familia uniparamétrica, dando métodos para calcular su ecuacién, y
Johann Bernoulli estudia la envolvente de las trayectorias de los proyectiles
para obtener la llamada pardbola de seguridad.

Todos estos autores, y otros mds, van destilando resultados analiticos
que admiten una versidn geométrica o estin provocados por ella. En el
capitulo de las curvas alabeadas, el omnipresente Euler, en una obra sobre
superficies que luego citaremos, de 1760, determina la tangente en un
punto, el radio de curvatura y la posicion del plano osculador, que ya habia
sido introducido por Bernoulli. Establece también Euler la representacion
de una curva por sus ecuaciones paramétricas, con parametro el arco, como
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en los Comment. Acad. Petropolit., 8 (1736). Antes, a sus 16 afios, escribe
A.C. Clairaut las Recherches sur les courbes a double courbure, 1729
(1731), considerando las curvaturas de las dos curvas planas obtenidas al
proyectar la curva dada sobre dos planos ortogonales, de modo que aparece
asi la curva como interseccién de dos superficies cilindricas; y en ella
estudia la tangente y el plano normal.

Simultdneamente al caso de las curvas, planas o alabeadas, y
tomandolas en ocasiones como medio, se realiza el estudio de las superficies.
Ya en 1697 planteaba Johann Bernoulli, en el Journal des Savants, el
problema de encontrar el arco mds corto entre dos puntos de una euperficie
convexa. Al afio siguiente lo resuelve su hermano Jakob para cilindros,
conos y superficies de revolucién. En 1728 habia obtenido Euler las
ecuaciones diferenciales de las geodésicas en "De linea brevissima in
superficie quamcumque duo quaelibet puncta jungente", Comm. Acad.
Petrop. , 3, 1728 (1732), utilizando el método del cdlculo de variaciones
introducido por €l. En realidad se suele considerar a Johann Bernoulli
inventor de este calculo por su contribucién al problema de la
braquistécrona, curva ya estudiada por Leibniz y los Bernoulli [2]; Johann
llega también a las ecuaciones de las geodésicas de una superficie en 1742.
Anticipamos el nombre en cien afios, ya que el de geodésicas se debe a
Liouville en 1844.

De nuevo Clairaut, que entre 1733 y 1739 trabajaba sobre la forma
de la Tierra, estudia las superficies de revolucién y establece la relacion
entre el dngulo con que una geodésica corta a los meridianos y el segmento
de perpendicular comprendido entre esos puntos de intersecciéon y el eje
de revolucién (Mem. Acad. Paris, 1733 (1735)). Y es Euler el primero en
considerar las superficies desarrollables en "De solidis quorum superficiem
in planum explicare licet", Novi Comment. Acad. Petropol., 16 (1771),
obteniendo las ecuaciones que han de verificar y demostrando que la
familia de tangentes a una curva alabeada describe una superficie
desarrollable. En este trabajo, andlogamente a como antes hizo con las
curvas, expresa las coordenadas de los puntos de la superficie en funcién
de dos pardmetros, lo que, quizd por vez primera, avanza la idea de
coordenadas curvilineas que en Gauss tendra total realizacion.

Justamente suele tomarse a Euler como el fundador de la geometria de
la superficie. En "Recherches sur la courbure des surfaces", Mem. Acad.
de Berlin, 16 (1760), analiza la curvatura de las curvas de interseccion
de la superficie con planos normales a ella y obtiene que en cada punto las
curvaturas maxima y minima corresponden a dos curvas situadas en dos
planos perpendiculares entre si: esas curvaturas se llamaron curvaturas
principales, 'y direcciones principales son las de aquellas dos secciones. Si
designamos por ki y k» las curvaturas principales, el teorema de Euler nos
dice que la curvatura k de una seccién normal que forma un dngulo A con
una de las direcciones principales es

k= klcoszA+ kzsenzA.
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Dieciséis aflos mds tarde encuentra Meusnier, como veremos, la curvatura
de cualquier seccién plana, no necesariamente normal.

Las superficies minimas es otro de los temas de este capitulo y uno de
los mejor tratados desde que fue iniciado por Lagrange, entre 1760 y
1764, como aplicacién de sus trabajos sobre el calculo de variaciones. El
fue también quien -estudié detalladamente los problemas de contacto de
curvas y superficies en su Traité des fonctions analytiques (1797), cuestion
que posteriormente culminé Cauchy en Legons sur les applications du
calcul infinitesimal a la géometrie (1826), donde obtiene dos de las
formulas de Frénet. También Lacroix, como vimos en el caso de las curvas
planas, ha dedicado sus esfuerzos a la teoria de contacto. Obtiene la esfera
osculatriz a una curva alabeada y su radio, que conocemos como radio de
curvatura normal; y aplicindolo a las curvas sobre una superficie
reproduce de nuevo el teorema de Euler. En cuanto al contacto entre
superficies, le aparece el plano de méximo contacto en un punto de una
superficie, que es el plano tangente, pero ve que no hay en general esfera
osculatriz; busca entonces otras superficies cuadriticas que tengan con la
superficie contacto de segundo orden y halla el paraboloide osculador,
probando que dos superficies que tengan en un punto comin las mismas
curvaturas principales, tienen en él un contacto de segundo orden.

He aqui, pues, el pequefio retablo [3] de cosas sueltas, aunque
relacionadas algunas entre si pero sin componer ain una doctrina
auténoma, que nos es dado contemplar cuando nos acercamos a los
comienzos de nuestro siglo XIX. En esa ancha y difusa banda entre los dos
siglos, un nombre viene a unirse al de Euler para constituir la vanguardia
de lo que ha venido a llamarse geometria diferencial, siquiera en su versién
cldsica, esto es, la teoria local de curvas y superficies del espacio euclideo
representadas por ecuaciones analiticas: ese nombre es el de Gaspard
Monge (1746-1818).

2. La escuela francesa

En anteriores trabajos [4] hemos situado la figura de Monge como
punto de convergencia de las dos direcciones, casi enfrentadas, que se
apreciaban en la geometria desde Descartes. Una ya desplazada pero que
con él iba a despertar hacia un nuevo florecer: la rama sintética, puramente
geométrica, que pronto daria paso a la geometria proyectiva. Y la otra, la
que seguiria haciendo uso de las técnicas y de la metodologia que el andlisis
habia desarrollado, e iba a conducir a sentar las bases de la geometria
diferencial.

Monge contribuye a esta fundamentacion de dos maneras
complementarias: con su propia investigacién y con la formacién de un
destacado plantel de discipulos: Meusnier, Dupin, Malus, Lancret,
Hachette, Rodrigues, a los que hay que afiadir después un grupo de
matematicos franceses que a partir de 1836, fecha de su fundacion,
publican sus resultados en el Journal de Mathématiques pures et
appliquées, que hoy apodamos popularmente "el Liouville", en alusién a su
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fundador [5]: Frénet, Serret, Puisseux, Bertrand, Ribaucour, Saint
Venant, ... Todos ellos mencionados hoy todavia por dar nombre a figuras
y teoremas a los que dedicaron su atencién.

Un resumen de estas investigaciones se contienen en las notas que el
mismo Joseph Liouville (1809-82) incluye en la edicién de 1850 de la obra
clave de Monge en este terreno y que mantiene todavia en su dtulo la visién
que entonces se tenia de tales estudios: Applications de l’Analyse a la
Géometrie. Parece que la obra fue escrita en 1795 y que en 1802 se hizo,
en colaboracién con Hachette, nueva redaccién, asi como una posible
edicién en 1807.

En ella se recogen también las incursiones que con anterioridad habia
hecho Monge en estos temas. Por ejemplo, sobre las evolutas de curvas
alabeadas a las que dedic6 una memoria escrita en 1771 y publicada en
1785: Developpées, rayons de courbure et les différentes genres
d’inflexions dans les courbes a double courbure. Ahi aparece de modo
implicito el concepto de torsién, definitivamente establecido por su
discipulo Lancret; no su nombre, que sustituye al entonces utilizado de
flexion, y que se debe a L.I. Vallée que lo incorpora en la edicién de 1825
de su Traité de géometrie descriptive. El mismo M.A. Lancret (1774-1807)
define la tangente, normal y binormal en cada punto de la curva pero,
igualmente, el nombre de binormal lo pone A.J.C. Barré de Saint Venant
(1796-1886) en Journal de I’Ecole Polytechnique, 18 (1845). Este ultimo
autor llegd a ocuparse de la teoria de curvas a través de sus investigaciones
sobre elasticidad. Fueron precisamente las lecciones del libro de Monge las
que suscitaron el interés por la naciente geometria diferencial, interés
provocado por las demandas de la mecénica, fisica, técnica y astronomia,
que encontraban ya insuficientes los resultados de la geometria elemental.

Volvamos a nuestro autor y a uno de los temas de las Applications,
seguramente iniciado por él: el de las superficies regladas. Monge establecié
la ecuacién en derivadas parciales de tercer orden a que satisfacen todas
las superficies regladas, haciendo a continuaciéon Hachette el estudio
geométrico. (Afiadiremos que posteriormente continuaron esta teoria F.
Minding (1838), M. Chasles (1839), Bonnet y P. Serret (1860)). Ya en
un articulo que Monge presenté en 1775 a la Academie des Sciences de
Paris consider6 como caso particular de las superficies regladas las
desarrollables y encontré igualmente la ecuacién en derivadas parciales
que éstas han de verificar.

Tomando asi el relevo de Euler en lo referente a estas superficies
desarrollables, y definiendo las lineas de curvatura de una superficie como
las tangentes en cada uno de sus puntos a las direcciones principales que
aquél establecid, prueba que las normales a una superficie a lo largo de
una linea de curvatura engendran una superficie desarrollable. Un hecho
curioso se le presenta al considerar superficies regladas no desarrollables
cuyas generatrices son isotropas; ya su discipulo Poncelet habia
introducido en su memoria de 1822 [4] las curvas imaginarias y, en

particular, las isotropas, determinadas luego por la condicién ds?=0.
Estas superficies tienen un sistema unico de lineas de curvatura,
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precisamente las lineas isotropas, de modo que en todos los puntos
coinciden las dos curvaturas principales, iguales a la curvatura en la
direccién de la generatriz isotropa. Ahora bien, sobre cada una de estas
lineas existe un tnico punto real, asi que en el estudio de estas superficies
s6lo identificaba la Unica curva real que hay en ellas, llegando al resultado
sorprendente de que tales superficies, imaginarias, eran en realidad curvas
desde el punto de vista real: "Ce résultat est extraordinaire", se ve forzado
a exclamar [3].

Insistiendo en este tipo de materias, mencionaremos el de las
congruencias rectilineas o familias de rectas dependientes de dos
pardmetros. Estas rectas pueden siempre agruparse en dos series de
superficies desarrollables y, cuando estas superficies son ortogonales, las
rectas de la congruencia son, como se sabe, normales a un conjunto de
superficies a las que tales desarrollables cortan en sus lineas de curvatura.
Monge habia sido llevado a estudiar y obtener estos resultados analizando
un problema de ingenieria que en 1771 publicé en las Mémoires de
I’Academie des Sciences bajo el titulo "Mémoire sur la théorie des déblais
et des remblais”, que mds tarde recogerd, como veremos, su discipulo
Dupin. '

Digamos finalmente que su aportacién a la teoria de curvas y
superficies fue decisiva a la hora de tomar conciencia de que se estaba
edificando una nueva disciplina. El va estableciendo una estrecha relacién
entre las familias de superficies y las ecuaciones en derivadas parciales, el
estudio paralelo de las ecuaciones diferenciales totales, su célebre teoria
de las caracteristicas o la solucién de la ecuacién de las superficies minimas,
que habia iniciado Lagrange. Tras Monge hubo nuevas contribuciones a
esta ultima teoria. Asi, Meusnier demostré en 1785 que las superficies
minimas son aquéllas cuyas curvaturas principales en cada punto suman
cero, lo que equivale evidentemente a caracterizarlas por la anulacién de
la curvatura media, cuando Sophie Germain (1776-1881) introdujo este
concepto, como media aritmética de esas curvaturas principales, en el
Journal de Crelle, 7 (1831). Igualmente aportaron nuevos resultados
Legendre, Bonnet, Riemann y Lie y, ya en 1873, se ilustré con el problema
de Plateau que consiguié, como es bien conocido, superficies minimas de
pelicula jabonosa.

Hemos nombrado a Meusnier, Jean Baptiste Marie Charles Meusnier
de la Place (1754-93), discipulo de Monge en Mezieres, a quien éste mostrd
el trabajo ya citado sobre curvatura de las superficies que Euler publicé
en 1760 y que Meusnier extiende en su famoso teorema que da informacién
completa sobre la curvatura de cualquier curva de una superficie en un
punto dado. Como sabemos bien, la curva seccién de la superficie con un
plano que forma en el punto un dngulo m con la normal en él a la superficie
tiene curvatura k /cos m, siendo k la curvatura de la seccién normal de
igual direccién que la curva en ese punto. Este teorema, que conservamos
con el nombre de su autor, junto con otros resultados que reproducen mas
elegantemente los de Euler, fue publicado en la "Mémoire sur la courbure
des surfaces", Mém. savants étrang., 10, 1776 (1785).
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Pierre Charles Frangois Dupin (1784-1873) fue también discipulo de
Monge en la Ecole Polytechnique, de donde salié ingeniero naval. Mas tarde
se hizo profesor de geometria en Paris y destac6é durante su larga vida como
politico y promotor industrial, llegando a par de Francia y senador en
tiempos de Napoleén III. Nunca perdié el contacto con el mundo de la
ingenierfa, al tiempo que introducia nuevas nociones geométricas. Estas se
recogen principalmente en su obra Développements de géometrie (1813),
subtitulada de modo expresivo para conectar ambas direcciones: Avec des
applications a la stabilité des vaisseaux, aux déblais et remblais, au
défilement, a [’optique, etc., volviendo a temas que también Monge habia
tocado. Incluso su segundo libro, Applications de géometrie, 1822 (1825),
acentda la orientacién prictica. En la mds tedrica, y en su primera obra,
nos legd, dentro de la teorfa de superficies, una exposicion, que es la que
practicamente se utiliza en la actualidad, de las lineas de curvatura,
conjugadas, asintéticas, las ciclides o envolventes de familias de esferas
tangentes a tres dadas, y, desde luego, la famosa indicatriz que lleva su
nombre y que clasifica los puntos de una superficie asociando a cada uno
una cdnica que aproximadamente puede entenderse como la seccién de la
superficie por un plano paralelo al tangente y suficientemente préximo a
él, o bien, la seccién por ese plano del paraboloide osculador a la superficie
estudiado por Lacroix.

Mencionemos finalmente a otro de los discipulos de Monge, Olinde
Rodrigues (1794-1851), cuyo nombre va unido a una férmula que da los
polinomios de Legendre pero que ha sido perpetuado sobre todo por el
teorema que lo ostenta y que caracteriza las lineas de curvatura de una
superficie: la diferencial del vector normal a la superficie mds la del vector
que determina la linea de curvatura por la curvatura normal en la direccién
de ésta, es cero. Sus resultados, de 1815, fueron publicados en
Correspondance sur I’Ecole Polytechnique, 3, y en el Bulletin de la Société
Philomatique, 2.

Todavia podiamos hacer una breve referencia al "grupo de Liouville",
empezando por él mismo que en 1846 y en la revista por él fundada
introduce las superficies de su nombre, que son aquéllas cuyas geodésicas
pueden obtenerse mediante una cuadratura. Fréderic Jean Frénet
(1816-88), en la tesis doctoral que presenté en Toulouse en 1847, obtuvo
sus famosas férmulas que vieron la luz en un resumen de la misma titulado,
una vez mads, "Sur les courbes a double courbure” y publicado en el Journal
de Liouville, 17 (1852). El afio anterior, y en la misma revista, las habia
dado a conocer Joseph Alfred Serret (1819-85), adelantindose a Frénet
en la publicacién pero no en la obtencion, que seguramente debié de
conseguir de modo independiente. Y asi son hoy también conocidas por
formulas de Frénet-Serret. Posteriormente quedarian incorporadas a la
teoria del triedro y de la referencia mévil, de G. Darboux y E. Cartan.

He aqui, premiosa y aburridamente contados, algunos antecedentes de
lo que pronto habrd que llamar geometria diferencial. Hasta ahora no
habia sido mds que una mera aplicacién directa a problemas geométricos
de las ideas que nacieron del célculo. No es, pues, profundamente original
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ni ha conseguido desgajarse de sus origenes, pero éstos son los mimbres
con los que se ha de fabricar el cesto. De ahi que nuestra exposicion no
haya constituido un todo organico sino sélo una relacién de resultados.
Como ideas subyacentes en toda esta época podrian sefialarse la de funcién,
limite y traslacién, que son las que dan base a esta teoria. Pero en ella no
aparece todavia demasiado clara la fundamentacién de las nociones de
curva y superficie a través de la de correspondencia o funcién y la
abstraccion de la tangente como funcién derivada.

3. Gauss.

El paso decisivo que va a inaugurar una nueva época de la geometria
diferencial, el que la elevard de ser un simple capitulo del calculo a
constituirse en disciplina independiente, lo da la pequefia obra de una
figura majestuosa de la matemadtica de su tiempo, y aun de todos los tiempos.
Karl Friedrich Gauss (1777-1855) irrumpe en los mds variados campos
de la matemadtica, en los que supo dejar la impronta de su genio,
combinando la fertilidad y originalidad de los matemdticos del XVIII con
el espiritu critico de los nuevos tiempos. Asi comparte con sus
contemporaneos Kant, Goethe, Beethoven y Hegel la manifestacién en su
propio pais de las modernas ideas en la forma més poderosa [6].

Seguramente otros capitulos de esta historia hardn su semblanza y
analizardn sus aportaciones en cada una de las ramas que cultivé. Aqui
nos limitaremos a entrar directamente en lo que atafie a la nuestra,
centrada en la teorfa de superficies, cuya mayor riqueza y complejidad
respecto de las curvas pudo comprobar, y para la que proporciona todas
las ideas fundamentales. Con él se pasa de la consideraciéon de las
superficies sumergidas en el espacio euclideo, que caracteriza la etapa
anterior, a mirarlas en si mismas, intrinsecamente, sin relacion con su
situaciéon en el espacio, lo que se logra a través de las nociones
fundamentales de la longitud del arco y de la curvatura. Es como si,
resumiendo su postura, se preguntase: ;qué puedo decir de una superﬁme
de la que se conoce sélo su curvatura?.

Para llegar a la culminacion de su obra, Gauss explota
sistematicamente en las superficies el empleo de aquellas coordenadas
intrinsecas de Euler que la representan paramétricamente: las llamadas
coordenadas curvilineas. En ellas no sélo estd en germen la idea de mapa
local, que serd destacada luminosamente por Riemann, sino que nos
permiten arriesgar la idea de que a través de ellas tuvo Gauss el
presentimiento profundo de que buena parte de las nociones de la geometria
diferencial no estaban montadas sobre la superficie instintivamente
pensada, sino sobre el anillo de funciones en ella definido.

Por otra parte, y dicho también en forma mds actual, fue el primero
en comprender, si bien no de un modo explicito, que para la definicion de
la derivada de un vector era excesivo exigir la estructura de un grupo de
transformaciones del espacio, como las que posteriormente darian lugar a
las derivadas de Lie. Comprendié que es posible definir una derivacién -
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la derivada geodésica - en una superficie que no contenga necesariamente
un grupo de traslaciones, y esto le concedié la libertad de pensar en una
geometria propia intrinseca y diferente sobre la superficie. No creo
exagerado mirar hoy asi las mds originales concepciones del pensamiento
de Gauss [7].

Se manifiesta éste en una obra de unas cuarenta péginas que es
seguramente la mds importante de la historia de la geometria diferencial
y, desde luego, su partida de nacimiento como teoria intrinseca de
superficies. Estd dividida en 29 secciones, no todas de la misma
importancia, y tardé alrededor de quince afios en escribirla. Su publicacién
data de 1827 y se trata, como es obvio, de las Disquisitiones generales
circa superficies curvas.

Desde 1805 ocupaba Gauss una ciatedra en la Universidad de
Gottingen y era director de su Observatorio. Bien pudo ser su dedicacién
parcial a trabajos de astronomia, como después a los de cartografia y
geodesia, la que inspird la orientacion de su teorfa en una forma
eminentemente distinta de la de Monge.

Monge era un ingeniero y veia la superficie como la frontera de un
cuerpo sélido y, en consecuencia, hacia hincapié en las propiedades de la
superficie relacionadas con el espacio circundante [3]. Pero Gauss trabaja
sobre la superficie de la Tierra que localmente, en -cartografia, se
representa sobre un plano; el plano se estudia como tal, no es preciso
suponerlo dentro del espacio tridimensional, y las coordenadas del plano
nos proporcionan las coordenadas geograficas de cada mapa de la Tierra,
que se podrad estudiar como una superficie exenta de su espacio ambiente.
No es dificil ya pensar para una superficie en general unas coordenadas
curvilineas (p,q), trasladadas a ella desde las cartesianas del plano, tal
como Euler habia establecido, y estudiar la superficie, igual que hacemos
en el caso del plano, respecto de esas coordenadas, y no de las del espacio.

Por otra parte, y estirando la idea, lo mismo que los problemas
geométricos del plano euclideo tienen su instrumento de resolucién en la
introduccién del - concepto de longitud, ya que de él dependen las
magnitudes geométricas basicas, como adngulos y 4reas, asi también buscard
atacar los de la superficie terrestre - y los de cualquier superficie en cuanto
tal - por la medicién de distancias sobre ella, cosa tanto mas logica cuanto
que las técnicas de triangulacién geodésica que utiliza en la practica asi se
lo inspiran.

Vamos a indicar muy resumida e intuitivamente el desarrollo de las
ideas principales que Gauss expone en su trabajo [8].

La diferencia entre las coordenadas cartesianas del plano y las
curvilineas en una superficie estriba fundamentalmente en que las primeras
componen dos familias de rectas paralelas entre si mientras que las
segundas son dos familias de curvas cuyas "separaciones" y el dngulo que
cada dos de ellas forman en un punto van variando al pasar por continuidad
de un punto a otro. Esto obliga, como sabemos hoy muy bien, a cambiar
la expresién pitagérica de la distancia en el plano por una expresién mds
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general que Gauss expone asi: el cuadrado de la distancia entre dos puntos
proximos de coordenadas (p ,q ) y (p+dp, q+dq ) es:

ds® = Edp *>+2Fdpdq + Gdq 2,

donde E , F y G son funciones de p y q . "Esta ecuacién es una de las
cumbres de todo el edificio de las matematicas y de la fisica - dice exaltado
un autor [9] -, una cumbre donde deberiamos exclamar reverentemente
como Fausto al percibir de repente el simbolo del macrocosmos: ’;Era un
Dios quien escribié estos signos?’ Sélo eran necesarios dos pasos, uno dado
por Riemann y el otro por Einstein, a fin de llevarnos desde la ecuacién de
Gauus al dominio de la relatividad general."

Por nuestra parte observemos de lo dicho que estas funciones, E , F
y G , rigen las propiedades de la superficie que se conservan en cualquier
transformacidén que deje invariante la métrica, es decir, que mantenga las
distancias; por ejemplo, curvando una superficie sin estirarla. Asi, el
camino de minima distancia entre dos puntos, medido sobre la superficie,
o el dngulo de dos direcciones en uno de sus puntos: son las tantas veces
repetidas propiedades intrinsecas de la superficie, que serian vistas desde
ella sin salir al exterior. No podria ocurrir esto, como es evidente, con otros
elementos, como las lineas asintéticas o las de curvatura.

Y la curvatura misma de la superficie? Gauss, inspirado por sus
trabajos de astronomia, la define mediante la aplicacién esférica, la hoy
llamada aplicaciéon de Gauss: Si se toma en cada punto de una region
acotada A de la superficie el vector unitario normal a ella y se trasladan
todos esos vectores a un mismo origen, sus extremos definen una regién
n (A) de la superficie esférica de radio unidad. El 4rea de n (A ) es lo que
inicialmente llamé Gauss curvatura total de A , curvatura que ya era
conocida por la escuela de Monge, aunque sin relacionarla con la geometria
intrinseca (véase O. Rodrigues, loc. cit.) Y sia esun puntode A,

ka=1lim. ar.n(A) /éar. A

A —>a

es, todavia de forma preliminar y hoy no muy rigurosa, y por analogia con
la curvatura de curvas planas, la curvatura (de Gauss) en el punto a.
Ahora, la curvatura total de A se define ya por:

JAkadc,

donde d ¢ es el elemento de drea.

Gauss continda estudiando su curvatura y viendo que en cada punto
es igual al producto de las dos curvaturas principales en €él: obtiene su
férmula en distintas expresiones analiticas y, una de ellas, en funcién de
los coeficientes E , F y G de aquella primera forma cuadritica fundamental
que daba la distancia, y de sus derivadas. Lo que entrafia una sorprendente
consecuencia: la curvatura de una superficie es, segiin eso, una propiedad
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intrinseca de la misma, depende sé6lo de ella y no de la forma en que se
halle sumergida en el espacio. Para saber que la Tierra es curva, volviendo
a la imagen con que inicidbamos este tema, no hace falta ver'a desde fuera,
como nos la retratan desde un satélite: basta con que midamos longitudes
sobre ella. Como suele apuntarse, si fuéramos seres bidimensionales,
incapaces de concebir el espacio exterior, y nos moviéramos sobre la Tierra
como si fuera un plano, podriamos, a pesar de todo, comprobar que no es
un plano. Y otra consecuencia mds: si una superficie se transforma
isométricamente, un papel que se arrugue, por ejemplo, la curvatura en
cada punto permanece invariable [10]. El mismo Gauss se vio inclinado a
llamar teorema egregio a tan magno resultado.

De él se desprende que una superficie esférica no es localmente
isométrica a un plano. Geométricamente era presumible este hecho: un
pequefio tridngulo sobre la esfera cuyos lados fueran arcos de geodésicas,
es decir, de circunferencias maximas, deberia representarse
isométricamente en un tridngulo plano; pero los dngulos de éste suman dos
rectos mientras que los del tridngulo esférico dan una suma mayor, luego
esa representacion es imposible. Este fendmeno, generalizable a superficies
arbitrarias, hace decir a Gauss que "se cuenta entre lo mds elegante de la
teoria de superficies curvas" [8], y seguramente es el que le llevé a intuir
la existencia de geometrias no euclideas. Pero ademds consigue probar que
la curvatura total de un tridngulo suficientemente pequefio de lados
geodésicos es igual a la suma de sus dngulos menos © . Y mds adelante
extiende la férmula al caso de poligonos geodésicos.

Como se sabe bien, este resultado ha sido objeto de importantes
generalizaciones. Pierre Ossian Bonnet (1819- 92) en el Journal de I’Ecole
Polytechnique, 19 (1848), obtiene una expresién que todos los manuales
recogen y que conocemos por formula de Gauss-Bonnet, y que da la
curvatura total de un poligono de lados no necesariamente geodésicos en
funcién de la curvatura geodésica a lo largo del borde del poligono. Esa
curvatura geodésica de una curva sobre una superficie, que ya era conocida
por Gauss y considerada por vez primera por F. Minding en el Journal de
Crelle, 5 (1830), debe su nombre al mismo Bonnet y no es mas que la
curvatura de la proyeccién de la curva dada sobre el plano tangente. Por
su mediacion se definen también las geodésicas de una superficie como
aquéllas cuya curvatura geodésica es nula.

Afiadiremos finalmente, como muestra del juego que el teorema de
Gauss-Bonnet ha dado, por sucesivas aplicaciones y extensiones que llegan
hasta Chern y la teoria de clases caracteristicas, ya en las mitades de
nuestro siglo XX, que puede dérsele en algunos casos una versién
"topologica" basada en aquella caracteristica de Euler de los poliedros,
igual al ndimero de vértices mas caras menos aristas. Entonces, si una
superficie cerrada orientada se descompone en un nimero finito de
poligonos, la curvatura total de la superficie es igual a 27 por su
caracteristica de Euler (o de Euler-Poincaré). Pero, joh, sorpresa!, resulta
asi que la curvatura total de estas superficies, que es la integral de un
invariante local, s6lo va a depender de su caracteristica, que es un
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invariante global, y no de la métrica a través de la cual la habiamos
definido. Es éste, casi con seguridad, el primer teorema que partiendo de
estructuras locales nos da una propiedad global de la superficie [11].

4. Riemann.

A la muerte de Gauss ocupa Dirichlet su cdtedra de Gottingen y a €l le
sucede en 1859 Georg Bernhard Riemann (1826-66). De ¢,
probablemente, como de Gauss, se hablara en otras lecciones de este curso,
pues que también iluminé las principales cuestiones que estaban en boga
en aquellos momentos esplendorosos de la fundamentacién matemaética.
Igual que en el caso de Gauss, es también un breve tratado de Riemann,
de unas quince pdginas, el que abre nuevos caminos al entendimiento de
la geometria y, en concreto, de la geometria diferencial.

Pero hay otro hecho histérico, casi anecdético y de todos sabido, que
lo relaciona con Gauss. A partir de los veinte afios realiza sus estudios en
Gottingen y en Berlin y en 1851 lee en Gottingen su tesis doctoral
"Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer
verdnderlichen complexen Grosse", en la que aparecen ya las que luego se
llamaron superficies de Riemann. La integral, también de su nombre, se
contiene en un trabajo del afio 53, presentado como primer ejercicio para
optar, en la misma Universidad, a la habilitacion para la docencia privada:
"Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische
Reihe". Y al afio siguiente, el 10 de junio, debia, como segundo requisito,
pronunciar una leccién elaborada para ese fin. Normalmente el candidato
proponia tres proyectos de los que el tribunal elegia uno, por lo general el
primero. Riemann somete un primer tema sobre series trigonometricas y
fundamentos del andlisis, un segundo sobre discusién del nimero de primos
menores que un nimero dado y el tercero sobre las hipétesis en que se basa
la geometria. "Los dos primeros los habia preparado bien pero Gauss ha
escogido el tercero y ahora estoy en apuros”, escribe durante el plazo dado
para su preparacion.

El resultado es conocido de todos. Gauss, €l casi octogenario presidente
que habia elegido aquel tema, interesado por ver cémo entendia el joven
candidato problemas que a él mismo le habian absorbido hasta entonces,
quedé auténticamente entusiasmado y acaso fue el dnico que pudo seguir
la exposiciéon de las nuevas y profundas ideas. Su desarrollo estd hecho de
un modo discursivo, sin férmulas ni cdlculos, y parece que el autor pensaba
formalizarlo después analiticamente y que su prematura muerte lo impidi6.
Sélo entonces se publicé el original, tal como estaba, al encontrarlo
Dedekind entre los manuscritos de Riemann. Esta es la pequefia historia
de uno de los textos mds famosos y de mayor proyeccién e influencia en la
matemadtica: Uber die Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen
[12].

Su lectura, bastante dificil para un matemdtico (otras razones darfan
los que no lo son), precisamente porque la presenta en forma casi de
divulgacién, sin concretar formalmente sus pasos, nos va llevando, a través
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de una generalizacién que hoy nos parece muy natural pero que entonces
tendria que chocar frontalmente con la geometria vigente y con las
concepciones kantianas, por los mismos cauces que habia trazado su
maestro Gauss. Este, recordamos, habia tratado las curvas, y sobre todo
las superficies, desgajadas de toda adherencia exterior. La métrica definida
en una superficie proporciona toda la informacién intrinseca de la misma
y, en particular, la curvatura, que nos mide en cada punto el grado de
desviacion, de diferencia de la superficie con respecto a una superficie
plana. Parece como si Riemann se preguntase si con las superficies se
termina la geometria y si no hay mas que una métrica para ellas. Pero para
entonces ya ha surgido el plano hiperbdlico, esencialmente distinto del
euclideo, y, por otra parte, €l piensa también en fendmenos de la mecénica
y de la fisica que requieren espacios mas amplios que la superficie.
Discurrir sobre estas cuestiones es el argumento de su memoria,
precaviéndose ya de los escollos que va a encontrar: "... estoy menos
ejercitado en estas tareas de naturaleza filoséfica donde las dificultades
residen mds en los conceptos que en la construccién, y no he podido ademas
hacer uso de ningin estudio previo, excepto de algunos breves apuntes
sobre el tema que el Consejero Privado Gauss ha dado en su segunda
memoria sobre residuos bicuadriticos ... y de algunas investigaciones
filoséficas de Herbart."

Para empezar, el mismo espacio fisico, que se suponia tridimensional
euclideo, deberia ser susceptible de un estudio similar al del plano si esa
hipétesis era cierta; pero podria también ser curvo, a la manera como lo
es una superficie: curvo, supongdmoslo o no sumergido en un espacio
euclideo de dimensién mayor que tres. Y nada impide pensar en otros
problemas fisicos, como el color, que requieran espacios de dimensién
superior, considerando como espacio una coleccién continua de fenémenos
homogéneos.

Asi se ve obligado a iniciar su discurso con la introduccién, todavia no
muy formalizada, de lo que llama "continuo" o "cantidad n veces extensa"
y que podemos hoy entender como variedad n-dimensional. Va
particularizando a los casos conocidos de dimensiones uno y dos y propone,
ya en abstracto, el tratamiento del caso de dimensién cualquiera s, en el
que cada punto viene determinado por n ndmeros (xi,..., X, ) , lo mismo
que en la superficie individualizaba Gauss al punto por el par ( p ,q ) .
Consideraciones andlogas a las de €1, que encontraba para la métrica en la
superficie una forma diferencial cuadrética, coincidente con la del plano
en una proximidad suficiente del punto, llevan a Riemann a establecer la
métrica local, para medir longitudes en pasos infinitamente pequeiios,
también mediante una forma cuadritica que hoy llamamos métrica
riemanniana 'y que no llega a escribir pero que nosotros traducimos por

ds* = g ij dx; dx;

donde las g;j = gji son funciones de las coordenadas (xi,..., X, ), como
ocurria con las E ,F y G de la férmula de Gauss.
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Ahora le toca definir la curvatura. Se vale de las geodésicas, las lineas
de mds corta distancia que parten de un punto dado y poseen en él una
direccion inicial. Cada dos de estas direcciones definen un plano y las
geodésicas que en ese punto son tangentes a ese plano forman una superficie
que tendrd una cierta curvatura de Gauss; seria la curvatura en esa
direccién superficial y hoy la llamamos curvatura seccional. Puesto que
hay n (n—1) /2 direcciones superficiales independientes, con ese niimero
de curvaturas seccionales se lograria determinar localmente la curvatura
de la variedad. En el caso de que sea nula la medida de la curvatura en
todos los puntos, la variedad seria isométrica al espacio euclideo, y es un
caso particular de las variedades de curvatura constante, en las que las
figuras pueden moverse sin sufrir extensiéon ni contraccién, ya que las
relaciones métricas estdn totalmente determinadas por la medida de la
curvatura; esto no ocurrird, naturalmente, si la curvatura varia de un
punto a otro. Y si una superficie es de curvatura constante positiva se puede
aplicar isométricamente sobre una esfera.

Hagamos un inciso. La curvatura en cada punto ya no es un nidmero,
como en la superficie, sino que estd referida a las curvaturas seccionales.
En 1861 presenta un trabajo para un concurso convocado por la Academia
de Paris en relacién con el problema de la conduccién del calor; no
consiguié el premio, que fue declarado desierto en 1868, porque el camino
para obtener los resultados de su ensayo no estaba suficientemente
detallado, deficiencia debida acaso a su delicado estado de salud. En este
trabajo de Paris - Parisarbeit se suele llamar -, que fue publicado en 1876,
plantea el problema de buscar condiciones que garanticen la posibilidad
de pasar de una métrica de la variedad a otra, y encuentra condiciones
suficientes. Pero en el desarrollo de su exposicién se introduce casi sin ser
notado el que luego serd tensor de curvatura de la variedad. Fue después
E.B. Christoffel (1829-1900) el que obtiene condiciones necesarias y
suficientes, expresa el tensor de curvatura mediante los llamados rimbolos
de su nombre y deja también solamente entrever la idea de derivacion
covariante que serd desarrollada por Ricci y Levi-Civita.

Y volvamos a la memoria para la habilitacién, cuya tercera y tltima
parte estd dedicada a la aplicacién a nuestro espacio de sus anteriores
especulaciones. Desde Euclides se supone que los cuerpos tienen una
existencia independiente de su posicién, lo que indica que la curvatura del
espacio es constante. Por otra parte se exige que la curvatura en cada punto
sea nula segin las tres direcciones superficiales. Se tienen, pues,
propiedades de extensién o regionalidad y otras que son propiedades
métricas, y deben distinguirse unas de otras ya que para unas mismas
relaciones de extensién se pueden concebir distintas relaciones métricas.
Esto se traduce en marcar una diferencia entre ilimitado , que habla de las
relaciones de extension, e infinito, referido a las relaciones métricas. Y asi,
a través de la experiencia podemos asignar a nuestro espacio la condicién
de variedad ilimitada de tres dimensiones pero de ahi no se deriva su
infinitud. "Por el contrario -dice-, si se suponen los cuerpos independientes
de la posicién y se atribuye al espacio una curvatura constante, el espacio
serd necesariamente finito si esta curvatura tiene un valor positivo, por
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pequeiio que sea". Las geodésicas correspondientes a una direccién
superficial formardn una superficie ilimitada de curvatura constante, es
decir, una superficie que en una variedad "plana", o lineal, de tres
dimensiones toma la forma de una superficie esférica y serd, en
consecuencia, finita. ‘

Una observacion: abandonada asi la idea de la infinitud de las rectas,
que no por eso dejan de ser ilimitadas, aparece un modelo, sobre la esfera,
de una geometria distinta de la euclidea y de la hiperbdlica, la de la hipétesis
del dngulo obtuso de Saccheri. Es un ejemplo de espacio eliptico, que a
veces se ha llamado también "de Riemann". Conviene, sin embargo,
reservar el nombre de variedad riemanniana a aquella definida a través
de su métrica, como se ha contado incompletamente aqui, y de la cual son
ejemplos particulares también el espacio euclideo y el hiperbdlico.

Y cémo es, finalmente, nuestro espacio? ;Es de curvatura constante,
positiva, negativa o nula? Podremos conocerla, siguiendo la idea de Gauss,
sin salirnos del espacio mismo. ;Como? La postura con que termina
Riemann es para entonces bastante revolucionaria: "La respuesta a estas
cuestiones no se puede obtener mis que partiendo de los fendémenos
verificados hasta ahora por la experiencia (...) Esto nos conduce a los
dominios de otra ciencia, a los dominios de la fisica, en donde el objeto al
que estd destinado este trabajo no nos permite penetrar hoy". Y, asi,
Einstein demostrd, por ejemplo, a partir de la gravitacién, que la hipdtesis
provisional de Riemann de un espacio de curvatura constante habia de ser
abandonada en favor de un espacio con variaciones locales.

"La afirmacién de Riemann de que la geometria del Universo era
solamente un capitulo de la fisica y que deberia ser estudiado, como
cualquier otro, mediante la cooperacién intima de teorfa y experimento,
result asi completamente justificada. También lo fue la fe de Riemann en
su maestro Gauss. Cuanto més levantamos nuestra mirada asombrada
hasta las pirdmides del pensamiento verdaderamente gigantescas de
Riemann y Einstein, tanto mas admiramos lo mucho que eswaba contenido
invisiblemente en la forma breve, sin pretensiones, escrita por Gauss en
1827." [9]

5. Continuara

Todas estas ideas, que constituyen el desarrollo mas genial de nuestra
disciplina, fueron largamente explotadas a lo largo del siglo XIX por las
escuelas alemana e italiana. Nuevamente vamos a caer, pues, en una
relacién algo atomizada de resultados - y podemos volver a [3] -, esta vez
surgidos como consecuencia de las concepciones de las mentes poderosas
de Gauss y Riemann, lo mismo que los iniciales, que prepararon el camino,
nacen de las aplicaciones del cdlculo a la geometria y se personifican en
Euler y Monge.

Las ideas de Riemann se van imponiendo en la joven generacién de
matematicos. Hemos citado ya a Christoffel, que introduce sus simbolos en
una memoria sobre formas diferenciales cuadriticas de n variables
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publicada en el Journal de Crelle, 70 (1869). Sus investigaciones llevan a
Gregorio Ricci-Curbastro (1853-1925), en Padua, al llamado cdlculo
diferencial absoluto, elaborado entre 1887 y 1896 para la teoria de
transformaciones de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, pero
que al mismo tiempo repercutié en la teoria de las formas diferenciales
cuadraticas. En sus manos y en las de algunos de sus discipulos, sobre todo
de Tullio Levi-Civita (1873-1941) que ya en 1901 publicaba, aparte del
original italiano, sus Méthodes de calcul différentiel absolu et leurs
applications, fue encontrando su camino la teoria de tensores que, junto
con las ideas de Riemann, sirvié a Einstein para fundamentar su Joctrina,
y también la nocién de transporte paralelo que daria paso a la definicion
general de derivacién covariante y de conexidén, implantada ya en nuestro
siglo por obra de los Weyl, Cartan, Ehresmann o Finsler.

Reduciéndonos a las superficies, tras su teoria intrinseca
confeccionada por Gauss con su primera férmula fundamental, se han
hecho nuevos avances en problemas dependientes de la situacién de la
superficie en el espacio tridimensional, con el instrumental de la segunda
forma cuadratica fundamental en la que intervienen no sélo los vectores
tangentes a la superficie, como en la primera, sino también el vector normal
que se sale de ella al espacio exterior. Conocidas son las ecuaciones de
Mainardi-Codazzi o de Weingarten. Las primeras aparecen en un trabajo
que D. Codazzi (1824-75) presenta en 1860 a un concurso convocado por
la Academia de Paris y que se publica en las Mém. pres. a I’Acad., 27
(1880), asi como en los Annali di Matematica, 2 (1868-69). Para entonces
ya las habia publicado G. Mainardi en el Giornali Istituto Lombardo, 9
(1856). Gauss manejaba de algin modo estas férmulas, si bien no
explicitamente, en sus Disquisitiones, y Bonnet las aplica para demostrar
un teorema fundamental de las superficies, el de que una superficie queda
determinada, salvo desplazamientos, por las dos primeras formas
fundamentales. Apareci6é publicado en el Journal de | 'Ecole Polytechnique,
42 (1867).

Este tipo de problemas entra muy dentro del espiritu del momento y
unos cuantos se han hecho notables. Por ejemplo, el de hallar todas las
superficies que admiten como primera forma fundamental una forma
cuadrética definida positiva dada. También habia sido puesto como tema
de concurso por la Academia de Paris en 1859 y el premio fue ganado por
Edouard Bour (1832-66), cuyo trabajo, a juicio de Liouville, "puede
considerarse que posee toda la belleza de una memoria de Lagrange". A
veces se da a ese problema el nombre del autor que lo resolvié; mencién
honorable merecieron también los trabajos en esa linea de Bonnet y
Codazzi. La parte principal del de Bour fue publicada en el Journal de
I’Ecole Polyt., 22 (1862). De acuerdo con lo que hemos visto, resultard
que todas las superficies buscadas estardan determinadas por la forma dada
y por una segunda forma cuyos coeficientes satisfagan las ecuaciones de
Gauss y Codazzi.

Un segundo problema, también conocido por el nombre de su autor,
es el de Minding. Ferdinand Minding (1806-85), profesor de la
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Universidad alemana de Dorpat -hoy la estoniana Tartu-, dedicé sus
esfuerzos a estudiar la deformacién de superficies, de modo que una
superficie pueda aplicarse isométricamente en otra. Su problema plantea
el caso de dos superficies, de las que se da también su respectiva primera
forma fundamental, y se pide averiguar si existe una correspondencia entre
ellas que conserve la métrica, es decir, si ambas superficies pueden
aplicarse una en otra. Demuestra en el Journal de Crelle, 19 (1839) que
todas las superficies de igual curvatura constante son efectivamente
isométricas. Curiosamente estudiaba en ese trabajo la geometria intrinseca
de la pseudoesfera sin percatarse de la aplicabilidad de la misma al plano
hiperbdlico, lo que le habria llevado a adelantarse en pricticamente treinta
afios al descubrimiento de E. Beltrami.

De otro problema sugerido también por Minding en el Crelle, 18
(1838), da H. Liebmann la primera demostracién, publicada en el
Gottinger Nachrichten (1899), de que la unica superficie cerrada de
curvatura constante positiva sin singularidades es la esfera. Es un caso
particular de un teorema méas general, igualmente demostrado por
Liebmann, y que parece deberse a Lagrange (1812), consistente en que
una superficie convexa y cerrada no puede deformarse. En cambio, y en
relacién con el problema de la pseudoesfera, ha de ser ya Hilbert quien
demuestre que no existe una superficie de curvatura constante negativa,
analitica en todo punto y carente de singularidades.

Si quisiéramos reunir el cuerpo de doctrina de esa geometria
diferencial cldsica que se gesta en el siglo XIX, podriamos acudir a dos
obras que aparecen en sus finales. Una es del mas brillante representante
de esa geometria en Italia, Luigi Bianchi (1856-1928), que la desarrolla
en los tres volimenes de sus Lezioni di geometria differenziale (1902-09).
La segunda, los cuatro volimenes de Legons sur la théorie génerale des
surfaces (1887-96) de Gaston Darboux (1842-1917), una geometria al
estilo de Monge, expuesta con el fin principal de encontrar nuevas
aplicaciones a la teoria tan vasta y tan poco conocida entonces de las
ecuaciones en derivadas parciales, y desarrollada, por otra parte, con un
cierto sentido cinemadtico y una viva intuicion espacial. Darboux ocupé en
Francia una posicién andloga a la de Klein en Alemania.

Digamos una palabra sobre esto. Félix Klein (1849-1925) y Marius
Sophus Lie (1842-99) habian publicado un trabajo sobre curvas en las
que actda transitivamente un grupo de isometrias. Klein se dedicard al
estudio de los grupos discontinuos de transformaciones, que le conducird
al programa de Erlangen de definicion de una geometria por las
propiedades del espacio que quedan invariantes por uno de tales grupos.
Lie trabajard con los grupos continuos y sus invariantes, demostrando su
importancia central como principio clarificador en geometria, mecédnica y
ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Los grupos de Lie y sus
algebras estdn hoy en la base de nuestra geometria diferencial, enriquecida
su teorfa por insignes maestros que podemos representar por Elie Cartan.

Por otra parte, la geometria diferencial cldsica no participa de la idea
kleiniana de geometria, ya que es una geometria estrictamente local, que
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permite moverse en los entornos de cada punto pero no pasar de los de un
punto a otro. Lleva en si, no obstante, el germen que le hard acceder, al
menos parcialmente, a una geometria global. El traslado paralelo de
Levi-Civita, el triedro mévil de Darboux, la teoria de la referencia mévil
del mismo Cartan, no hacen mds que afiadir un nuevo convenio a lo que
la geometria local nos daba, y que estd contenido en la nocién de derivacién
covariante ya aludida [13]. Ahora, definir una conexién lineal es establecer
un isomorfismo entre los espacios vectoriales de las derivaciones en cada
pareja de puntos, que depende Unicamente del camino que los une. Este
isomorfismo es la ultima idea de paralelismo. La generalizacién de asociar
a cada punto una geometria en el sentido de Klein es ya inmediata. Desde
este sorprendente punto de vista, la geometria diferencial es el estudio de
la red de interconexiones de las geometrias locales en cada punto y esa
nocién de interconexién es el udltimo reducto de la nocién de traslado
paralelo [7].

Y hemos llegado ya, sobradamente, al siglo actual y, por tanto, al final
de nuestra excursiéon. Hoy la geometria diferencial tiene unas hechuras en
las que se hace dificil entrever su relacién con la clasica. Creo que
cualquiera que, sin una formacién previa, cogiera un texto actual, pensaria
que se trataba de una disciplina totalmente aparte de la anterior. En ésta,
no obstante -y me gustaria haber sabido explicarlo-, se hallan precisamente
las bases profundas de lo que ha llegado a ser, aquellas bases -podriamos
concluir, remedando a Riemann- "welche der Differentialgeometrie zu
Grunde liegen".
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No es posible, naturalmente, tanto en este apartado como en el siguiente, hacer una referencia
detallada de textos en los que encontrar las noticias aqui resumidas. Todas ellas estdn
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D.J. STRUIK: A concise history of mathematics, Dover Publ.,, New York (1948).
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