De la Geometria Numerativa a la Geometria Algebraica

POR JOSE M. AROCA HERNANDEZ-ROS *

A D. Pedro Abellanas, que hace méas de veinte aifios me
convencié de que debia estudiar geometria numerativa.

¢N’est-il pas, pour le moins, aussi nécessaire d’enseigner les
ressources employés, a diverses époques, par les hommes de
génie, pour parvenir a la vérité, que les efforts pénibles qu’ils
ont été ensuite obligés de faire pour les démontrer selon le goiit
des esprits ou timides ou peu capables de se mettre a leur portée?

JEnfin, quel mal pourrait-il en résulter, surtout si l'on se
montrait sévere a conclure, si l’on ne se payait jamais de
demi-apergus, si l’on n’admittait jamais ’analogie et l’induction,
qui sont souvent trompeuses?

(E. Poncelet, Traité des proprietés projectives des figures. Paris
1822)

Algebraic geometry was created by Max Noether. The
Italian school, headed by Corrado Segre, Castelnuovo, Enriques
and Severi, erected an admirable structure but his logical
foundation was shaky. The notions were not well-defined, the
proofs were insufficient. And yet, as Bernard Shaw puts it:
"There is an Olympian ring in it. It must be true, for it is fine
art"”

(B.L. van der Waerden, Arch. Hist, Exact Sci. 7,3 (1971))

It is a tribute to Hilbert’s vision that he coulld forese that
the rigorous development of Intersection Theory and
Enumerative Geometry would be one of the great mathematical
endeavors of the twentieth century ... Tremendous progress has
been made over the last decade, and now for the first time in
over a century, a full understanding and rigorous treatment of
all the matherial in Schubert’s book appears close.

(S.L. Kleiman, Intersection Theory and Enumerative
Geometry. Proc. Symp. in Math. Vol 46 part 2, 1987).

* Catedratico de la Universidad de Valladolid.
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1.- Introduccion

Los tres pdarrafos que preceden estas lineas, son sumamente
significativos sobre el espiritu con que los geémetras del siglo XIX hacian
la Geometria, sobre la consideraciéon que merecian de sus coetdneos (las
lineas de Poncelet muestran una clara tendencia a la autojustificacién),
sobre la forma en que esta consideracion empieza a cambiar en los
matematicos del segundo tercio de nuestro siglo, y sobre la forma en que
los gedmetras de hoy, después de un siglo de desarrollos técnicos
impresionantes, pueden escribir y entender los resultados de la Geometria
Numerativa de modo riguroso (no corregirlos).

La situacién de la Ge?metrl’a en los principios del XIX queda reflejada
en las palabras de Young .

"Durante los dos dltimos siglos (se estd refiriendo a los siglos XVII y
XVIII) el rigor habia estado totalmente ausente del Andlisis, pero era en
la Geometria en la que nadie confiaba. Descartes eliminé la Geometria
reduciéndola a Andlisis. Lagrange estaba orgulloso del hecho de que en su
Mecdnica no habfa ni una sola figura. Monge habia introducido su
geometria diferencial de superficies, y antes habia Geometria Diferencial
de curvas planas. Todas estas cosas eran respetables porque usaban
Anilisis".

Corrado Segre2 en unas palabras dirigidas en 1891 a los estudiantes
de Matemiticas, se refiere en numerosas ocasiones a los tiempos heroicos
de la geometria en los cuales no se trataba solamente de descubrir nuevos
resultados, sino de combatir para demostrar la utilidad y la validez de los
métodos geométricos a los analistas que no querfan reconocerlas (sic.), y,
volviendo a la autojustificacion,defiende que, cuando se trata de descubrir
una verdad, la pureza del método empleado debe pasar a segunda linea y
que, aunque en Matemadticas es muy grave, se debe incluso sacrificar el
rigor, con la seguridad de que en un futuro inmediato el desarrollo de la
Ciencia llevard a probar de modo plenamente satisfactorio los resultados.
Lo que es cierto y notable es que en un momento en que el Andlisis se
asentaba en bases firmes, esta Geometria, que buscaba la respetabilidad,
de Poncelet, Chasles y en menor medida de la escuela alemana era
totalmente deficiente en rigor, y extremadamente imprecisa en sus
enunciados, era, en resumen, la antitesis del Analisis tal como lo concebian
Cauchy o Gauss. Segln la mayoria de los coetdneos no gedmetras de
Poncelet, y de muchos de los matemadticos posteriores, su "intuicién
geométrica" era poco mds que un juego, sin embargo este juego era como
se puede ver hoy en dia, a la hora de juzgar la validez de sus resultados,
de una precisién increible.

Como vias de introduccion a la Geometria Algebraica en el siglo XIX
se pueden elegir tres lineas principales, la teoria de interseccién, que
empezando en el "Teorema de Bezout", lleva, en un paseo a lo largo de todo
el siglo por el monumento de ingenio que fue la Geometria Numerativa,
hasta la Topologia Algebraica de nuestro siglo. El estudio de las integrales
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abelianas que se centra en las "vidas antiparalelas" y las obras ingentes de
Riemann y Weierstrass (ingente en significado que no en volumen la del
primero), y, la linea puramente algebraica de la teoria de ideales que se
inicia en la célebre memoria de 1882 de Dedekind-Weber, llega a su
culminacién con la obra de Lasker, y, se complementa con la teoria de
eliminacién de Kronecker y Mertens, para ser el germen de la Geometria
Algebraica de Emmy Noether, Van der Waerden y O. Zariski. Tal como se
indica en el titulo de esta nota hemos elegido la primera porque se extiende
a lo largo de todo el siglo, y porque las otras dos por su interés evidente
para la teorfa de funciones y la aritmética pueden ser objeto de otras notas
dentro de este mismo ciclo.

No sabemos quien fue el primero en observar que dos curvas
algebraicas planas de ordenes p y g (la definicion de curva algebraica se
debe a Descartes (1637) y para Newton (1676) el orden de una curva
plana era el grado de su_ecuacién), se cortan en p.g puntos. Una referencia
fiable es la de Enriques” que atribuye esta observacion a Maclaurin en su
"Geometria Organica" de 1920, obra en la cual prueba este resultado en
diversos ejemplos. La verdadera demostracién, comienza con la teoria de
eliminaciéon de Euler (1746) y tras una prueba incompleta de Cramer
(1750), Bezout (1764) da la primera demostraciéon algebraica completa
del hecho de que un sistema de n ecuaciones algebraicas con n incognitas
tiene un ndmero de soluciones igual al producto de los grados de las
ecuaciones, aunque al interpretar geométricamente los resultados en el caso
n = 2 especifica que el nimero de puntos de interseccién de dos curvas
algebraicas planas de ordenes m y n es a lo sumo m.n. Después y a lo largo
del siglo XIX se dan numerosas demostraciones de este resultado, que
conocido, como hoy, con el nombre de Teorema de Bezout, se vuelve piedra
de toque de cuantos "principios geométricos" aparecen durante el siglo.

2.- Elementos imaginarios

Desde el punto de vista geométrico, el Teorema de Bezout admite
discusién por la posibilidad de apariciéon de: soluciones miiltiples,
soluciones asintéticas o en el infinito y soluciones no reales. Cada una de
estas lineas de discusion abre interesantes perspectivas; la primera da lugar
al concepto de multiplicidad de interseccién, la segunda a la nocién de
infinito proyectivo y la tercera a la introduccion de la nocién de punto
imaginario; de la segunda ha hablado suficientemente J. Etayo', y no la
tocaremos aqui, ya que no corresponde al campo de la Geometria
Algebraica.

La utilizacién de elementos imaginarios en geometria, lleva implicita la
aceptacion de un cierto principio de continuidad. Si analizamos por
ejemplo la interseccién de una recta con una circunferencia, al desplazar
la recta paralelamente a si misma, aparecen inicialmente dos puntos reales
que se transforman en uno y luego desaparecen; este hecho estd refiido con
una idea bédsica de continuidad, que requeriria que el nimero de puntos
fuese siempre dos. El punto uUnico no presenta problema, ya que basta
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suponer que es un punto doble, pero la desaparicién del punto supone una
falta de simetria. Es precisamente Poncelet (1822) quien suprime esta falta
de simetria al describir la interseccién por medio de la involucién que la
cénica induce en la recta, asi los puntos de interseccién son los puntos
dobles de esa involucién (obsérvese que los puntos dobles de la involucion
de la recta, definida por la ecuacién (x—a).(x —a)+ b>= 0 son
precisamente (a + bi, a — bi). Posteriormente Staudt (1856), siguiendo
una idea de Mobius, usa el hecho de que cada par de puntos imaginarios
conjugados estdn contenidos en una unica recta real, para definirlos
mediante: su punto medio (real), las dos direcciones que se pueden tomar
sobre la recta que los soporta y sus "distancias al baricentro" iguales a la
raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las partes imaginarias. Esta
idea de los elementos reales auxiliares no era completamente nueva,
Maclaurin por ejemplo interpreté el producto de distancias de un punto
real a dos imaginarios conjugados como la distancia a otro punto real
auxiliar.

Desde otro punto de vista, ya desde finales del XVIII los niimeros
complejos se interpretaban como "nimeros vectores" (especialmente por
Wessel (1797) y Argand (1806)), aunque no tuvieron plena aceptacién
hasta Gauss (1831) y Cauchy (1847) y no se consagraron en Geometria
hasta la utilizacién sistemdtica de coordenadas en la obra de Pliicker
también mencionada por J. Etayo (loc. cit). Sin embargo persistieron hasta
final de siglo articulos que continuaban con el tratamiento geométrico de
los elementos imaginarios, una buena referencia es el de 1871 de Stolz”,
que justifica la importancia de los elementos geométricos imaginarios,
prefiriéndolos a las coordenadas complejas por su caricter intrinseco y su
independencia del sistema de referencia (lo cual no le supone sin embargo
obstdculo para trabajar con puntos de coordenadas reales). En este articulo
se analizan todas las definiciones anteriores y se prueba su equivalencia.
As{ si consideramos un haz de circunferencias generado por dos que no
tienen puntos reales en comun (Pliicker), este haz tiene un eje radical, los
dos puntos imaginarios en que todas las circunferencias del haz cortan a
esa recta real son los de Staudt, y todas las circunferencias inducen en el
eje radical una involucién comin cuyos puntos dobles son los imaginarios
de Poncelet.

Volviendo a nuestro enfoque geométrico, el método de la escuela de
Monge, consistente esencialmente en asignar a una figura, algunos de cuyos
elementos son imaginarios, las propiedades que tiene cuando esos elementos
son reales, da lugar inicialmente a la teoria de "correlativos" de Carnot
(1801), consistente en considerar juntamente con cada figura las que le
son correlativas, esto es, "aquellas que resultan de variar continuamente
sus partes sin violar las leyes de reciproca dependencia entre ellas y su
estabilidad" (Enriques loc.cit.), asi, cuando una propiedad carece de
significado en una figura se pasa a una correlativa. Este es el germen del
principio de continuidad general de Poncelet, del que hablaremos mas
adelante, y que en este caso particular de los elementos imaginarios queda
perfectamente recogido por Chasles; éste, en la nota XXVI de su "Apergu"”,
dice:
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"No se puede considerar la condicién de imaginario mas que como
indicando solamente un estado de una figura en el cual, ciertas partes, que
serfan visibles en otro estado, dejan de existir, de suerte que la idea de
imaginario no tendria sentido si no fuera acompafiada de la idea actual de
una existencia real del objeto a que se aplica”.

De este modo al ser la condicién de imaginario descripcién de un estado,
no tiene sentido la célebre y repetida critica de Klein a la afirmacién de
Poncelet de que las cubicas planas no singulares tienen tres puntos de
inflexion. Desde nuestro concepto de punto imaginario esta afirmacion es
falsa. En efecto, se puede demostrar ficilmente que la cubica tiene nueve
inflexiones y que toda recta que pasa por dos puntos de inflexién de una
tal cibica pasa por un tercero. Entonces, como no puede haber cuatro en
la misma recta, y, si seleccionamos uno de ellos los ocho restantes deben
estar alineados con €l por parejas, tenemos una configuracién de 9 puntos
y 12 rectas de modo que cada recta contiene tres puntos y por cada punto
pasan cuatro rectas. Bien razonando directamente, bien comprobando que
esta configuracién contiene a la 83 (Hilbert-Cohn-Vossen'), se comprueba
que seis de los puntos tienen siempre coordenadas imaginarias. Por esta
razén Poncelet encontraba solo tres, pero eso no supone error, sino que
de acuerdo con su nocién de punto imaginario sélo hay tres. De modo que
aunque esa idea de "estado imaginario" presenta a veces serias dificultades
de manejo e induce a errores de célculos, al menos en este caso no presenta
contradiccién alguna.

3.- Multiplicidad

Pasando al concepto de multiplicidad, las primeras definiciones fueron
de naturaleza dindmica, fundadas en el mismo principio que permitia el
manejo de los elementos imaginarios; con notacién actual, para calcular la
multiplicidad de interseccion de n hipersuperficies {H; } que se corten en
un punto P, si la interseccién es transversal, es el producto de las
multiplicidades; si no, se buscan familias de superficies H; (¢t ) tales que
H; (0) = H;, entonces si los puntos de interseccién de las H; (t ) que tienden
a P cuando ¢ tiende a O son {P; (¢ ) } y las hipersuperficies se cortan en
ellos transversalmente, la multiplicidad de interseccién en P es la suma de
las multiplicidades de interseccién en los puntos P; (¢). Llegar a un
enunciado tan preciso no fue ni mucho menos cuestion trivial, el elemento
fundamental del mismo es la posibilidad de mover continuamente las
hipersuperficies para alcanzar la transversalidad de la interseccidn.

La idea de continuidad en los elementos geométricos es antigua .
Chasles (loc.cit Nota XXIV) la adjudica a Leibniz del que asegura que la
propone como "expresion clara del principio de la naturaleza de que todo
se hace por grados insensibles, o mds propiamente, "natura abhorret a
saltu”. El primer enunciado del "Principio de continuidad" aparece en el
"Traité des propriétés projectives"” publigado por Poncelet en 1822
(aunque segln referencia de Zeuthen-Pieri® estaba en preparacién desde
1812). Poncelet insiste desde la introduccién en lo que el describe como
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"principio filoséfico que consiste en que ciertas propiedades geométricas
no se alteran por cambios sucesivos de las figuras, siempre que éstas no
dejen de satisfacer una misma definicién general, entonces reconociendo
las propiedades en casos limites, estas propiedades pueden llevarse a la
situacién general".

Poncelet utiliza su principio para resolver el problema de
Braikenridge. "Si los tres lados de un tridngulo ABC giran alrededor de
tres puntos fijos E,F,G mientras que los vértices A y B se deslizan por dos
curvas dadas, a,b de grados m y n, el tercer vértice describe una curva de
grado 2m.n" (Generaliza un problema de Newton en el cual a y b son rectas
y era perfectamente conocido que en este caso el lugar es una cénica),
Braikenridge habia probado, contando simplemente de cuantas maneras
C puede alcanzar E o F, que los puntos E y F necesariamente estdn en la
curva con multiplicidad m.n. Poncelet resuelve el problema calculando el
grado de la curva solucidén por interseccién con una recta general. Por
continuidad reduce el problema al caso en que la recta pasa por E, asi m.n
de los puntos de corte se confunden en E y aparecen otros m.n distintos de
E lo cual prueba el resultado.

Por el mismo método, prueba que dos cdnicas se cortan en cuatro
puntos y luego el teorema de Bezout por paso al caso especial de tomar una
familia de m rectas como curva de grado m.

La primera definicién geométrica de multiplicidad no derivada del
principio de continuidad es de naturaleza estdtica y derivadg de un proceso
completamente distinto, y puede encontrarse en Halphen”, que en orden
a contar propiamente el nimero de puntos de interseccién de dos curvas
planas, enuncia el siguiente principio:

"El nimero de puntos de interseccién de dos curvas planas que se
confunden en un punto A , es igual a la suma de los ordenes infinitesimales
de todos los segmentos con extremos sobre las dos curvas y situados sobre
una recta cuya distancia a A sea infinitamente pequefia de primer orden".

Asfi se tienen en cuenta no sélo las ramas de ambas curvas que confluyen
en A, sino también el orden de contacto (suma de los ordenes
infinitesimales) de cada par de estas ramas. Este principio contiene la idea
que posteriormente desarrolla M. Noether en su teoria de puntos
infinitamente préximos, ya que en la prictica la medida del orden
infinitesimal se lleva a cabo por sustitucién de las curvas por su parabolas
osculatrices de cada orden, asi para ramas de curvas, si las pardbolas
osculatrices de orden r (desarrollos en serie de la ecuacién) coinciden y no
lo hacen las de orden r+ 1, el orden infinitesimal del segmento que une un
punto de cara rama, y por tanto el contacto, es r+1. Del mismo modo se
analizan todas las posibles singularidades de las dos curvas y se deja
perfectamente preparado el camino de Noether.



155

4.- Clase y género

El concepto cartesiano (1637) de tangente a una curva algebraica,
recta que tiene un punto doble en comiin con la curva, admite dos
interpretaciones, la una debida a Barrow (1669), es la de considerar la
tangente como limite de secantes cuando dos de los puntos de interseccion
confluyen en uno, la segunda, independiente completamente del célculo
infinitesimal y restringida solo a curvas algebraicas, es del abate G.P. De
Gua ("Usage de 1’Analyse de Descartes pour découvrir, sans le sécours du
calcul différentiel, les propriétes des lignes géométriques de tous les ordres"
Paris 1740). De Gua, hablando en términos actuales, toma la ecuacién
homogénea de la curva e impone que una recta genérica tenga una
interseccion doble con ella en un punto dado. Entonces el polinomio que
resulta de eliminar una variable entre la ecuacién de la curva y la de la
recta, debe tener una raiz doble, que serd raiz de la derivada, de aqui que
los coeficientes de la ecuacién de la recta han de ser proporcionales a las
derivadas parciales, en el punto, de la ecuacién de la curva. Asi concluye
que todas las rectas por un punto multiple son tangentes (impropias) y que
por cada punto simple pasa una tangente propia.

No entraremos aqui en la polémica Poncelet-Gergonne sobre la
paternidad del principio de dualidad, ya referida por J. Etayo (loc.cit.)
pero si queremos resaltar que Gergonne en su publicacién sistemdtica de
pares de teoremas duales en sus Anales, influido seguramente por lo que
sucede con las cénicas, atribuye a la curva de tangentes a una curva dada
el mismo grado de esta, es decir, supone que el nimero de tangentes a una
curva por un punto (clase de la curva) y que es el nimero de puntos de
interseccion de la dual de la curva con el haz de rectas dual de una recta
general, es igual al grado de la curva. En efecto, es evidente que para una
cénica regular el nimero de tangentes por un punto general es de dos, asi,
el principio de dualidad parece ser extensible a relacionar el grado de una
curva general con el nimero de sus tangentes que pasan por un punto dado
del plano. Sin embargo, ya era conocido desde 1756 (en un "Traité des
Courbes Algébriques" anénimo, segin cita de Berzolari - ) que la clase de
la curva dual de una curva general de grado n es n.(n-1), pese a ello en
1827, nueve afios después del articulo definitivo de Poncelet, Gergonne
sigue manteniendo todavia la existencia de esa igualdad, la razén es la
conocida "Paradoja de Poncelet":

Dada una curva plana general de grado n, si su clase es n.(n-1),
entonces por un punto del plano pasan m =n.(n-1) rectas tangentes a ella.
De aqui, por el principio de dualidad una curva de clase m debe ser cortada
en n =m.(m-1) puntos por una recta genérica, luego su grado debe ser n,
se presenta asi{ una paradoja ya que la curva ]§eria de orden mayor que su
clase y de clase mayor que su orden. Poncelet’" explica la paradoja en base
a la "generalidad". La curva dual de la curva general de grado m no es
general como curva de grado m.(m-1) debido a que aparecen en ella
singularidades correspondientes a multitangentes es decir rectas con mds
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de un punto de tangencia o tangentes en una inflexion, entonces al construir
la doble dual aparecen componentes excedentarias producidas por rectas
que pasan por un punto doble o miiltiple de la dual. Es decir la paradoja
se explica por el hecho de que las curvas duales de curvas planas generales
de orden o clase mayor que dos presentan necesariamente singularidades.

La demostracién de Poncelet de la relacién entre grado y clase es una
perfecta aplicacion del principio de continuidad y encaja plenamente en
su filosofia, consistente segin Zeuthen (loc.cit.) en "Aplicar su principio
solamente en los casos en que la representacion analitica, sin ningin
cdlculo, basta para obtener una demostracién perfecta".

Asi, para encontrar la clase de una curva general de orden m, la corta
por un haz de rectas paralelas, sobre este haz, y a partir de las
intersecciones con una transversal fija [/, lleva a ambos lados de la
transversal las m.(m-1)/2 cuerdas interceptadas por la curva sobre cada
recta del haz. De este modo tiene una serie de segmentos con origen en |,
cuyos extremos describen una curva cortada en m.(m-1) puntos por cada
recta del haz, la curva es entonces de grado m(m-1) y por tanto debe ser
cortada por [ en este nimero de puntos. Claramente las rectas del haz que
pasan por esos puntos son las tangentes buscadas.

Poncelet observa entonces que para una curva singular (siempre como
en todo lo que sigue, las curvas se considerardn irreducibles y sin
componentes multiples) de grado n la clase serd m <n.(n-1) y cada punto
doble ordinario supone una disminucién de dos unidades en la clase y cada
cuspide ordinaria de tres, por ejemplo observa que la cubica general es de
clase 6, la nodal de clase 4 y la cuspidal de clase 3. Poncelet comete sin
embargo el error (1822) de generalizar linealmente el resultado afirmando
que un punto miltiple de orden r hace descender la clase r unidades.

Estos resultados son la base de los de Pliicker que introduce sus
célebres férmulas, bajo la hipdtesis de la existencia en la curva de cuatro
tipos de singularidades generales (las llamadas posteriormente
singularidades pliickerianas):

- Puntos dobles ordinarios (esto es, con dos tangentes distintas).

- Tangentes dobles ordinarias (esto es, con dos puntos de tangencia
distintos).

- Puntos de retroceso de primera especie.

- Tangentes estacionarias de primera especie.

Con solo este tipo de singularidades, y teniendo en cuenta los célculos
de Poncelet, se obtiene la primera férmula de Pliicker:

Si C es una curva de grado n y clase m y tiene ¢ puntos dobles ordinarios
y r puntos de retroceso de primera especie:

m= n.(n—-1)— 2.t - 3.r

La segunda férmula es la dual de la primera y la tercera expresa que:

[n.(n—1) /2]- (t+r) 20

Esta diferencia fue denominada por los matematicos ingleses desde
Maclaurin, deficiencia, ya que este habia probado que el nimero méximo
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de nodos de una curva de grado n es al menos n.(n-1)/2, entonces parece
l6gico dar este nombre a la diferencia entre el nimero maximo posible de
nodos y el nimero real de ellos. Posteriormente Clebsch (1865) le llamé
género de la curva, y Riemann fue quien comprendié su significado
topolégico (los matematicos ingleses le siguieron llamando deficiencia hasta
muchos afios después).

Las férmulas de Pliicker sufrieron numerosas generalizaciones, unas
respecto al tipo de singularidades de la curva plana y otras a curvas
alabeadas o superficies. El propio Pliicker corrigié el error ya citado de
Poncelet y establecié en r.(r— 1) la disminucién de clase producida por una
singularidad nodal ordinariig de orden r. Cayley en 1866 introduce la idea
"colorista" (v. Kleiman'“) de hacer wuna singularidad arbitraria
"equivalente” a una familia de nodos y cuspides ordinarias, en un esfuerzo
de aplicar las férmulas a cualquier curva singular. Esta generalizacion fue
obtenida en la década de los 70 por G.H. Halphen, HJ.S. Smith y M.
Noether.

Halphen (loc.cit) extiende las férmulas de Pliicker a curvas planas con
singularidades arbitrarias dando una regla correcta de cémputo de la
disminucién de clase basada en el mismo principio analitico que la del
computo de la multiplicidad de interseccion.

"Si para cada recta a trazada desde un punto dado P exterior a la curva
y que la corta en puntos confundidos, se calcula la suma de 'os 6rdenes de
todas las cuerdas infinitamente pequefias determinadas por la curva sobre
otra recta trazada desde el mismo punto e inclinada un dngulo infinitamente
pequefio de primer orden respecto de a, el doble de esta suma hard conocer
el nimero de veces que la recta a debe ser contada entre las m(m-1)
tangentes trazadas desde P a la curva."

Cayley en 1845 extiende la férmula a curvas alabeadas (en un espacio
de dimensién 3) y a superficies desarrollables. Posteriormente (1882)
Veronese las extiende a curvas en espacios de dimensién n_y siguiendo una
linea completamente distinta Brill (v. Brill-Noether'>) descubre 1la
posibilidad de obtener toda curva racional como limite de curvas con
singularidades pliickerianas.

Merece mencién aparte el trabajo de Salmon (1847) sobre superficies
(puede encontrarse detalladamente explicado en Fulton "). En términos
geométricos el grado de la superficie dual de una superficie S es el nimero
de planos tangentes a S por una recta genérica del espacio. Es facil
comprobar que para la superficie general de grado n, este nimero es
n.(n—1)*, para verlo basta observar que este niimero es precisamente la
multiplicidad de interseccién de S (de grado n) con las polares de dos puntos
de la recta (de grado n-1). También, como en el caso de curvas, los puntos
nodales ordinarios disminuyen este nimero en dos, pero aqui puede
presentarse un fendmeno especial, si la superficie S tiene una curva singular
C puede aparecer un exceso de interseccion al calcular la multiplicidad de
intersecciéon de S y sus polares. Para estudiar este fenémeno Salmon
considera tres superficies de grados m, n 'y p que se cortan de modo que
su interseccién contiene a una recta C, y para calcular la multiplicidad de
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interseccion hace uso del principio de continuidad, pasando al caso en que
la primera superficie degenera en un plano que contiene a C y una
superficie general de grado m-1, esta superficie corta a las otras dos en
(m-1).n.p. puntos, m-1 de los cuales estin en C, las otras dos superficies
cortan al plano en curvas de grados n-1y p-1 (puesto que contienen a C)
y estas curvas planas se cortan en (n-1).(p-1) puntos; entonces el nimero
total de puntos de interseccién fuera de C es:

(m-1).n.p — (m—1)+ (n—1).(p—1)=m.n.p — (m+n+p-2)

Por los mismos métodos estudia diversas posibles curvas C evaluando
la disminucién de multiplicidad que produce, asi, si C es una recta doble
calcula que esta disminucion debe ser m+2n+2p—4, lo cual tiene como
consecuencia que si S es una superficie con una recta doble C, la
disminucién de clase producida por esta recta debe ser 5n - 8, sin embargo,
Salmon se da cuenta de que la disminucién es aiin mayor debido a la
aparicién de puntos de pinzamiento (es decir puntos en los cuales los dos
planos tangentes a S a lo largo de C coinciden; un buen estudio de este tipo
de puntos se puede encontrar en M. Abellanas'~). Asi una cubica con una
recta doble (p. €j. y’~z . x>~x’=0) en lugar de clase 12 como la ciibica
general o de clase 5 que deberia tener si la linea doble disminuyese la clase
en 5.3-8 unidades, tiene clase 3.

Asi los métodos analiticos de Halphen y los sintéticos de Salmon
producen avances sélidos y notables. Como Zeuthen observa:

"Estas férmulas se obtienen tanto por el andlisis como por los métodos
de la geometria numerativa sin embargo son siempre dominio de ésta, y
podréan ser utilizadas a su vez para deducir otros resultados de la misma
naturaleza".

De entre estos resultados y como aplicacién directa, debemos
mencionar la teoria de curvas adjuntas; la adjunta de una curva de grado
n es otra de grado n-3 que pase por todos sus nodos. Esta teoria tiene su
origen en la determinacién explicita por Riemann de las integrales de
primera especie, generalizada por Clebsch, Gordan, Brill y Noether y a
mediados de nuestro siglo por F. Gaeta, a mayores dimensiones y
codimensiones y vuelve a ser de nuevo hoy objeto de investigacion activa.

5.- De la continuidad a la conservacion del nimero

Hemos sefialado ya cémo Chasles atribuye a Leibniz el principio de
continuidad; otros exégetas del principio como Enriques van mads alld y se
remontan a Euclides o Apollonio. Su enunciado formal se debe a Poncelet
que dice de él que es un:

"Principe de permanence ou continuité - indéfinie des lois
mathématiques des grandeurs variables par succession insensible".

Y que es imposible probarlo o reducirlo a otras verdades mds evidentes,
dado que es:
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"une de ces vérités premieres qu’il est impossible de ramener a des
idées plus simples, parce-qu’elles ont leur source et leur certitude
immediates dans notre maniere de voir autant que dans les faits, dans la
nature des choses".

En su opinién este principio es una cuestién puramente geométrica,
por ello tampoco se pregunta por sus limites de validez, y lo aplica
incluyendo casos de degeneracién como casos limites, seleccionando estos
casos aparentemente sin mds criterios que la belleza e inmediatez del
resultado y que la aplicacion del principio proporcione un nimero ya
conocido. Ello lleva a escribir a Cauchy (en un informe sobre una memoria
sometida a la Academia por Poncelet en la sesién de 5 de Junio de 1820)
que:

"Este principio no es, hablando propiamente, mas que una induccion
fuerte, con cuya ayuda se extienden resultados obtenidos bajo ciertas
restricciones, a los casos en que dichas restricciones no existen. Aplicado
a las curvas de segundo grado, ha conducido a su autor a resultados exactos.
Sin embargo pensamos que no serd admitido en toda su generalidad y que
no debe ser aplicado indiscriminadamente a toda suerte de problemas en
Geometria o Anilisis, pues un exceso de confianza puede conducir a veces
a errores manifiestos. Asi, se sabe, que en la determinacién de integrales
definidas y por consiguiente, en la evaluacién de longitides, areas y
volimenes, se encuentran en gran nimero de férmulas que no son validas
mas que si los valores de las magnitudes que en ellas intervienen se
encuentran contenidos dentro de ciertos limites".

Realmente y atendiendo a las formas en que se puede utilizar, el
principio no es Unico y contiene al menos, segiin hace observar Enriques,
cuatro métodos diferentes:

a) Principio de paso al limite:

Toda relacion algebraica entre los elementos de una figura dependiente
de un sistema de pardmetros, se mantiene por paso al limite en estos.

b) Principio de extensidn:

Si una relacién algebraica entre elementos de una figura dependiente
de un pardmetro se verifica para valores de este que satisfacen una cierta
desigualdad, se verifica para todos los valores del pardmetro. (Al igual que
el primer principio es vélido sin restricciones, en este segundo hay que
entrar en discusion segiin la estructura del espacio en que se mueve el
parametro).

c) Legitimidad del cdlculo con elementos imaginarios.

Ya hemos hablado de esta parte anteriormente.

d) Principio de induccién del caso limite al caso general.

Esta es la parte mds atacada por los detractores del principio, puesto
que las propiedades se mantienen por paso al limite, argumenta Poncelet,
si se comprueban en este caso son ciertas en general. Aqui también pueden
presentarse problemas, por la posibilidad de que un caso limite lo sea de
mas de un caso general, como mds tarde, a principios de nuestro siglo,
puntualizaria Kohn.
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Zeuthen '®  observa que las condiciones bajo las cuales son
verdaderamente validas las demostraciones basadas en el principio de
conservacion son las siguientes:

1.- El caso especial que se utiliza debe estar verdaderamente entre los
casos limite del caso general propuesto.

2.- Las soluciones que se enumeran en el caso especial deben ser
efectivamente limites de aquellas cuyo nimero se busca en el caso general.

3.- Cada una de las soluciones limite debe ser contada tantas veces
cuantas aparecen las soluciones a que reemplaza.

Un ejemplo de la utilizacién de la 9rimera condicién, en una forma del
teorema de Bezout, dado por Salmon'’ es el siguiente:

Para establecer de modo general que una curva de orden m y una
superficie de orden n se cortan en m.n puntos es legitimo reemplazar la
superficie por un sistema de n planos, mientras que no estd permitido
cambiar la curva por un sistema de m rectas. Al respecto es interesante
citar que la Academia Real de Ciencias de Dinamarca puso a concurso en
1902 la cuestién de averiguar si para cada clase de curvas alabeadas existe
o no una forma limite compuesta exclusivamente por rectas (el concurso
quedd sin resultado). La dificultad béasica estd en el concepto de curva
general alabeada, ya que se sabia que el orden no es un invariante
suficiente, puesto que mientras que las propiedades de una hipersuperficie
se encuentran siempre en la hipersuperficie "general" de su mismo grado,
esto no sucede en las variedades de codimension superior a 1, por ejemplo
(Zeuthen-Pieri loc. cit.)) las curvas alabeadas de orden m tienen
propiedades que dependen sélo de m, pero respecto a otras "se dividen en
varias clases que no pueden ser caracterizadas mediante el orden m, el
nimero de puntos dobles ni aparentemente por una causasen finita de
nimeros" (E. Weyr). Este autor muestra dos curvas de grado 9 con 18
puntos dobles, con propiedades geométricas muy distintas.

Las criticas de Cauchy, junto con las de Gergonne, que atribuye al
principio un posible papel en los descubrimientos matemadticos perc declara
su nulo interés para las demostraciones, aleja inicialmente a muchos
posibles seguidores del uso del principio. El mismo Salmon lo utiliza
siempre con reservas. Steiner por un método que no detalla dice haber
calculado que hay 6~ = 7766 coénicas tangentes a 5 cénicas dadas (el método
es bastante simple, el espacio de cénicas tiene dimensién 5, la condicién de
tangencia a una cdénica es una hipersuperficie de grado 6, si las cinco
hipersuperficies se suponen en posicién general, el teorema de Bezout da
el resultado. Resulta sorprendente que Steiner incurriese en este error
cuando la condicién de tangencia a una recta es de grado 2 y el mismo
razonamiento llevaria a la existencia de 32 cdnicas tangentes a cinco rectas
en posicién general, en lugar de la tnica cénica que existe con esta
propiedad). Entonces para justificar la posibilidad de que este nimero tan
elevado sea verdadero, pasa a estudiar (en aplicacién del principio de
continuidad) el caso en que las cinco cénicas degeneran en pares de rectas
o en rectas dobles y contando las soluciones (con los ajustes necesarios) se
convence de que el nimero debe ser bastante menor. Lo que sucede es que
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la superficie de Veronese de rectas dobles estd contenida en todas las
hipersuperficies, produciéndose un fenémeno de exceso de interseccion
como el sefialado anteriormente para la interseccién de tres superficies con
una curva comun, el exceso de intersecciéon es 4512 y el nimero correcto
es entonces 3264. Usando exactamente este método H. Berner (1865)
obtiene el nimero correcto, que también habia sido obtenido por Chasles
por otros métodos (1864).

Sin embargo (v. Zeuthen-Pieri loc. cit.) desde 1859 J.Ph.E. de Fauque
de Jonquieres, no solo conocia estos resultados sino férmulas ain mas
generales, y por una parte la diferencia entre sus resultados y los de Steiner
y por otra la desconfianza de M. Chasles, que rechazaba la aplicacion del
principio, le habian impedido publicarlos.

A partir de 1860 la utilizacion del principio comienza a extenderse.
Cremona (1861) lo usa para redemostrar el teorema de Bezout y para
calcular nimeros de puntos necesarios para la determinacién de una curva,
eligiendo posiciones particulares de estos. Sobre todo es J.Ph.E. de Fauque
de Jonquicres el primero en usar sistemdticamente el principio. Es también
el primero que lo dota de unas bases sélidas al percibir su evidente relacién
con el teorema fundamental del algebra. Asi mismo se da cuenta también
de algunas de sus limitaciones, por ejemplo, para estudiar curvas con
contactos multiples con una curva dada, se limita al caso de que ésta sea
racional, pero reconoce que descomponer la curva en rectas da lugar a
nimeros calculados no como consecuencia de una correcta aplicacién de
un proceso de limite, sino mas bien resultado de una induccién "intuitiva".
También trabaja en superficies y determina su clase y otros caracteres.

A finales de la década de los setenta, las aplicaciones del principio de
continuidad se hacen mds frecuentes y variadas gracias principalmente a
Schubert y en parte como observa Zeuthen, debido a un cambio de
denominacién que aleja los prejuicios que su uso desperté durante mucho
tiempo. En 1874 Schubert propone primero el nombre de "Principio de
la posicién particular”, "Princip der speziellen Lage", y como esta
denominacién parece reflejar s6lo cambio de posicién y no la posibilidad
de degeneraciones, se decide posteriormente por "Princip der Erhaltung
des Anzahl" (1876). Asi, se suprimen connotaciones incémodas de la
continuidad como es su relacién con la degeneracion, tan alejada de la idea
de continuidad de los analistas, y por otra parte tiene trascendencia la
palabra nimero que, en principio, parece reducir los problemas a los que
tienen s6lo un conjunto finito de soluciones.

El enunciado exacto de Schubert'® es el siguiente:

"Un ndmero, a menos que tome el valor infinito, debe conservar el
mismo valor cualesquiera que sean las posiciones particulares que se dé a
las figuras; sea que se modifiquen sus posiciones absolutas en el espacio,
sea que se modifiquen sus posiciones relativas; sea que en lugar de figuras
inicialmente generales y verificando ciertas condiciones se introduzcan
otras tan particulares como se quiera verificando las mismas condiciones".

A veces se puede suponer que un nimero depende s6lo de otros
nimeros y usar el principio de conservacién para derivar una ecuacién
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funcional que permite el cdlculo del nimero deseado. Por ejemplo, para
determinar el orden de la superficie de las trisecantes de una curva
alabeada de orden m, Cayley descompone la curva en dos de 6rdenes p y
g y encuentra la férmula

G (P’q)3 =G (Q) i+ G (P) i+ G (p’q2)+ G (PZ’Q)

Entonces le basta calcular los dos tltimos sumandos correspondientes
a las bisecantes a cada curva que cortan a la otra y haciendo la hipdtesis
de que el orden de la superficie buscada depende sélo del orden de la curva
y del nimero de puntos dobles para obtener una férmula dependiente de
dos constantes que se calculan ficilmente en un caso particular.

Esta variante funcional se usa con cierta asiduidad por el mismo
Cayley, por Castelnuovo, Tanturri, Crepas, etc. hasta, ya a principios de
nuestro siglo por Severi, este, recogiendo ideas anteriores de Brill y
Giambelli, enuncia el principio de modo impecable.

"Supongamos que una condicién impuesta a un conjunto Z de figuras
se traduce en una correspondencia entre el conjunto Z y ciertas otras
figuras T'; para que el principio de conservacién y el cdlculo simbdlico
asociado puedan aplicarse al problema, es necesario que la
correspondencia sea irreducible o que descomponga en un nidmero finito
de correspondencias irreducibles tales que, los elementos de Z que
correspondan a un elemento genérico de T, se distribuyan en variedades
de la misma dimensién y las variedades de 7 homdélogas a la variedad Z en
la correspondencia tengan también la misma dimensién". (la visién de
Severi se encuentra resumida en su Geometria Numerativa'~ ; en lenguaje
de hoy es un planteamiento de platitud de los morfismos que componen la
correspondencia).

E. Study y G. Kohn (1903, 1904) discuten la base misma del principio
reprochando a Schubert la ausencia de algunas limitaciones en su
enunciado, criticando ademds la falta de precision de algunas de sus
aplicaciones y ponie%io en duda los resultados obtenidos por la aplicacién
del mismo. Hilbert™ en su problema 15 (v. Kleiman ), incluye la
demanda de fundamentos mds rigurosos para el principio de conservacién
del ndmero. Junto con la formulacién algebraica del problema y a juicio
de Kohn, Schubert deberia incluir ademds la condicién de que las figuras
de las cuales se consideran los casos limites, formen de alguna manera un
cerrado en el sentido de la naciente topologia de Cantor.

También Zeuthen hace notar que ninguna formulacién del principio
puede ser precisa si no incluye un método de asignacién de multiplicidades
a las soluciones que se obtienen en los casos particulares como
descomposicién de una solucién en el caso general, la cuestién de Study y
Kohn acerca de las soluciones no aceptables se resuelve entonces
facilmente, son las que tienen asignada multiplicidad cero.

Por otra parte y puesto que ya Poncelet considera los casos especiales
no como casos aislados, sino como casos limite, hace observar de Jonquiéres
que la primera objecién de Kohn no tiene sentido porque de hecho el
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principio se aplica siempre sobre cerrados. Las objeciones se basan
curiosamente en un problema de "doble moral" en los cémputos. Por
ejemplo:

(Al contar las secantes a una curva alabeada hay que contar las rectas
que pasan por un punto doble de la curva? ;Cudl de las dos posibilidades
hay que considerar?.

1) se puede pensar que cada una de estas rectas es una cuerda de la
curva alabeada dada, puesto que esta curva pertenece a una clase de curvas
del mismo género y su punto doble proviene de que dos ramas que no se
cortaban en las curvas préximas se han aproximado continuamente hasta
cortarse.

2) se debe por el contrario considerar cada una de estas rectas como
una secante ordinaria puesto que el punto doble entrafia una disminucién
de género y aparece en la familia como un hecho aislado y completamente
nuevo, propio de la curva dada, como sucede por ejemplo cuando se
consideran curvas interseccién de dos superficies que presentan un
contacto eventual.

Este tipo de ejemplos, de los cuales hay muchos en la obra de Study,
se deben al hecho de que una misma curva puede ser limite de familias muy
distintas, asi por ejemplo, una cibica plana con un punto doble puede
presentarse indistintamente como limite de curvas generales planas de
grado tres y de cubicas alabeadas con un punto doble.

Otro ejemplo, quizds el mds tipico, consiste en contar el nimero de
rectas que cortan a cuatro en posiciéon general, haciendo degenerar las
cuatro rectas en dos pares de rectas coplanarias, se ven las dos soluciones,
la recta que une los dos puntos de corte y la recta interseccién de los dos
planos. Kohn observa que en cambio no es valido hacer concurrir sélo a
dos de ellas, en cuyo caso la recta que pasa por el punto de corte y se apoya
en las otras dos seria la solucién tunica. La objecién de Kohn revela uno de
los limites del principio, sobre cuatro rectas en posiciéon general la
coincidencia de dos es una condicién que se expresa con una desigualdad
(Enriques loc. cit.). Se ve aqui la importancia ya sefialada por Severi de
considerar de modo correcto el espacio de pardmetros.

En aplicacién del principio, sucede que si un problema general tiene
un maximo de n soluciones y en un caso limite presenta mas de n, en este
caso debe tener infinitas; eso sucede por ejemplo, al estudiar la interseccién
de una curva de orden n con una superficie de orden m, si el nimero de
puntos comunes es mayor que m.n, la curva debe tener una componente
contenida en la superficie. Es usando esta idea como Maclaurin en su
"Geometria Orgénica" en 1720 probé el resultado ya indicado antes de que
el nimero de puntos dobles de una curva de orden m es como maximo
(m-1)(m-2)/2. Poncelet utiliza este tipo de argumentos frecuentemente, por
ejemplo para buscar rectas en superficies o en los "Teoremas de cierre".
Por ejemplo:

"Se quiere determinar el nimero de poligonos de n lados inscritos en
una cénica dada y circunscritos a otra, la coincidencia del primer vértice
y el n+1 se puede expresar mediante una ecuacién bicuadritica, entonces,
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si un poligono cumple la condicién, cada vértice determina una solucién
doble (jHay dos sentidos de recorrido!), el nimero de soluciones es entonces
superior a 4 y la ecuacién se verifica idénticamente en todo punto de la
primera cénica, por lo cual el poligono puede empezarse desde un punto
cualquiera”.

Estos problemas se pueden plantear para cibicas y poligonos de mads
de 6 lados (Kohn) para varias cénicas de un haz y admiten generalizaciones
al espacio (Hurwitz, Zeuthen, Gardiner, etc.).

6.- El Calculo Simbdlico

El problema 15 de Hilbert, al que ya hemos aludido, cqnsiste en
fundamentar el "Célculo Simb6lico" desarrollado por Schubert®, método
que le permitié obtener una coleccién impresionante de férmulas y nimeros
geométricos. Una primera fundamentacién para problemas de gg’xmero
relacionado con espacios lineales, se debe a Van der Waerden®™ . No
podemos entrar aqui a plantear el cdlculo simbélico en términos de
Schubert, pero no podemos dejar el tema sin hacer al menos una breve
exposicién de su linea de trabajo y sobre todo de la situacion hoy de sus
resultados (S. Kleiman).

El grupo de k-ciclos Z, (X ) , de una variedad de dimensién n, X, es el
grupo abeliano libre generado por todos los simbolos [V ] correspondientes
a las subvariedades V cerradas e irreducibles de X de dimensién k, si V'y
W son dos de estas subvariedades que se cortan "propiamente”, es decir,
de modo que las componentes irreducibles Z; de la interseccién verifiquen
que:

Codim (Z;, X )= Codim (V,X )+ Codim (W,X)
se define el producto de los ciclos correspondientes por:
[VIIW]1=2Xm;.[Zi] con mij= X (-1)’ long. (Tor; (Ov,zi ,Owz)

(donde se trabaja en médulos sobre Ox,z; ). Esta féormula, formula de Serre,
generaliza y formaliza las férmulas sobre multiplicidades del apartado 2,
ya que el nimero m; es precisamente el que mide el contacto de V y W a
lo largo de Z; (como observa Kleiman es una notacién sofisticada que ha
necesitado una evolucién de méds de un siglo para ser alcanzada). La
interseccién de dos ciclos no es propia en general, pero una variante del
principio de continuidad, el "moving lemma" garantiza la posibilidad de
deformar convenientemente (equivalencia racional) los ciclos, con
pardmetros en una recta proyectiva, para alcanzar la interseccién propia,
y que el resultado del producto es independiente, médulo equivalencia
racional del proceso seguido. Asi las clases de ciclos, médulo equivalencia

racional forman un anillo graduado A - X, se puede definir el grado de una
clase de modo que si estd representada por un ciclo, dicho grado sea la
suma de las componentes de dimensién cero de este. Entonces dos clases
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se dicen "numéricamente equivalentes" si sus productos por cada clase fija
tienen el mismo grado. Las clases médulo equivalencia numérica forman
otro anillo. Este anillo fue esencialmente el introducido por Schubert, para
sus cdlculos en geometria numerativa.

Schubert calcul los anillos de clases de equivalencia numérica de ciclos
para el plano proyectivo y para el espacio proyectivo de dimensién 3, asi
como para la grasmaniana de rectas en el espacio tridimensional y para
diversas compactificaciones de las variedades de tridngulos en el plano,
cénicas ", cuadricas en espacios de dimensién tres y cubicas alabeadas,
utilizando para ello los principios de continuidad y correspondencia.
Kleiman cita una relacién de los matemadticos directamente relacionados
con la obra de Schubert, entre los que se encuentran: Severi, Van der
Waerden, Ehresmann, Segre, Todd, Hodge, Pedoe, Weil, Zariski,
Chevalley, Samuel, Chow, Serre y Grothendieck.

7.- El principio de correspondencia

El problema de la generacién mecédnica de curvas viene desde muy
antiguo Los primeros trabajos de generacién sistemdticos se deben a
Newton, que dio un método que conduce siempre a curvas con un punto
doble, y calific6 de problema muy dificil la generacién de curvas no
singulares de cualquier grado. Maclaurin (1719) indica que si se hacen
girar en torno a sus vértices dos dngulos de lados, a,b y c,d, de modo que
el punto de interseccién de a y c describe una recta, el de by d describe
una cénica (este tipo de planteamientos conducen a problemas como el de
Braikenridge ya sefialado) y en esta direccién tienen resultados notables
Grassmann y sobre todo Kempe (1877). Este ultimo prueba que toda curva
algebraica real puede ser reproducida localmente con un sistema
articulado. La generaciéon automdtica se transforma en un método
geométrico de definir curvas de grado arbitrario sin la intervencién del
andlisis. Asi Steiner y Chasles, después de haber usado como base de la
teoria de cénicas la generacién proyectiva de estas como lugar de puntos
de corte de rectas homdlogas en una proyectividad de haces lineales, inician
la tarea de estudiar la posibilidad de generacién de una curva de orden
n+ m como lugar de puntos de corte de curvas homoélogas en una
proyectividad entre dos haces de curvas de ordenes m y n, tras un trabajo
incomprendido de Grassmann (1851) y numerosos articulos de Chasles y
de Jonquicres, que caen en errores producidos por no tener en cuenta
problemas de compatibilidad en los sistemas de ecuaciones que obtienen;
es Kiipper en 1888 el primero que da una demostracién rigurosa del
resultado.

Este problema de generacion de curvas se puede interpretar en
términos de correspondencias proyectivas (m,n) (cada punto tiene m
imédgenes y n originales) entre series lineales, y en estos términos se conocia
con el nombre de principio de correspondencia. De Jonquigres entendia el
principio bajo la forma siguiente:
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En una correspondencia (m,n) en una recta, hay m+ n puntos dobles.
Este principio, como hemos seflalado estaba inspirado por el
comportamlento ya conocido, de las correspondencxas (L) y (1,2) y se
usa primero por Steiner sin demostracion, asi como por de Jonquieres y
por Cremona. Sin embargo a Chasles le resulta dificil admitirlo en toda su
generalidad, ya que algebraicamente significa que un polinomio de grado
men xynenyesde grado m+ n cuando se hace x =y, sin embargo
finalmente y bajo la hipétesis adicional de que el punto del infinito tiene
m imdagenes a distancia finita, es decir que en la ecuacién aparece un
término efectivo de grado m+ n, Chasles lo admite (1864) aunque su
demostracién no es completa, segin hemos sefialado mds arriba. Entre
1864 y 1877 Chasles publica en los C.R. de la Academia un enorme
numero de consecuencias del principio, que eran generalmente meras
enumeraciones de resultados y no incluian demostraciones. Como él mismo
observa: 'la aplicacién del principio y el encadenamiento de los resultados
no hacen precisas las pruebas". Pero en los casos mas complejos aparecian
demostraciones completas como por ejemplo del hecho de que en todo
sistema (a,b) (a curvas por un punto, b tangentes a una linea) de curvas
hay am+ bn curvas tangentes a una de orden n y clase m.

El Principio de Correspondencia se generaliza a diferentes dmbitos.
Cayley (1866) por "una induccién que parece suficiente”, prueba un
principio de correspondencia vélido para correspondencias (m,n) en una
curva de género p, estableciendo el nimero de coincidencias en la
correspondencia como igual a m+ n +c.p siempre que los n puntos y que
corresponden a un punto x sean interseccién de la curva de partida con
otra que la corte no solo en los m puntos y sino en el punto x con
multiplicidad ¢ y en los puntos fijos. Esta férmula fue probada
completamente por Brill (1871), que llama a ¢ valor (Wertigkeit) de la
correspondencia y usa reduccién de singularidades.

La determinaciéon de todas las correspondencias algebraicas posibles
en una curva se debe a Hurwitz (1885), que establece para ellas la férmula
de Cayley-Brill e incluso la generaliza a correspondencias singulares.

Schubert, Pieri y finalmente Severi, extienden el principio de
correspondencia a mds dimensiones.

8.- Singularidades

En el tratamiento analitico de los problemas anteriores juega un papel
esencial el estudio de las singularidades. El origen del mismo cabe situarlo
en Newton, y mds especificamente en su "Metodus functionum et serium
infinitarum" (v. Brill-Noether loc. cit.) de 1736. Newton se ocupa primero
de la aproximacion decimal de una raiz de una ecuacién, y después, por
extension aplica el mismo método a ecuaciones en dos variables f (x,y) = 0,
parte de una raiz de la forma inicial (0,a), sustituye en f, y =a+ z,
obteniendo una nueva ecuacién cuya forma inicial se busca anular de nuevo
para z=b.x + 7’ etc. Para estudiar ficilmente las formas iniciales, Newton
escribe la ecuacién ordenadamente en potencias crecientes de x e y, de
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modo que todos los términos del mismo grado en x estin en la misma
columna y los del mismo grado en y en la misma fila; tiene asi el "negativo"
del célebre Poligono de Newton. De Gua es el que se da cuenta de c6mo el
Poligono permite separar las formas iniciales pesadas, y de que no necesita
escribir todos los términos de la ecuacién, sino solamente los de grado
inferior a un ndmero determinable en funcién de ésta. La primera
separacion completa de las ramas se encuentra en la "Introduction a
I’ Analyse des lignes courbes" de Cramer (1750) (Enriques loc.cit.). Cramer
busca solamente obtener aproximaciones de "grado tan alto como se quiera"
a la ecuacién de las ramas quedando fuera de su 4nimo encontrar la
expresion de éstas en términos de series de potencias y mds atn la
convergencia de estas series. Tras los trabajos de Taylor sobre el caso de
ecuaciones de orden 1 como series en y, y la obra en esta direccion de
Cauchy, el resultado esencial para la Geometria Algebraica es el teorema
de Puiseux que en 1850, cien afios después de Cramer y empleando el
mismo método de Newton que éste, prueba que toda ecuacién algebraica
f(xy) =0 tiene una solucién desarrollable en serie convergente de potencias
en la variable x con exponentes fraccionarios con denominador acotado
(series de Puiseux).

El mismo método fue aplicado a intentar resolver ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden y primer grado, es decir dgz]5 tipo
A (xy)+ B (xy).y =0,con Ay B analiticas, por Briot-Bouquet™ y a
ecuaciones de grado arbitrario por H.B. Fine Ambos probaron la
existencia de solucién convergente a este tipo de ecuaciones, incluso en los
puntos en los cuales se anulan los coeficientes (la prueba definitiva de este
resultado para ecuaciones de primer orden y primer grado no se ha dado
hasta Camacho-Sad en 1984, y empleando el poligono de Newton ha sido
obtenida por J.Cano en 1990 y el resultado es falso en general).

Los desarrollos en serie entroncan directamente con los métodos de
Halphen para el cdlculo de la multiplicidad de interseccién. Este y Smith
ponen de manifiesto la importancia en sus cdlculos de ciertos exponentes
especificos del desarrollo, que luego han sido conocidos como exponentes
caracteristicos. Hamburguer (1871) calcula mediante una técnica de
divisiones sucesivas los desarrollos de Puiseux de ramas lineales, por un
método que, al contrario del de Puiseux se 2;%uede extender a cuerpos base
de caracteristica arbitraria (v. A. Campillo”’)

Un punto de vista radicalmente distinto es el de Noether, que en 1871
enuncia la posibilidad de aplicar "transformaciones cuadriticas", no sélo
para calcular los desarrollos en serie de Puiseux, sino también para
estudiar la naturaleza geométrica de la singularidad. Parece ser que la idea
de transformar mediante transformaciones cuadraticas una curva en otra
con singularidades ordinarias se debe a Kronecker, que la comunicé
verbalmente a Riemann y Weierstrass en 1858, pero su método trabaja
directamente con la ecuaciéon de las ramas y en cierto sentido con
transformaciones locales, ademds como observan Clebsch y Klein para
llegar a un modelo con sélo puntos dobles, precisa pasar por curvas
alabeadas. Por el contrario, la propuesta de Noether, utiliza
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transformaciones racionales invertibles en todo el plano (transforraaciones
de Cremona) que contraen tres rectas y "explotan" tres puntos para la
reduccion de singularidades a singularidades ordinarias calculando
después las ecuaciones de las ramas por el método de Taylor.

Uno de los aspectos esenciales en el método de Noether es la
introduccién de los puntos infinitamente préximos, que permiten
formalizar y sistematizar todos los resultados y técnicas de infinitésimos
utilizados por los gedmetras analiticos, lo cual los hace desbancar
completamente en este campo a los gedmetras sintéticos. La reduccién de
singularidades permite extender a curvas algunos de los invariantes
geométricos de las curvas lisas. Como ya hemos sefialado permite estudiar
el anillo de las correspondencias sobre curvas arbitrarias.
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