LEIBNIZ

PEDRO JIMENEZ GUERRA *

Gottfried Wilhelm Leibniz, nace en Leipzig en 1.646, ciudad en la que su padre ejer-
cfa como profesor de la Universidad y abogado. A la edad de quince afios entra en la Uni-
versidad de su ciudad natal, obteniendo el grado de Bachiller a los diecisiete afios. Continua
sus estudios en esta Universidad en Filosoffa, Teologfa y Derecho hasta que, ante la imposi-
bilidad de doctorarse en ella debido a su juventud, se traslada en 1.666 a la Universidad de
Altdorf, cerca de Niiremberg, donde obtiene el doctorado en Filosoffa en 1.667, con una
tesis titulada “De Arte Combinatoria”, en la que ya se aprecian dos de sus mds fundamen-
tales ideas, que le acompanardn hasta el fin de sus dfas, influyendo decisivamente en su
obra. Estas ideas son la de la ‘“Characteristica Generalis” y la de las ‘“Diferencias de Suce-
siones”. La primera de ellas es de carécter filosofico y consiste en intentar obtener un len-
guaje simbdlico de caricter universal, creando un “alfabeto de ideas’’ mediante el que se
pudieran obtener los restantes pensamientos por métodos de manipulacién similares a los
matematicos formulistas, este alfabeto de ideas estarfa representado por sfmbolos matema-
ticos que deberfan obedecer ciertas reglas de combinacién que garantizasen la correccién
de los argumentos. De esta idea nace el gran interés que Leibniz siempre tuvo por las nota-
ciones y la simbologfa en Matemdticas (quizds sélo superado por Euler), asf como su cons-
tante preocupacién por los métodos empleados en la obtencién de los resultados y su trans-
formacién en algoritmos realizables mediante férmulas. Posteriormente tendremos ocasién
de comentar su aportacién a la simbologfa matematica asf como su otra gran idea referente
a las “diferencias de sucesiones”.

En su estancia en Niiremberg, Leibniz entra en contacto con la cofradfa de la Rosa-
Cruz, lo que le indujo al estudio de algunas cuestiones de Qufmica. En esta época estudi6
(aunque parece que no en profundidad) los trabajos de Léotaud “Examen de la cuadratu-
ra del cfrculo” y de Cavalieri “Geometrfa de los indivisibles’.

Tras rechazar una oferta de la Universidad de Altford para dedicarse en ella a la do-
cencia, entra en 1.668 al servicio del Principe Elector de Maguncia, como consejero juridico
y diplomiético. En la primavera de 1.672 viaja a Parfs en misién diplomdtica con objeto de
evitar que Luis XIV invadiera los Pafses Bajos, intentindole convencer de la conveniencia
de invadir Egipto, idea que mds adelante llevarfa a la prictica Napoledn.
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Una vez en Parfs, Leibniz entra en contacto con un gran nimero de intelectuales de
la época, de entre los que destacaremos a Huygens, a cuya influencia se debe el comienzo
de la investigacién matematica de Leibniz, asf como la profundizacién en el conocimiento
de las mismas, conocimiento que hasta esta época era muy escaso. Recordemos que en su
tesis “De Arte Combinatoria” Leibniz trata algunas cuestiones acerca de la teorfa de nime-
ros, de cardcter muy elemental, observando entre otras cuestiones, que las diferencias pri-
meras correspondientes a la sucesién natural de los niimeros son constantes, siéndolo las di-
ferencias segundas para la sucesién de los cuadrados perfectos y asf sucesivamente.

En esta primera época en Parf(s, Leibniz obtiene, como veremos mds adelante algunos
resultados sobre sumacidén de series, utilizando bdsicamente su idea anteriormente mencio-
nada, acerca de las diferencias de sucesiones. Algunos de estos resultados los expuso en la
Royal Society con motivo de su viaje a Inglaterra en la primavera de 1.673. En esta oca-
sién, Leibniz expuso en su primera asistencia a una reunion de la Royal Society, su método
general de sumacién de series mediante diferencias, haciéndole Pell la observacién de que
gran parte de sus resultados eran conocidos y se encontraban ya en la literatura matematica
de la época. Esto le volverd a ocurrir a Leibniz en repetidas ocasiones a lo largo de su vida,
ya que varias veces obtendrd resultados ya conocidos, aunque claro estd, desconocidos para
él.

En la segunda reunién a la que acudié en la Royal Society, escuché el método de
cdlculo de tangentes de Sluse. En esta época ya circulaba entre algunos miembros de la Ro-
yal Society, un manuscrito de Newton (escrito en 1.669) titulado “De Analysis’’ que conte-
nfa gran parte de los resultados obtenidos por Newton acerca del Cdlculo. No obstante, pa-
rece ser que Leibniz no tuvo conocimiento de este manuscrito, aunque a nuestro juicio de
haber tenido la oportunidad de ojearlo (y decimos ojearlo, porque Leibniz mds que leer o
mejor dicho estudiar textos matemadticos, lo que hacfa era “ojearlos’” ripidamente intentan-
do buscar ideas que sintonizaran o justificasen las suyas propias) no le hubiera sido de nin-
guna utilidad debido a su escasa formacién matemdtica en aquella época. Esta posibilidad
de conocimiento del manuscrito de Newton por parte de Leibniz, fue lo que posteriormen-
te dio origen a la famosa y desafortunada polémica acerca de la primacfa en la invencién
del Cédlculo entre Newton o Leibniz.

Al volver a Parfs, Leibniz lleva consigo la obra de Mercator sobre logaritmos y los tra-
bajos de Barrow sobre Optica y Geometria. Esto Gltimo junto al hecho de que Newton fue-
se discfpulo de Barrow, a quien sucedi6 en la citedra Lucasiana de Cambridge, cuando
Barrow fue llamado a Londres como capellan de Carlos 11, ha inducido a algunos a conside-
rar a Barrow como el auténtico iniciador del Cilculo en vez de Leibniz o Newton. Efectiva-
mente, la obra de Leibniz y Newton es la culminacién, como ocurre generalmente en todo
proceso de descubrimiento humano, de la obra de sus predecesores, y de éstos Barrow fue
el que mds se aproximé a las nuevas ideas del Cilculo. Barrow mejor6é un método de célcu-
lo de tangentes ideado por Fermat y parece que ya se apercibi6 de la relacién inversa exis-
tente entre los problemas de las tangentes y de las cuadraturas, aunque su conservadurismo
de los métodos geométricos le impidié hacer un uso efectivo de tal relacién. Por otra parte,
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estd fuera de toda duda, que Newton y Leibniz fueron los primeros en ser conscientes de
la generalidad del nuevo método y en considerar al Cdlculo como una nueva rama de la
Matematica con plena entidad.

Resaltemos el hecho de que aunque la impresidn que causé Leibniz en este viaje a
Londres, fue la de ser un “amateur” un tanto ambicioso, ya en la sesién del 19 de Febrero
de 1.674 fue admitido como miembro de la Royal Society, que desde 1.703 hasta su muer-
te presidiria Newton. A partir de su admisién en la Royal Society, Leibniz mantiene una
fructifera correspondencia con Collins y posteriormente con el mismo Newton. Resaltemos
el hecho de que Leibniz mantuvo en su vida relacién epistolar con més de un millar de per-
sonas.

En 1.676, Leibniz abandona Parfs habiendo realizado ya sus descubrimientos bdsicos
sobre el Calculo, para entrar al servicio del Principe Elector de Hannover como consejero y
bibliotecario, permaneciendo al servicio de sus sucesores (uno de los cuales llegé a ocupar el
trono de Inglaterra con el nombre de Jorge 1) en Hannover, realizando estudios sobre la ge-
nealogia e historia de la casa de Westfalia, hasta su muerte acaecida en esta ciudad en 1.716.

Quizds sea el hecho de haber nacido en plena Guerra de los Treinta Afios, que asol6
Europa, lo que hizo nacer en Leibniz un gran deseo de lograr la unién religiosa, polftica y
cultural del mundo occidental, es por ello por lo que en 1.684 escribe un libro titulado
“Systema Theologium” intentando crear bases de unién entre la Iglesia Catdlica y el Protes-
tantismo (ya en 1.668 habfa escrito otra obra de caricter religioso titulada “Confesién de
la naturaleza contra los ateos”), en base a esta idea unionista, alenté la creacién de varias
Academias, como las de Viena, San Petersburgo, Gottinga, Munich, Leipzig y Berlin, de la
que fue su primer presidente (también fue Consejero Imperial en Viena y Consejero Secre-
to de Justicia de Rusia), y es ficil comprender su interés por encontrar un lenguaje simbé-
lico de cardcter universal, al que nos hemos referido anteriormente.

Para terminar este breve repaso a la vida de Leibniz, queremos sefialar que, a nuestro
juicio, la importancia de este gran hombre, no reside tanto en el caricter universal de su
obra, que abarca aspectos de Filosoffa, Teologia, Historia, Derecho, Matemdticas, Ffsica,
Quimica, etc., sino en su cardcter de precursor e impulsor, asf en Ldgica, es tenido por el
fundador de la actual Légica Matemitica, en Matematicas coinventa el Célculo con New-
ton, en Ffsica introduce la imagen dindmica del mundo, en Psicologfa ensefia por primera
vez el inconsciente, en Teologfa escribe la primera Teodicea, en Historia postula el estudio
de las fuentes y en Derecho aspira, como ya hemos sefialado con anterioridad, a un Dere-
cho Gnico para toda la humanidad.

Origenes del cilculo

Segin manifiesta el propio Leibniz en su obra ‘“Historia y Origen del Cilculo Diferen-
cial”, escrita en 1.714, la idea inicial del cdlculo hay que buscarla en su vieja idea de las di-
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ferencias de sucesiones. Asf, continuando sus trabajos tfmidamente iniciados en su tesis
doctoral “De Arte Combinatoria”, Leibniz descubre al poco tiempo de su llegada a Parl’s
en 1.672, que si se considera una sucesién de niimeros:

a ,a ,...,a
0) 1) b n )
a partir de las identidades ao—a0=0, ..., a —a =0, seobtiene que
n n
a—a t+...+a —-a =0
0 0 . n n
Y
a —(a —a )— —(a —a )—a =0
0 ) n—-1 n n
dedondellamando d =a—a , ..., d =a —a ,resulta que
1 o 1 n n—1t n

es decir que la suma de las diferencias de los términos consecutivos de una sucesién es igual
a la diferencia entre el primer término y el Gltimo de la sucesion.

Al comentar a Huygens el resultado anterior, éste le propone que calcule la suma de
+00

la serie Z m) {de los inversos de los nmeros triangulares), lo que Leibniz re-
n=1

suelve observando que

2 _2_ 2
n(nt1) n n+1
lo que le permite aplicar el resultado anterior obteniendo que
i 2 9 2
=1 kK (K+1) p+1 ’

de donde deduce inmediatamente que la suma de la serie en cuestién es 2. Animado por es-
te resultado, Leibniz obtiene la suma de numerosas series, lo que le lleva a confeccionar su
“tridngulo armdnico” a semejanza del “tridngulo aritmético’ de Pascal.
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“tridngulo aritmético”’ “tridngulo arménico”

Comparando ambos, se observa que cada elemento del tridngulo aritmético es igual a
la suma de todos los elementos situados en la fila anterior desde la primera-columna hasta
la suya (inclusive) y por otra parte, ese mismo elemento coincide con la diferencia entre el
elemento situado en su misma columna en la fila siguiente y el de la columna anterior (tam-
bién de la fila siguiente ), mientras que en el tridngulo arménico, cada elemento es la suma
de la serie de todos los elementos situados en la fila siguiente a partir de su columna (esta
inclusive) y es la diferencia entre el elemento situado en su misma columna en la fila ante-
rior y el siguiente (de esa misma fila). La comparacién de ambos tridngulos parece que fas-
cind a Leibniz y le sugiri6 la relacién inversa existente entre la formacién de sucesiones de
sumas y de diferencias, idea que se hizo mas patente al trasladar estas cuestiones al campo
geométrico. Asf, dada una curva como la de la figura siguiente, considera una sucesién de

P
puntos de la curva cuyas abscisas sean equidistantes y observa que/=4rea OCC’~ suma

_— _—
de las ordenadas (~ [ y), ds/ =~ 4rea OC”C"" — 4rea OCC’ (~ vy), la pendiente de la tan-
gente a la curva en un punto de ordenada y, es aproximadamente igual a dy, la suma de las
diferencias de las ordenadas (=~ | dy)=~y,y, por tanto, & =~ [y ~ [f dy, sefialando que
estas aproximaciones son tanto mas correctas cuanto mas pequena sea la distancia entre las
abscisas, siendo tales aproximaciones exactas, cuando dicha distancia sea infinitamente pe-
quena. De esta forma y a partir de la relacidn inversa existente entre la construccién de su-
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cesiones de sumas y de diferencias, deduce la relacién inversa entre los problemas de cdlcu-
lo de cuadraturas y de tangentes.

C C,/
7

/ y ys
- Y3 4
Y, /
v //
o[ 1 1 1 1 1 C C” -

En 1.673, al regresar a Parfs desde Londres, estudia, como ya hemos sefialado ante-
riormente, los trabajos de Pascal sobre la cuadratura del circulo, aparecidos bajo la forma
de Cartas de A. Detonville, y segin cuenta el propio Leibniz en su “Historia y Origen del
Cilculo Diferencial”, leyendo este trabajo tuvo la afortunada idea de utilizar el “tridngulo
caracter fstico”, empleado por Pascal en el caso del circulo, para el cilculo de cuadraturas
de otras curvas. Asf, a partir de la ‘“semejanza” de los tridngulos CC’'D y los formados
respectivamente por la ordenada, la tangente y la subtangente y por la ordenada, la normal
y la subnormal, obtiene que %S =£(' de donde deduce que Z y ds =Z n dx, lo que ex-
presa diciendo que el momento total de la curva con respecto al eje X, es igual al drea deter-
minada por una segunda curva cuya ordenada coincida con la normal a la curva de partida.

Cl

d
c >"Tdy
dx d
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A finales de 1.673 y comienzos de 1.674, Leibniz obtiene una nueva aplicacién del
tridngulo caracterfstico, para la obtencién de transformaciones de cuadraturas, método que
llamé de “transmutacién” y que consiste bdsicamente en lo siguiente:

Dada una curva OCC’B, se tiene que su cuadratura es igual a la suma de las cuadratu-

ras de los tridngulos OCC’ mas el drea del triangulo OAB, es decir

Q =Y, A0OCC'+ A OAB

=) 12 s-z + AOAB ,

—_ —
de donde por ser el tridngulo caracterfstico en C semejante al OPO’ se tiene que (s/O0’) =

= (d/Z) vy, por consiguiente, s-z=d - 00y, Q= ;Z d:00’ + AOAB. Pero ) d .00’ =
= Z d- DT constituye la cuadratura correspondiente a la curva OTT’B. De esta forma se
consigue hallar la cuadratura de una curva a partir de la de otra, lo que es de gran utilidad
si la cuadratura de esta segunda curva es conocida o ficilmente calculable. Nuevamente,
Leibniz observa aquf la relacién existente entre el problema de la determinacién de tangen-
tes y de cuadraturas, ya que obviamente, el punto T se ha obtenido a partir de la tangente
a la curva inicial (en C).

Por otra parte, haciendo nuevamente uso del tridngulo caracterfstico en el ejemplo

dy
anterior se obtiene que DT = y —x — , de donde resultarfa si B =(x X1 Yo ), que

dx
jydx= f —x——-‘dx+1xy
2 0’0
y Xg X0 dv
jydx=x0yo—fxmdx,
0 0
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donde reconocemos va la regla de integracién por partes.

Entre los muchos resultados que Leibniz obtuvo mediante este método, senalemos
que al aplicarlo al semicirculo superior de radio uno, obtuvo el famoso desarrollo en serie
de /4 (que lleva su nombre). Antes de proseguir, queremos sefialar que este tipo de re-
glas para calcular cuadraturas eran de uso frecuente en esa época y fueron utilizados entre
otros por Huygens, Barrow y Gregory.

De esta forma llegamos a los manuscritos de Leibniz, fechados entre el 25 de Octu-

bre y el 11 de Noviembre de 1.675, en los que describe ya los orfgenes de su nuevo cdlculo.
Continuando con sus estudios sobre cuadraturas de curvas, considera

O A

ult. x L.

Ps c

Py _— . ,
que las cuadraturas OCB y OCA son complementarias con respecto a la del rectingulo

—

OBCA, lo que considerando una sucesién de ordenadas (de puntos de la curva OC) cuyas
diferencias denota por w y suponiendo que la distancia entre las sucesivas abscisas es la uni-
dad infenitesimal, representa mediante la siguiente férmula:

(M omn.Xxw % ult.x, omn.w—omn.omn.w ,

que interpreta diciendo que “los momentos de las diferencias con respecto a una Ifnea recta
perpendicular al eje son iguales al complemento de la suma de los términos”. En (1) omn.
(abreviatura de la palabra latina omnia) representa el actual sumatorio, 7_se corresponde
con el sfmbolo actual de igualdad, ult. x quiere decir ‘“ultimos x” (e.d. OB) y las comas y
rayas superiores representan paréntesis. A partir de la férmula anterior mediante sustitucio-
nes, obtiene varias relaciones entre cuadraturas. Asf, por ejemplo, haciendo xw =a
(y w=a/x) obtiene la formula siguiente:

a a
omn.a m ult.x, omn.-)—(——omn.omn.—;(- s

lo que interpreta como una expresién de la “‘suma de los logaritmos en términos de la cua-
dratura de la hipérbola”.
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Posteriormente, reescribe la férmula (1) de la manera siguiente:

(2) omn. xIII'xomn. | —omn. mno. ,

verificando que satisface la ley de homogeneidad dimensional del anilisis cartesiano de cur-
vas, segln la cual los términos intervinientes en una férmula deberfan tener todos la misma
dimensién. Asf, constata el hecho de que el operador omn. aumenta la dimensién, convir-
tiendo las longitudes en areas y éstas en voliimenes. Parece ser que estas consideraciones le
indujeron a sustituir el simbolo omn. por “_[ " que corresponde con la inicial en maytscu-
las de la palabra “Summa”, reescribiendo la férmula (2) de la manera siguiente:

(3) fxto=xfr-ff1,

de donde obtiene inmediatamente que _[ X = x2/2 y que j x* = x3/3, afadiendo que
“todos estos teoremas (refiriéndose entre otros a (3) son vdlidos para series en las que las
diferencias de los términos guarden con los propios términos una razén menor que cual-
quier cantidad sefalable”.

En su manuscrito del 29 de Octubre, aparece por primera vez el simbolo “d”’ para di-
ferenciar, justificindolo en los siguientes términos: “Encontrar | conocidos _\' Iy su rela-
cién con x. Esto se obtiene mediante el célculo contrario, es decir, supongamos que
f | =y a:Sea | =vya/d. Entonces asf como j incrementa la dimensién, d la disminuye.
Significando [ una suma y d una diferencia. A partir de una y dada, siempre podemos

encontrar y/d o |, esto es la diferencia de las ies. Asf una ecuacién puede transformarse
enotra’.

Observemos que en virtud de la ley de homogeneidad de la dimensién, en el parrafo
anterior escribe f I = ya y posteriormente | =ya/d. Percibiendo en seguida la conve-
niencia de interpretar dy j como simbolos adimensionales, pasando a escribir d(ya) en
vez de ya/d. No obstante todavfa tardard algdn tiempo en escribir _f x dx, j x? dx, ...
envezde | x, [ X2,

A partir de este momento, Leibniz desarrolla las reglas operacionales de los nuevos
simbolos y traduce a ellos varios resultados ya conocidos. Asf, en su manuscrito del 11 de
Noviembre se pregunta sobre la validez de las siguientes férmulas: d (xy) = (dx) (dy) y
d(x/y) =dx/dy contestandose negativamente.

En un manuscrito posterior, de Julio de 1.676 Leibniz introduce la diferenciacién
bajo el signo integral y en Noviembre de ese mismo afio presenta las reglas de diferencia-
cién e integracién de potencias, no necesariamente enteras, manifestando que ‘“‘este razo-
namiento es general, no dependiendo de cual sea la progresién de las x”*, es decir (en len-
guaje moderno) que las reglas anteriores son vdlidas tanto si x es una variable independien-
te, como si es una funcién (de una variable independiente) lo que abre el camino para la
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diferenciacién de la composicién de funciones (que hoy llamamos regla de la cadena).

En un manuscrito del 11 de Julio de 1.677, obtiene las férmulas de diferenciacion
de productos de la siguiente manera:

n

(x+dx) (y +dy) — xy
xy+ xdy+ ydx+ dx dy — xy

d(xy)

=xdy + ydx,

despreciando la cantidad dxdy, ya que advierte que es infinitamente pequefia en compara-
cién con el resto, siempre que dx y dy se supongan infinitamente pequefas. Andloga-
mente,

xv+ xdy—xy—ydx
x° + xdx ’

y+dy
x+ dx

d(y/x) =

A
X

. 2 2 ..
de donde, poniendo x“ envez de x” + xdy, ya que hace notar que xdx puede ser omiti-
N - 2, 2 .
do por ser infinitamente pequefio en comparacién con x°, obtiene la férmula correcta:

En este manuscrito aparecen claramente las curvas consideradas como polfgonos de infini-
tos lados y vértices, interpretando"j y dx como suma de rectangulos infinitesimales de al-
tura y, y anchura dx. De esta forma haciendo nuevamente uso del tridgngulo caracterfstico
obtiene la férmula para el cilculo de la longitud de arco, ya que

ds= \/(dx)2 + (dy)? = \/1 + (dy/dx)? dx 'y, por consiguiente,
dy
fds=| \/1 +(-$(-)2 dx .

En este manuscrito aparece también el teorema que hoy en dfa conocemos como Teorema
Fundamental del Célculo, expresado de la forma siguiente: Dada una curva con ordenada z,
supongamos que es posible encontrar una curva con ordenada y,de forma que dy/dx = z/a,
donde a es una constante (introducida en base a la anteriormente mencionada ley de ho-
mogeneidad dimensional) entonces zdx = ady vy, por tanto, _[ zdx = ay (supuesto, como
es habitual en Leibniz, que la curva pasa por el origen). De esta forma, para calcular el drea
limitada por una curva de ordenada z, basta con encontrar otra cuya ordenada y verifique
que dy/dx =z, poniendo claramente de manifiesto la relacién inversa existente entre el cél-
culo de areas y el de tangentes.
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Como hemos visto anteriormente, la obtencidn de las reglas del Célculo Diferencial
se basan en la idea de que dx (respectivamente dy) es la diferencia entre dos valores suce-
sivos de X, siendo dx infinitamente pequefio en comparacién con x y anilogamente,
(dx) (dy) y (dx)* son infinitamente pequefios respecto a dx y dy. La concepcién de dx
como diferencia de dos valores consecutivos de x, posibilita la consideracién de una nueva
sucesion formada por las diferenciales dx (resp. dy) asociadas a la curva, pudiendo calcular
nuevamente la sucesion de las diferencias de esta nueva sucesién, obteniéndose asf las dife-
rencias segundas (d (dx) = dzx) y en general las de orden k. Al igual queenelcaso k=1,
las nuevas reglas de manipulacién de estas diferenciales de orden superior se basan en el

principio de que dkx (resp.- dky ) es infinitamente pequefia en comparacién con dk_1 X
k
)

(resp. k=1 y )y que dfx y (dx)" son magnitudes del mismo orden, en el sentido de que

. , . . 2
su cociente es un ndmero real. De esta forma, obtiene por ejemplo que d (x") =

= d(nx"" dx) = n (n—1) x"7% (dx)? + nx""" d*x. De donde si se toma x como varia-
ble independiente (lo que en el célculo leibniziano quiere decir que la sucesién original de
las x se ha elegido de forma que sea una progresién aritmética) entonces dx es constante

y, por tanto, d*x=0y d? (x" j=n{n=1 )xn—z (dx)2 de donde resulta que

d’ gxnz _

0 n(n=1)x"7% .

Esta libertad de eleccion de la variable independiente (bien x o y, segln convenga)
posibilita el método de integracién por sustitucién, reconociendo el mismo Leibniz que “de
esta manera puedo transformar una cuadratura dada en otras de infinitas maneras y asf en-
contrar una por medio de otras’’.

La primera publicacién que hizo Leibniz de su célculo diferencial (hasta ahora nos
hemos venido refiriendo a sucesivos manuscritos) apareci6é en Acta Eroditorum (3 (1.684),
467—473) bajo el tftulo “Nova methodus pro maximis et minimis, itenque tangentibus,
quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis calculi genus”, y
constituye la primera publicacién sobre célculo diferencial como tal (segin sabemos
Newton no publicd sus resuitados sobre el Cdlculo hasta la aparicién de sus Principia en
1.687 y su Optica en 1.704), en ella Leibniz expone sin demostracién las reglas sobre su
célculo de diferenciales, aplicaciones al cdlculo de tangentes y algunos resultados sobre ma-
ximos y minimos y puntos de inflexion, observando que dy es positiva (resp. negativa)
cuando la ordenada y es creciente (resp. decreciente) y dando las condiciones necesarias
dy=0y d2y =0 para la existencia de un maximo o de un punto de inflexién respectiva-
mente.

En cuanto a su primera publicacién sobre el cdlculo integral, ésta apareci6 bajo el tf-
tulo “De geometria recondita et analyse indivisibilium at que infinitorum’ en Acta Erodi-
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torum (5 (1.686), 292—300). En esta obra aparece por primera vez impreso el simbolo in-
tegral f , dando algunas indicaciones sobre el significado y uso de la integral.

Resaltemos que estas primeras publicaciones son relativamente confusas y no consti-
tuyen auténticos tratados sobre la materia, siendo la obra “Analyse des infiniment petits
pour |’ intelligence des lignes courbes” del Marqués de L’Hopital (1.696) el primer texto
sobre Célculo Diferencial, tratindose realmente de la publicacién de las lecciones (com-
pradas) a Johann Bernouilli sobre la materia, quien en 1.742 publicé sus obras completas,
una parte de las cuales constituye el primer texto propiamente dicho sobre el Cilculo Inte-
gral.

Para terminar este breve repaso sobre el nacimiento del cilculo leibniziano, queremos
comentar brevemente la utilizacién que en el mismo se hace de las cantidades infinitamen-
te pequefas y grandes, que tantas criticas originé por parte de sus contempordneos (como
Berkeley, Nieuwentijdt y otros). Al respecto queremos manifestar la preocupacion e inte-
rés que Leibniz tuvo por esta cuestién, siendo plenamente consciente de que en su célculo
utilizaba “‘cantidades infinitamente pequefias”, sin estar éstas rigurosamente definidas, lo
que en cierta manera las hacfa inaceptables en Matemiticas, ésto le llevé a presentar la di-
ferencial en su primera publicacién sobre el Cdlculo, no como una cantidad infinitamente
pequefia, sino que introdujo un segmento fijo que denominé dx, definiendo la diferencial
dy en un punto P de la curva, como el segmento rectilineo tal que dy/dx =y/v, siendov
la longitud de la subtangente € y la ordenada.

Esta preocupacién de Leibniz no fue compartida por sus seguidores (los hermanos
Bernouilli, entre otros) lo que en parte favorecié el répido desarrollo del Célculo. Realmen-
te Leibniz no llegé a definirse sobre la existencia o no de estas cantidades infinitamente
pequeias, que él denomind ndmeros ideales, no osbstante sf justificé su uso en base a su
utilidad, exponiendo que una igualdad entre expresiones conteniendo diferenciales que se
ha obtenido despreciando cantidades infinitamente pequeiias, podrfa haberse obtenido ri-
gurosamente, aunque de manera mads trabajosa y tediosa, sustituyendo cada diferencial
por su diferencia finita y probando que la diferencia entre las expresiones obtenidas pue-
de hacerse tan pequena como se quiera con tal de tomar las diferencias suficientemente
pequeias. Recientemente, el Andlisis No-Standard desarrollado por A. Robinson, ha
puesto de manifiesto la posibilidad de utilizacién de los infinitésimos sin caer en incon-
sistencia légica alguna.

Newton y Leibniz

Ambos son los creadores del Célculo como culminacién de la obra de sus predeceso-
res, Newton fue el primero en el tiempo ya que lo elaboré entre 1.664 y 1.666, mientras
que Leibniz lo desarrollé entre 1.672 y 1.676, siendo Leibniz el primero en publicar sus
resultados, ya que lo hizo en 1.684 y 1.686, mientras que Newton lo hizo en 1.687 y
1.704. No obstante es famosa la disputa acerca de a quien de los dos se debe considerar co-
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mo el auténtico iniciador del Célculo. Esta cuestién comienza en 1.695 cuando Wallis co-
munica a Newton que en Holanda se considera el Cdlculo como invencidn de Leibniz y se
agudiza con la llegada a Inglaterra de Nicolds Fatio Duiller, quien implica a la Royal Socie-
ty en la idea de que Leibniz tuvo conocimiento de los trabajos de Newton en su primer via-
je a Londres (como hemos sefialado anteriormente, Leibniz no conoci6é a Newton en este
viaje y no parece que tuviese acceso al manuscrito de Newton, aunque como también he-
mos sefialado aquf, de haberlo tenido no le hubiese servido de casi nada, debido a su escasa
formacién matematica en esa época).

En 1.704 Leibniz hace una réplica a estas acusaciones de plagio en un artfculo publi-
cado en Acta Eroditorum, en el que insiste en que él fue el primero en publicar y pide a la
Royal Society, de la que él era miembro como sabemos, que nombre una comisién investi-
gadora, la cual en 1.712 publica sus conclusiones bajo el tftulo de “Commercium Epistoli-
cum”, no aportando nada nuevo ya que vuelve a insistir en la prioridad de la invencién en
el tiempo a favor de Newton, que a la saz6n era el presidente de la Royal Society y vierte
la sospecha de que Leibniz pudiese haber tenido acceso al famoso manuscrito newtoniano.

Todas estas cuestiones llegaron a tal extremo, que diez afios después de la muerte de
Leibniz, en 1.726 en la tercera edicién de sus Principia, Newton suprimi6 toda referencia
a que Leibniz posefa un Cilculo similar. No obstante, hay que sefialar que ambos mantu-
vieron una abundante correspondencia y que Leibniz llegb a decir de Newton que si consi-
deramos la Matematica desde el principio del mundo hasta Newton, a éste se debfa mds de
la mejor mitad.

Examinando ambas contribuciones se observa que en Leibniz existe un marcado in-
terés por la simbologfa y la notacién, que no se dan tan intensamente en Newton. Por otra
parte Newton tiene gran interés por la resolucién de problemas concretos, mientras que
Leibniz tiene una mayor tendencia a la generalizacién de los resultados. Por otra parte,
mientras que en el Cdlculo Diferencial leibniziano las diferencias infinitesimales juegan un
papel fundamental, en el correspondiente newtoniano lo juegan las ‘“fluxiones” basadas en
la idea intuitiva del movimiento continuo. En cuanto a la integral, Leibniz la considera co-
mo una suma infinita de diferenciales, mientras que Newton la considera un “fluente” a de-
terminar a partir de la “fluxién” correspondiente. No obstante, ambos reconocen la rela-
cién inversa existente entre el problema del drea y el de la tangente.

Por otra parte, mientras que Newton tiene un gran interés por los desarrollos en serie
de potencias, considerdndolos como una herramienta fundamental de su Cilculo, para
Leibniz tan sélo juegan un papel motivacional. Como vemos entre ambos coinventores del
Cilculo, se dan analogfas y diferencias, que no hacen sino demostrar la inconsistencia de
la disputa anterior, que por otra parte, perjudicé notablemente el desarrollo del Célculo,
preferentemente en Inglaterra.

Antes de finalizar este breve comentario, queremos insistir de nuevo en el cardcter
universal de la obra de Leibniz, de la que tan sélo hemos comentado una pequefia parte de
su aportacién al desarrollo de las Matemiticas. '
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