LOS ORIGENES DEL METODO AXIOMATICO—-DEDUCTIVO
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1.— Introduccién

Es probable que si se le preguntase hoy a un matematico profesional interesado por
la historia de la matemdtica (que no todos lo estdn, desgraciadamente) que cudl fue, a su
juicio, el descubrimiento mds importante de la antigua matematica griega a lo largo de sus
mil afios de historia, es probable, repetimos, que se viera en dificultades para destacar al-
guno de los muchos y muy importantes resultados que produjo aquélla, una de las mds es-
pléndidas épocas del pensamiento humano, y es muy probable también que olvidase men-
cionar el logro mds radicalmente importante, con gran diferencia sobre los demas, y ello
precisamente por ser tan conocido y familiar que ‘“‘se da por descontado”. Se trata de la
invenciéon del método axiomdtico—deductivo, algo que nos es tan natural que es aln
“nuestro’”’ método matematico.

Este método no ha sido utilizado, sin embargo, por la matemadtica a lo largo de toda
su historia, sino que lo inventaron unos cuantos matemdticos y filésofos cuyos nombres
ha borrado el polvo del tiempo, por las soleadas plazas de la Atenas de Pericles hacia me-
diados del siglo V a.C. Y, aunque tal método haya sufrido diversas vicisitudes a lo largo de
la historia, hoy dia sabe perfectamente cualquier matemdtico que, por muy importante
que sea una nueva ‘‘verdad matematica’} un nuevo ‘“‘teorema’’ que haya descubierto, la co-
munidad matemdtica no lo aceptard como tal si no viene acompafado por una demostra-
cién correcta; de lo contrario, podrd incorporarse o no a las crecidas huestes de las ‘““con-
jeturas” o “hipdtesis” mds o menos ‘“‘verosimiles”, pero nunca a las de los teoremas o ver-
dades firmemente establecidas del Olimpo matemdtico.

Uno de los tratados matemdticos mds famosos (y mas discutidos) de mediados del
siglo XX, los Eléments de Mathématique de Nicolas Bourbaki, comienza con las siguientes
palabras, que abren la Introduccién a su Libro | (titulado sintomdticamente Théorie des
Ensembles ):

“Depuis les Grecs, qui dit mathématique dit démonstration; certains
doutent méme qu’il se trouve, en dehors des mathématiques, des démons-
trations au sens précis et rigoureux que ce mot a recu des Grecs et qu’on
entend lui donner ici. On a le droit de dire que ce sens n’a pas varié, car ce
qui était une démonstration pour Euclide en est toujours une i nos yeux;
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et, aux, époques oll la notion a menacé de s’en perdre et ol de ce
fait la mathématique s’est trouvée en danger, c’est chez les Grecs
qgu’on en a recherché les modeles. Mais a ce vénérable héritage sont
venues s’ajouter depuis un siécle d’importantes conquétes. [1].

Y, efectivamente, estas bellas y generosas palabras no hacen sino reconocer en jus-
ticia, como hemos dicho, la mds grande de las muchas y muy importantes deudas histéri-
cas que tenemos con los matemadticos de la antigua Grecia, ese pufiado de pensadores de
los que nos separan casi dos milenios y medio, pero que son los primeros que no se nos
presentan ya como irremediablemente antiguos y superados por la historia, sino al revés,
como unos hombres sorprendentemente “modernos’ cuyas ideas podemos entender y
compartir plenamente, porque nos interesan por las mismas razones por las que les intere-
saron a ellos; unos matemdticos, en fin, que aparecen ante nosotros como ‘“‘unos colegas
de otra universidad”, en la bella y afortunada frase del matemdtico inglés G.H. Hardy
(1877—1947).

Ciertamente hay que reconocer que el logro mds importante de la matematica grie-
ga fue el de la invencién del propio método matematico axiomdtico—deductivo, pero esta
simple constatacién pone ‘“‘ipso facto” de relieve el hecho importante de que tal método
no existié desde siempre, sino que fue inventado en un momento histérico y en un con-
texto claramente bien definidos.

No sélo la matemdtica prehelénica desconocié totalmente este método (y las razo-
nes para ello no son en absoluto casuales, como veremos), sino que tampoco la matemdti-
ca griega mds antigua utiliz6 el método axiomdtico, que se nos muestra, sin embargo, en
una forma casi perfecta y tan familiar para nosotros en los Elementos de Euclides
(ca.—300).

¢Por qué fue necesario cambiar de método, y cudl era el insatisfactorio método an-
terior?. La investigacion histérica reciente ha permitido llegar a la conclusién de que la in-
vencién del método axiomatico—deductivo, a comienzos de la segunda mitad del siglo V
a.C., fue una respuesta (y una respuesta de urgencia) a algunos de los mds graves proble-
mas que planted la que podemos llamar “primera crisis de fundamentos” de la historia de
la matemdtica, crisis de proporciones excepcionales y multifacética que amenazé la exis-
tencia misma de la matemadtica “‘moderna’’ poco mds de siglo y medio después de su naci-
miento en las costas jonicas.

La gran crisis a la que nos referimos es la que provocé el descubrimiento de la exis-
tencia de segmentos inconmensurables hacia el 450 a.C., en circulos que desde antiguo se
han relacionado con el pitagérico tardio Hipaso de Metaponto.

La historia que condujo a estos hechos es larga, a pesar de desarrollarse en un inter-
valo de tiempo tan corto, y nos exige dar algunos rodeos para poder contemplarlos desde
una perspectiva histdrica correcta y entenderlos en su verdadero significado.
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Haciendo un breve inciso, es interesante hacer notar que los grandes historiadores
de la matemitica griega de finales del siglo XIX (como Heiberg, Tannery y otros), sor-
prendentemente no se plantearon el problema de explicar de una manera plausible el por
qué la matemadtica griega se convirtié un buen dia en una ciencia axiomdtico — deductiva.
{Es que este hecho trascendental para la historia de la matemdtica no merecia que se le
buscase una explicacién histéricamente verosimil?. A titulo de ejemplo, debo decir que
hace algunos afios podia oirse ain en nuestra universidad la peregrina explicacién de que
el método axiomdtico—deductivo habfa sido inventado por los griegos cuando la gran can-
tidad de resultados obtenidos habia aconsejado “‘ordenarlos’ de alguna manera, de donde
provino la distincién entre “axiomas” y ‘“‘teoremas”, etc.( con grave desprecio de las mds
elementales leyes de “necesidad’ y “‘economia” histéricas).

Los origenes remotos del proceso que va a conducir a la transformacién de la ma-
temdtica en una ciencia axiomatico—deductiva hay que buscarlos en los mismisimos co-
mienzos de la matemadtica griega y su peculiar cardcter. Vamos a remontarnos pues a los
dias del viejo Tales para ser testigos del nacimiento de la matemadtica griega, es decir, de la
“matemdtica moderna” y su diferenciacién de la “matemdtica antigua” egipcia y babildni-
ca.

2.— Los origenes de la matemdtica griega. Ontologia de los objetos matematicos.

Como hemos apuntado ya en la introduccion, en ninguno de los documentos de la
matemdtica prehelénica que han llegado hasta nosotros se ha encontrado el menor rastro
de la idea de demostracion en el sentido preciso en que la utiliza Euclides [2] . La mayo-
ria de los historiadores de la matemdtica han comentado este hecho, y algunos de ellos
han intentado “favorecer” a la matemitica egipcia o babilénica viendo algtn tipo de “de-
mostracién’’ donde realmente no habfia ninguno. Y no podia haberlo. Lo cual no fue obs-
tdculo para que esta matemdtica alcanzase un nivel técnico notablemente alto, como se
sabe (piénsese en el dlgebra babilénica y en la geometria egipcia).

Los largos viajes de Tales y mds tarde de Pitdgoras por Egipto y Mesopotamia les
permitieron conocer a fondo esta matemadtica, la “‘matemadtica antigua”, que para enton-
ces, primera mitad del siglo VI a.C., llevaba mas de mil afios de anquilosamiento después
de alcanzar su cenit. Sin embargo, a su regreso a Grecia ambos pensadores comienzan a
desarrollar una matemadtica decepcionantemente elemental y ejemplarmente “inatil”’. ¢éNo
es un hecho sorprendente que estd pidiendo a gritos una explicacién suficiente?.

Efectivamente, consideremos en primer lugar la obra que la tradicidn nos ha trans-
mitido como debida a Tales mismo. Se trata de cinco ‘‘teoremas’’ puramente geométricos:
a) “en cualquier circulo, todo didmetro lo divide en dos partes iguales’’; b) “en cualquier
tridngulo is6sceles los dngulos bdsicos son iguales’; ¢) ‘“dngulos opuestos por el vértice son
iguales”; d) “si dos tridngulos tienen iguales dos lados, y los dos pares de dngulos adyacen-
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tes son también iguales, entonces los dos tridngulos son iguales’’; ¢) “todo dngulo inscrito
en una semicircunferencia es un dngulo recto”. Vale la pena destacar algunos aspectos de
estos ‘““‘teoremas’’, no por triviales menos importantes.

En primer lugar se trata de afirmaciones exactas y no del tipo aproximativo a que
nos tenia acostumbrados la matemdtica prehelénica, que ademads siguen siendo para noso-
tros, sin la menor modificacién, teoremas de la matemdtica, y lo serdn ya para siempre, es
decir, se trata de verdades firmemente establecidas sobre ciertos objetos matematicos.

En segundo lugar, las afirmaciones en cuestion se refieren a geometria “‘pura” y
“global”. Pura porque nos hablan (por primera vez) de propiedades de las figuras geomé-
tricas “en si”’; la geometria egipcia y babil6nica no habia sido en realidad ‘‘geometria”,
sino un pretexto para la aritmética y el dlgebra, ‘“dlgebra aplicada’, puesto que alli las
propiedades de las figuras se estudiaban ‘“‘numéricamente’”’, sobre sus “medidas incons-
cientemente de los problemas insolubles a que conduce este punto de vista (es importante
hacer observar que el mismo Tales alin no podia imaginar estas dificultades, pero pronto
aparecerian). Y son geometria “global”, en el sentido moderno del término, porque se re-
fieren a propiedades de una figura como un todo, “en grande”, en oposicién a las que se
podrian referir a las propiedades ‘““locales’” o ‘“‘en pequefno’ de las figuras, como serfa, por
ejemplo, la que respondiese a la pregunta de ‘“ide qué estdn hechas las figuras geométri-
cas, cual es su “estructura fina” ?”’.

En tercer lugar, y tal como habiamos adelantado ya, se trata de propiedades mate-
maticas sumamente sencillas y completamente indtiles para las necesidades practicas de la
vida ordinaria, al menos la mayoria de ellas.

Y en cuarto y dltimo lugar, sabemos por Proclo (410—485 d.C.) en su Comentario
al Primer Libro de los Elementos de Euclides [3], que Tales vino a ‘““demostrar’, en algin
sentido, la validez universal de sus afirmaciones. Es inmediatamente evidente, sin embar-
go, que aqul el verbo demostrar no lo podemos entender en el mismo sentido que tiene en
Euclides; ¢‘“demostrar’” a partir de qué ‘“‘axiomas’ o ‘“‘principios bdsicos’?, y desde luego
un sistema de axiomas es elemento fundamental en la construccién de una teoria deduc-
tiva, como veremos. He aqui pues un interrogante de gran importancia que se plantea en
los mismisimos umbrales de la matemadtica griega: ien qué sentido pudo ‘‘demostrar’’ o
“justificar” Tales sus ‘“teoremas’, y mds importante alin, por qué necesitaba ‘“demostrar-
los”?.

La respuesta a esta pregunta que vamos a presentar mas adelante, exige entender
previamente qué tipo de matemdtica radicalmente nuevo comenzaron a hacer los primeros
matematicos griegos, y para ello necesitamos un panorama un poco mas completo de esta
matemdtica griega primitiva que se desarrollé a lo largo de poco mas de un siglo, desde el
—600 aproximadamente hasta poco después del —500. Hemos mencionado ya a Tales,
que es el primer matemdtico griego cuyo nombre nos es conocido, y ahora vamos a fijar
nuestra atencion brevemente en la obra matematica de los sucesores de Tales, los pitagori-
cos.
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A primera vista la matemadtica pitagérica es muy distinta de la atribuida a Tales. Los
descubrimientos de Tales eran todos ellos de geometr{a pura global, mientras que para los
pitagdricos, siguiendo la afirmacién de Pitdgoras mismo, al parecer. de que ‘“Todo es ni-
mero” la matemdtica se convirtié en “aritmética’ o “‘estudio de las propiedades de los
nimeros’”’ Nunca antes ni después tuvieron tal importancia los nimeros en la historia de
la filosofia y de la matemdtica; y al reducirse la matematica a aritmética de manera tan es-
tricta, la geometria quedé integrada a su vez dentro de la aritmética.

Ahora bien, si olvidamos por un momento esta diferencia bdsica entre la matemati-
ca que hace Tales y la que hacen los pitagéricos, y atendemos a los objetivos que persi-
guen ambos, nos encontramos con que son los mismos. En los dos casos lo que se trata es
de averiguar propiedades intrinsecas verdaderas de unos objetos especiales: los objetos
matemdticos, nimeros o figuras geométricas. Conviene insistir y subrayar este cardcter
que marca a la matemdtica griega desde sus comienzos mismos, y que en cambio estaba
totalmente ausente en la matemdtica prehelénica, egipcia o babilénica. Lo que tratan de
conseguir tanto Tales como los pitagéricos es descubrir propiedades necesariamente verda-
deras de los objetos matemdticos, independientemente de su utilidad practica (mds tarde
se hard exclusién expresa de las propiedades utilitarias de la matematica, sorprendente-
mente).

La matemdtica griega mas antigua es, pues, utilizando un nombre anacrénico para
su época, pero preciso y exacto, “ontologia de los objetos matemdticos”, estudio de sus
propiedades necesariamente verdaderas en tanto que entes de un cierto tipo.

Ya hicimos observar mds arriba el cardcter tan simple y elemental que tienen los
teoremas geométricos de Tales, comparados con los resultados ‘‘conocidos’ por los egip-
cips y babilonios, y lo mismo exactamente ocurre con las clasificaciones y propiedades
numéricas descubiertas por los pitagoéricos, si se comparan con la aritmética y el dlgebra
babilénicas. Y no menos sorprendente resulta el cardcter “‘inatil”’ de todos esos “‘teore-
mas’’ (ilos griegos no se preocuparon ni siquiera de adoptar un sistema de nimeracién po-
sicional, con sus grandes ventajas prdcticas, como el que conocian los babilonios!).

Hoy dia pueden encontrarse razones muy diversas para justificar la extravagante ac-
tividad de los matematicos “purcs’ de dedicar su vida al estudio de las propiedades, en
principio completamente indtiles, de unos objetos ideales, que “no son de este mundo”,
los objetos matemadticos, pero es muy probable que ninguna de estas razones pudiera apli-
carse al momento mismo en que nace esta matematica, puesto que se trata de una acti-
tud nueva e inédita, sin historia previa.

{Cudl fue el motivo de que la matemadtica sufriese una transformacién tan radical
hacia el —600, precisamente al pasar de Egipto y Mesopotamia a Grecia, pasando de ser
“instrumental” o utilitaria (en uno u otro sentido) a “pura’?. El cambio fue sin duda pro-
fundo y sorprendente, y la historia debe darnos una explicacion verosimil del por qué. Ya
no basta, para explicar este hecho, el cldsico recurso a la curiosidad intelectual sin |imites
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de los griegos, elemento sin duda existente y cuya importancia seria dificil negar, pero
que nos resulta ya insuficiente.

La explicacion que creemos correcta, y que vamos a resumir brevemente, es comple-
ja en sus detalles, porque nos obliga a considerar el nacimiento de la matematica griega en-
globado en el fendmeno histérico mds general y mucho mads importante del nacimiento de
la filosofia griega (para nosotros, de la filosofia sin mds calificativos). Esto nos aclarard de
paso la inevitable interdependencia entre filosofia y matemdtica desde sus origenes comu-
nes hasta Euclides por lo menos. '

La crisis social griega de los siglos [X al VII a.C. dio lugar al bien conocido fenéme-
no histérico de las migraciones organizadas por las mas importantes polis continentales vy
la consiguiente colonizacion griega de las costas del Mediterraneo y del mar Negro. De es-
tas colonias algunas alcanzaron con rapidez un alto grado de desarrollo, especialmente las
situadas en las costas jonicas, como Mileto.

Estas migraciones y colonizaciones supusieron (como tantas otras veces en la histo-
ria) unos cambios sociales bastante profundos y, lo que ahora nos interesa mds, una ruptu-
ra con esquemas y sistemas de valores firmemente vigentes en la sociedad griega anterior,
particularmente valores de tipo aristocrdtico y feudal (si se nos permite el término), como
era el desprecio por la actividad comercial [4] . Las colonias jonicas desarrollaron, en cam-
bio, un importante comercio entre la Grecia continental y las grandes civilizaciones de ti-
po cerrado del medio oriente, egipcia y mesopotdmica. Estos comerciantes y viajeros, en-
tre los que debid contarse a Tales mismo, tuvieron que conocer inevitablemente, a lo largo
de sus frecuentes y dilatados viajes, las explicaciones sobre el mundo, su origen y su evolu-
cién, que cada uno de estos pueblos aceptaba implicitamente como verdaderas y que no
se cuestionaban, explicaciones que venian formuladas en sus mitos.

Efectivamente, todos los pueblos han tenido su propio sistema de mitos o ‘“‘creen-
cias’ sobre el mundo, y los griegos anteriores a Tales no eran una excepcion, desde luego.

Ahora bien, estos primeros grandes viajeros griegos se debieron encontrar, con cier-
ta sorpresa, con que los mitos asumidos por las distintas civilizaciones del medio oriente
eran claramente incompatibles entre si, se contradecian escandalosamente y, parece ob-
vio, no todos ellos podian admitirse como verdaderos por ese mismo motivo. Los griegos
contempordneos de Tales debieron pensar en primer lugar: Bien, los mitos egipcios babi-
lonios hebreos, etc. se contradicen entre si y no pueden ser todos ellos verdaderos; no
hay nada de qué extranarse porque lo que en realidad ocurre es que todos son falsos,ya
que son incompatibles. con nuestras creencias, con los mitos griegos. Este planteamiento
es muy natural, tanto que se ha repetido y se sigue repitiendo sin cesar a lo largo de la his-
toria.

Pero en un cierto momento debi6 haber alguien que llevé el problema un poco mds
lejos: Si los mitos griegos, egipcios, babildnicos, hebreos, etc. se contradicen flagrante-
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mente como explicaciones del mundo ¢por qué motivo los nuestros, los griegos, son los
verdaderos, mientras que los demds son falsos?. Puestos a cuestionarlos todos, no se en-
cuentra absolutamente ningln motivo para concluir que los mitos griegos son los verdade-
ros necesariamente, mientras que los demds son todos falsos. {No serdn mds bien todos
ellos falsos, incluidos los nuestros, los griegos?.

Estos hechos que hemos resumido tan sumariamente debieron ocurrir a mediados
del siglo VII a.C., y constituyen quizds la mds importante “pérdida de creencias” [5] de
toda la historia.

Esta crisis intelectual provocada por una pérdida de creencias tan sistematica cons-
tituye el punto de partida de la filosofia griega. En efecto, la primera consecuencia de tal
crisis fue el descubrimiento de la idea de explicacion necesariamente verdadera, en oposi-
ci6n a la de explicacion falsa o verdadera de manera accidental o contingente (si se nos
permite, de nuevo, el término), acerca del mundo, la estructura de lo real y sus origenes.

No es facil, sin embargo, poner en cuestion todo un sistema de creencias, y asi la fi-
losofia se inicia en Grecia apoyandose en una importante creencia o hipdtesis de partida
subconsciente: la de que el mundo real es inteligible para la mente humana. Se trata de
una hipétesis fundamental e inevitable si ha de ser posible una filosofia en el sentido de
busqueda de la “‘verdad necesaria’ acerca de lo real, sea ella la que sea. Pero no es la Gnica
hipétesis que hicieron los primeros pensadores griegos. Aristoteles nos dice que uno de los
principales problemas que preocupd a estos primeros fildsofos fue el del “movimiento”.
Para Aristételes “movimiento” es sinénimo de ‘“‘cambio”, en el sentido mds general del
término. El mundo real se presenta en constante cambio, transformandose sin cesar. Si se
observa la realidad, parece imposible encontrar algo que ho cambie o pueda cambiar (de
manera espontdnea o forzada, eso es lo de menos). Pero aqui exactamente entra en escena
la segunda gran hipétesis aceptada implicitamente por los primeros filsofos griegos
(Herdclito vendra a ser casi la Gnica excepcién, y aln esto es dudoso): En lo que cambia
no puede residir la auténtica verdad, la verdad sin condiciones; si una hoja de un arbol pa-
sa de ser verde a amarilla, el verde no es verdadero, porque ha dejado de ser, pero tampo-
co lo es el amarillo, que antes no era. La verdad debe residir en algo invariable que subya-
ce y se oculta tras las apariencias todas ellas mudables. Parece, en efecto, imposible poder
entender el cambio sin referirse a un hipotético soporte del cambio, él mismo inmutable
(iy adn asi es imposible, dird mds tarde Zendn!).

Resulta pues que lo real se nos manifiesta en apariencias cambiantes que nada tie-
nen que ver con la verdad, verdad que reside en el transfondo inmutable que nos oculta
por completo la realidad aparente. Pero las opiniones de los hombres se basan precisamen-
te en las “‘apariencias”, tomadndolas por lo auténticamente real, y de ahi, como es natural,
que esas ‘‘opiniones’ sean casi siempre falsas. El filosofo tiene el objetivo, en cambio, de
traspasar el mundo cambiante para ‘‘desvelar” la “realidad esencial”’.

Bien, pero iqué tiene que ver este problema inicial de la filosofia con la matemati-
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ca, y mds concretamente con la matemdtica griega primitiva?. Pues tiene probablemente
mucho que ver, tanto que nos va a permitir dar una respuesta a la importantisima pregun-
ta de por qué la matemdtica se transformé en el sentido en que lo hizo al pasar de Egipto
y Mesopotamia a Grecia.

Ya hemos dicho que parece imposible encontrar en el mundo “real’ algo inmutable,
algo cuya ‘“‘esencia’ no venga oculta por apariencias engafiosas. Pero los primeros pensa-
dores griegos debieron hacer el importante descubrimiento de que habria que sustituir
aqui la palabra “imposible” por *‘casi imposible”, puesto que se encontraron, en efecto,
con unos ‘“‘objetos” muy especiales, no sometidos a cambio, inmutables, como eran los
objetos matemdticos, nimeros y figuras, que ‘‘utilizaban” egipcios y babilonios de manera
primitiva, sin haber caido en la cuenta de esta sorprendente propiedad que tenian. Mds
tarde se irdn descubriendo otros entes inmutables, y con Platdn serdn ya innumerables.

Los objetos matematicos se presentaron asi a los primeros fildsofos griegos, como
unos objetos especial 'simos y excepcionalmente interesantes, porque en ellos (¢serian los
Gnicos?) no se ocultaba su “ser” por un decorado de apariencias cambiantes (el cinco no
puede ser mds o menos cinco, ni mostrar cualidades, y lo mismo le pasa a un tridngulo o
un circulo) sino que “son’” lo que “muestran ser”, su verdadera esencia se ofrece directa-
mente.

Después de estas consideraciones apenas es necesario insistir mas en la explicacién
del por qué interesaron tanto los objetos matemdticos a hombres como Tales y Pitdgoras,
y por qué les interesaron desde el punto de vista que lo hicieron, tan ajeno a la utilidad
préctica inmediata. El estudio de las propiedades necesariamente verdaderas de los objetos
matemadticos, simples y transparentes, se mostraba mucho mds sencillo que las del mundo
real (que, no lo olvidemos, eran las auténtica y dramdticamente importantes), y podria
constituir un “problema en miniatura” que nos ensefiase y nos ayudase a abordar el otro,
el importante ‘“‘gran problema’” del mundo real. Y los primeros fil6sofos griegos comien-
zan a hacer la “nueva matemdtica’” que no es otra cosa que ‘‘ontologia de los objetos ma-
temadticos”, como sefialdbamos mds arriba.

Si volvemos a considerar ahora los franciscanos teoremas geométricos de Tales, de
los que se hubieran burlado los escribas y sacerdotes egipcios y babilonios, es facil enten-
der ahora el orgullo que podia sentir Tales de sus descubrimientos. Es bien cierto que el
hecho de que en cualquier circulo cualquier didmetro lo divida en dos partes iguales, es
poco impresionante y completamente indtil, pero para Tales debia ser (como para noso-
tros) una verdad necesaria y universal, vdlida para siempre. No es poco para un momento
en el que se presentaba por primera vez como absolutamente problematica la posibilidad
misma de acceder a este tipo de verdades.

Y lo mismo que hemos dicho sobre los resultados geométricos de Tales, se podria
decir sobre los ‘‘teoremas’ numéricos de los pitagéricos.
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La matemdtica nace pues indisolublemente unida a la filosofTa.

Pero hay todavia algo muy importante que no hemos examinado. Se trata de la pre-
gunta acerca de como podia estar seguro Tales de que sus afirmaciones eran verdaderas
necesariamente, y lo mismo en el caso de los pitagéricos. A pesar de que los niimeros y las
figuras geométricas se mostrasen como objetos simples cuya naturaleza se manifestaba en
lugar de ocultarse, lo cierto.es que nada se da gratis.

De las palabras de Proclo podemos deducir que Tales “justificé’” o ‘“demostrd”, en
alglin sentido ,que sus afirmaciones geométricas eran necesariamente verdaderas, pero, ya
lo hemos hecho observar, tales “‘demostraciones” no podian serlo en el sentido en que las
utiliza Euclides. En efecto, demostrar ¢a partir de qué “principios’” o ‘“‘axiomas’?, iy es-
tos principios como se ‘“‘demostrarian”?. Es evidente que si se acepta que Tales de alguna
manera ‘“‘demostré” que sus teoremas eran verdaderos, hay que aceptar también que para
él la palabra ‘““demostrar’ debid tener un sentido muy distinto que en Euclides, que es ya
el que tiene para nosotros.

Sobre este importante problema de la historia de la matematica griega han venido a
arrojar mucha luz las investigaciones del fildlogo hingaro Arpad Szabd [6], que vamos a
resumir en pocas lineas.

El significado de las palabras cambia, de una manera mds o menos rapida, a lo largo
de la historia de los pueblos que las utilizan; el olvido de este hecho tan simple puede dar
lugar a graves errores historicos. Szabd llamé la atencién sobre el significado arcaico del
término griego para ‘‘demostracion”, Sewvvut , que aparece al final de todas las demostra-
ciones de Euclides bajo la famosa y repetida frase omep eder Setfar = quod erat demos-
trandum = -‘“‘que era lo que se trataba de demostrar”. Para Euclides, lo sabemos bien,
Sewwvue es un término técnico que significa “exposicion légica’. Pero el significado ar-
caico era el de “mostrar”, “hacer ver”, no de una manera intelectual y abstracta sino con
los ojos, ‘‘hacer concretamente visualizable”.

Aln en Platén, que, no hay que olvidarlo, estd separado de Euclides por la inmensa
influencia de Aristételes, tenemos algunos buenos ejemplos de este sentido arcaico de
‘“‘demostrar”. El mds conocido es el pasaje 82 b a 85 e del Menon, en el que Sécrates pi-
de a un esclavo desconocedor de la matemdtica duplicar un cuadrado. Otro pasaje impor-
tante es el que aparece en el Cratilo, 430 e, donde se lee: 70 Setdar Aeyw €ts iy TwWY
opfoduwy awofnow kamoT noo : ‘‘por demostrar entiendo el hecho de presentar a la
percepcidn visual’’. No se puede ser mads claro.

Por otra parte, se sabe que para los primeros pitagéricos la geometria no era atin un
verdadero pafnua , sino sélo toToptn , ‘“‘lo que se ve”.

En este sentido de ‘“demostrar” resulta facil reconstruir las ‘““demostraciones’ o *‘vi-
sualizaciones’ de Tales que ‘“‘obligaban a reconocer el caradcter verdadero’’ de las afirma-
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ciones en cuestion. La primera de ellas, la de que ‘“‘en cualquier circulo, cualquier diame-
tro lo divide en dos partes iguales”, puede visualizarse por medio de un sencillo experi-
mento que consiste en girar el circulo media vuelta alrededor del didmetro para que cada
semicirculo pase a ocupar exactamente la posicion que ocupaba el otro.

Este tipo de ‘““demostracion” empirica o visual, “experimental”, se adapta particu-
larmente bien a los ‘“‘teoremas” geométricos (recuérdese la denominacion de la geometria
que hemos mencionado mds arriba), aunque utilice la idea de movimiento, cuyos peligros
no tardardn en ponerse de manifiesto, como veremos, con Zenén, pero ¢y para los teore-
mas aritméticos de los pitagéricos?. Pues exactamente lo mismo, porque para los pitagori-
cos un nimero era una coleccién de “unidades” o ‘“dtomos”, mindsculas esferas indivisi-
bles, y asi ficilmente visualizable. Consideremos, por ejemplo, uno de los mas sencillos
teoremas de la aritmética pitagorica, el que afirma que la suma de dos nimeros impares
cualesquiera es un nimero par. Un nimero par es aquél cuyas unidades pueden asociarse
en parejas sin que sobre ni falte ninguna, mientras que un nimero impar es aquél en que
cualquier emparejamiento entre sus unidades deja una de ellas sin pareja. Si consideramos
dos ntimeros impares cualesquiera m y n, al emparejar sus unidades nos sobrard una en
cada uno, y asi, a la reunion de las unidades de m con las de n las podemos emparejar tri-

m ] n
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vialmente conservando las parejas anteriores y formando otra nueva con las dos unidades
sobrantes.

No cabe la menor duda de que el proceso visual que acabamos de describir nos ‘““de-
muestra’’ de manera irrefutable que la afirmacion en cuestion es verdadera, sorprendente-
mente cualesquiera que sean m y n, lo que encierra realmente una cantidad ilimitada de
afirmaciones concretas. Dicho sea de paso, si comparamos los dos procesos de visualiza-
cion que nos han llevado a “‘demostrar’’ el teorema geométrico de Tales y el aritmético de
los pitagoricos, este segundo se nos presenta como mds convincente incluso que el prime-
ro, lo cual no deja de ser una sorpresa dado que precisamente el primero era geométrico y
el segundo aritmético. Uno de los motivos importantes para ello es que en el segundo ‘“‘ex-
perimento’’ estd ausente incluso la idea de movimiento que llevaba a superponer dos figu-
ras. No va a ser casual ni mucho menos que los problemas graves se presenten en la geome-
trfa y no en la aritmética, aunque sea en otro contexto.
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3.— La primera crisis de fundamentos de la matemdtica: el descubrimiento de los segmen-
tos inconmensurables.

En la seccién anterior hemos asistido al profundo cambio que experimenté la mate-
mdtica al pasar de Egipto y Mesopotamia a Grecia, pasando a ser, de una manipulacién
instrumental de los objetos matemadticos a un estudio de sus propiedades necesariamente
verdaderas, es decir, a una ontologia de los objetos matematicos. Este cambio es lo que
nos ha hecho llamar a la matemdtica prehelénica “matematica antigua”, mientras que la
matemdtica griega es, ya desde sus origenes, ‘“‘matemdtica moderna”’.

También hemos descrito brevemente en qué consistié el método de investigacion y
de ‘“demostracién’’ o justificacién de los resultados obtenidos. No se trataba, como cabfa
esperar, de ningin método especial adaptado a los objetos matemdticos, sino del mismo
método empirico — visual utilizado para investigar las propiedades de los demds objetos
de la realidad fisica (que, por cierto, para los pitagdricos se identificaban con los nimeros
mismos). Lo que conferia a los resultados obtenidos el peculiar cardcter de certeza, impo-
sible de lograr sobre la realidad fisica cambiante, no era el método en sf, sino la simplici-
dad ontolégica y la transparencia de los objetos matemdticos, motivo por el cual interesa-
ron especialmente a los primeros filésofos y matematicos griegos. Los nimeros vy las figu-
ras geométricas tenian, de hecho, las propiedades que parecian tener, como se comproba-
ba por un simple proceso visual que encerraba un grado de certeza irrefutable.

O al menos asf lo creyeron los griegos hasta que se produjo la primera gran crisis de
los fundamentos de la matemdtica hacia mediados del siglo V a.C. Veamos cémo llegé la
matemadtica a tal situacién apenas siglo y medio después de sus comienzos.

La filosoffa pitagdrica se basaba en una teoria atémica segtin la cual todo objeto es-
taba formado por. un cierto nimero de ‘“dtomos” o pequenas esferas indivisibles. Esto
condujo a Pitdgoras a su afirmacién de que todo es niimero, segiin la cual cada ente que-
daba identificado con el nimero de dtomos que contenfa. Esta “‘aritmetizacién’’ tan radi-
cal de la realidad se extendié también, obviamente, a la geometria, puesto que toda figura
geométrica estaba formada a su vez por una cierta coleccién de 4tomos o puntos extensos
(no confundir con los puntos “inextensos’ euclideos). La relacién entre “unidad’ o 4to-
mo y “punto” venia expresada por la descripcién dual: “una unidad es un punto despro-
visto de posicién, y un punto es una unidad dotada de posicién”’.

Los pitagéricos desarrollaron una aritmética pura y una geometria aritmética, de-
mostrando sus resultados por el método visual; vamos a fijarnos con un poco de detalle en
su teoria de la medida de segmentos, dominio en el que se produjo el descubrimiento de
los segmentos inconmensurables.

La teorfa geométrica de los pitagéricos implicaba que dados dos segmentos AB y
CD, siempre existia una unidad de medida lo suficientemente pequefa para que midiera
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exactamente a AB y a CD; efectivamente, si AB contiene m puntosy CD n puntos, en-
tonces cualquier segmento cuyo ndmero de puntos sea a la vez divisor de m y de n me-
dird a AB y a CD exactamente (y el mayor de todos serd el que corresponda al mdximo
comun divisor de m y n;en el peor de los casos, en'que m y n sean primos entre sf, la
Gnica unidad de medida comin se reducird al segmento minimo posible, el que sélo con-
tiene un punto). Como hemos dicho antes, el hecho de que exista siempre la unidad de
medida comtin es una consecuencia directa de la teoria pitagérica de la extensién geomé-
trica, pero, independientemente de ella, se trata de una propiedad que se presenta como
evidentemente verdadera para nuestra intuicién inmediata de lo que €s un segmento. El
hecho de que no lo sea, sin embargo, va a dar lugar precisamente a graves problemas.

El proceso efectivo para hallar una unidad de medida comin a dos segmentos dados
a y b (la mayor de ellas, de hecho) era la versién geométrica del llamado mds tarde
“algoritmo de Euclides” para hallar el mdximo comutn divisor de dos nimeros m y n. A
este proceso geométrico le llamaron los pitagéricos “antiphairesis” o “resta mutua”, y
consistia en llevar el menor de los dos segmentos, digamos el b, sobre el a tantas veces
como fuera posible, el resto r, sobreb, el resto r, sobre r,,etc, hasta llegar a un resto
"n+1 hulo; entonces el segmento ry, es la (mayor) unidad de medida comun a los seg-
mentos ay b. El proceso siempre llega a un final, exactamente igual que al buscar el ma-
ximo comun divisor de dos niimeros, puesto que los sucesivos restos r; van disminuyendo
continuamente (por lo tanto, al menos en un punto).

Asi pues, el problema de la medida de segmentos fue un problema trivial para la
geometria pitagérica. De momento al menos. Y la solucién de este problema condujo a
una muy satisfactoria teoria numérica de la proporcionalidad de segmentos, definiendo en
primer lugar la razén de un segmento AB a otro CD como

AB_m
CD n

si la mayor unidad de medida comin a AB y CD cabe exactamente m vecesen ABy n
veces en CD; a partir de esta reduccién de una razén geométrica a otra puramente numéri-
ca, se puede definir ya la proporcionalidad o igualdad de razones entre cuatro segmentos
AB, CD, MN, y PQ,

AB MN
ottt T gy,
CD PQ

si y sélo si
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Pero hacia mediados del siglo V a.C. se produjo en el seno de la escuela pitagérica
un descubrimiento sensacional e inquietante, prefiado de consecuencias, la primera de las
cuales era el hundimiento irremediable de la teoria pitagérica atémica de la extensién geo-
métrica. Nos referimos al descubrimiento de la existencia de parejas de segmentos incon-
mensurables (o lo que es lo mismo, de segmentos inconmensurables con cualquier segmen-
to unidad dado de antemano). Una tradicidn persistente ha atribuido este descubrimiento
al pitagérico Hipaso de Metaponto [7], y el anecdotario al respecto es bien conocido.

No sabemos con seguridad si el descubrimiento de los segmentos inconmensurables
se pfodujo insospechadamente al tratar de determinar la razén de la diagonal de un cua-
drado a su lado, es decir, al intentar encontrar la mayor unidad de medida comdn a am-
bos, o si tuvo lugar al abordar el mismo problema para la diagonal y el lado de un penta-
gono regular. Bien es verdad que el cuadrado es una figura geométrica mds natural y mas
sencilla que el pentdgono regular, y por lo tanto resulta algo muy normal el plantearse el
problema de comparar su diagonal con su lado, pero lo cierto es que para los pitagdricos
el pentdgono regular, con la estrella de cinco puntas formada por sus cinco diagonales,
constitufa una figura que les interesd tanto que vino a ser una especie de simbolo de la es-
cuela, por lo que resulta también lo mds natural que antes o después se planteara el pro-
blema de hallar la razén de su diagonal a su lado. Todo esto, unido al hecho de que el pro-
ceso que vamos a describir es sensiblemente mds sencillo matematicamente hablando en el
caso de la diagonal y €l lado del pentagono que en el de la diagonal y el lado del cuadrado
(utilizdndose para el pentdgono simples propiedades de simetria de la figura), todo ello
parece inclinar la balanza de las probabilidades a favor de la hipbtesis de que el descubri-
miento de los segmentos inconmensurables se debié producir al tratar de hallar la razén-
de la diagonal al lado en un pentdgono regular.

Para ello, como hemos visto, se ha de aplicar el algoritmo de “antiphairesis’ a la pa-
reja de segmentos dados, diagonal y lado del pentdgono regular. No vamos a entrar en los
detalles, que puede reconstruir facilmente el lecot, pero al cabo de tres etapas de la anti-
phairesis se nos repite el proceso, aplicado esta vez no al pentdgono inicial, sino al penta-
gono también regular (por razones de simetrias) mds pequefio que forman al cortarse en-
tre si las cinco diagonales del primero. ¢Qué ocurrird pues al cabo de otras tres etapas del
proceso de antiphairesis?, pues evidentemente que nos volveremos a encontrar con la si-
tuacién inicial pero aplicada ahora al pentdgono regular mas pequefio atin formado al cor-
tarse las diagonales del anterior. Y asfi sucesivamente.

Hipaso no tuvo mads remedio que darse cuenta, que ‘‘ver’’ con toda claridad y con la
sorpresa que hoy a nosotros no nos es facil imaginar, que el proceso de antiphairesis apli-
cado a la diagonal y al lado de un pentdgono regular no se terminaria nunca, es decir, que
seria indefinidamente largo, puesto que cada etapa tendrfa otra posterior, ya que a la su-
cesion de pentdgonos regulares que se van formando ‘“‘no se le ve fin’. Vale la pena subra-
yar la gran claridad con que se nos presenta el hecho de que el proceso de antiphairesis va
a ser interminable, a pesar de que en realidad no hemos recorrido una a una todas sus eta-
pas para comprobarlo de manera efectiva, cosa obviamente imposible por el caricter mis-
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mo de interminable. Quede esta observacidn, ciertamente sorprendente, aparcada hasta
mds adelante.

{Cudl era la situacién, pues?. Si dos segmentos admiten una unidad de medida (o,
como decimos nosotros hoy, si son conmensurables, lo cual “sabian’’ los pitagéricos que
le ocurria a todos) entonces su antiphairesis se termina, es limitada. Se han descubierto
dos segmentos, diagonal y lado del pentdgono (o del cuadrado) cuya antiphairesis se
muestra claramente interminable, luego tales dos segmentos no pueden ser conmensura-
bles, no admiten ninguna unidad de medida que los mida a la vez a los dos exactamente,
por pequena que ella sea (se dice pronto).

Mds o nienos asi debid producirse el descubrimiento de los segmentos inconmensu-
rables en la matemdtiga griega de mediados del siglo V a.C. Pero icudles fueron las graves
consecuencias de este descubrimiento y por qué lo fueron tanto como para provocar una
verdadera crisis de los fundamentos de la matemadtica de la época?.

No es este el lugar oportuno para hacer un andlisis detallado de estas consecuencias,
dado que lo que aquf nos interesa principalmente es slo una de ellas, pero permitasenos
enumerar algunas de las mds importantes.

En primer lugar, la teorfa atémica pitagérica de la extensién geométrica era insoste-
nible, puesto que implicaba la conmensurabilidad de todos los segmentos sin excepcién.

En segundo lugar, la geometria no es aritmética. Dada una unidad de longitud cual-
quiera, hay segmentos (infinidad de ellos, como se ird viendo) que no tienen longitud nu-
mérica, que su “longitud” cualitativa e intuitiva no se puede expresar por medio de nime-
ros.

En tercer lugar, como es facil “ver”, los sucesivos restos de una antiphairesis indefi-
nida no sélo van disminuyendo sino que llegan a hacerse menores que cualquier segmento
dado (si se acepta, desde luego, el llamado “principio de Eudoxo—Arquimedes” [8] ), de
lo que se deduce inmediatamente la propiedad de la divisibilidad indefinida de un segmen-
to: todo segmento, por pequeno que sea, es divisible en partes mas pequefas. Este hecho
excepcionalmente importante contradice de nuevo la estructura atémica de la extension,
pero eso ya lo cuestionaba la primera consecuencia. Lo nuevo y mads grave ahora es que si
nos preguntamos de qué estd hecho un segmento e intentamos averiguarlo descomponién-
dolo en partes con la intencién de llegar a los elementos Gltimos e indivisibles de los que
esta formado, nos encontramos con la sorpresa de que no hay tales elementos, el andlisis
por divisién del segmento proseguird interminablemente ( iuna vez mds!) y no encontrare-
mos nada. El segmento se nos diluye en nada entre las manos. Pero, itiene esto sentido?
ide qué estd formada la extensién geométrica, el “continuo’?. Siglo y medio més tarde
Euclides aceptard el absurdo principio de que un segmento esté formado por una colec-
cién de puntos “inextensos”, pero icomo es posible obtener la extensidén espacial por
acumulacién de elementos inextensos?. ’
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En cuarto y udltimo lugar, la consecuencia que mds nos interesa ahora de la existen-
cia de segmentos inconmensurables. Ya insistimos mds arriba en que el cardcter inmutable
de los objetos matematicos los presentaba ante los griegos como unos objetos de una sim-
plicidad ontolégica incomparable con la de los demads objetos del mundo real, y asi trans-
parentes a la intuiciéon inmediata. Las propiedades que estos objetos mostraban a la intui-
cién inmediata como verdaderas, lo eran necesariamente, y su ‘‘demostracién’’ o justifica-
cién consistia simplemente en ir a los objetos mismos y revelarlas, “hacerlas visibles’’.

El descubrimiento de los inconmensurables mostré por vez primera que este idflico
panorama no lo era tanto. Los objetos matematicos no eran tan simples como se habia
pensado, o al menos la extensiéon geométrica no lo era (los nimeros en cambio no presen-
taban problemas), puesto que propiedades que parecian a la intuicién claramente verdade-
ras, como la de que dos segmentos siempre admiten una unidad de medida comin, se
comprobaban (claramente también) falsas, aunque no, claro estd, por intuicién inmediata
sino por procedimientos indirectos.

Gran sorpresa. Incluso los simpies objetos matematicos se nos muestran enganosos.
Entre sus propiedades hay algunas que parecen evidentemente verdaderas y son sin embar-
go falsas. ¢Quién podria confiar en adelante en las propiedades de estos objetos matemadti-
cos que la intuicién directa nos muestre como evidentemente verdaderas?. El viejo méto-
do “empirico—visual” iniciado por Tales se tambaleaba y mostraba sus debilidades. El
examen directo de los objetos matematicos ya no podia aceptarse como garantia de ver-
dad. Todo un método matemdtico debia ser modificado o abandonado y sustituido por
otro que ofreciera la seguridad de alcanzar, con su ayuda, propiedades verdaderas.

Puede ser Gtil llamar la atencién sobre el hecho de que las dificultades surgieran, no
sin cierta ironia, en el dominio de la geometria, aunque no en la geometria ‘“global’”’ de
Tales sino en la “local” o “‘en pequefio”, que tiene que ver con la “‘estructura fina del con-
tinuo”.

4.— El continuo no es un ente simple. El nuevo método matemético axiomdtico — de-
ductivo.

Hemos visto cémo el problema de la medida de segmentos llevé a los matematicos
pitagéricos a una serie de descubrimientos de una importancia tedrica excepcional (aun-
que, eso si, de una relevancia practica o “ingenieril’’ nula), descubrimientos que plantea-
ron algunos de los interrogantes que la matematica aln no ha logrado responder satisfac-
toriamente hasta hoy.

Uno de estos problemas era el que cuestionaba la seguridad misma del método se-
guido para demostrar que los resultados obtenidos eran verdaderos recurriendo a la intui-
cién inmediata de los objetos matemdticos, “‘haciendo ver”, “mostrando empiricamente’
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que tales resultados eran verdaderos necesariamente. La aparicién de propiedades del con-
tinuo geométrico aparentemente verdaderas pero realmente falsas, hizo imposible mante-
ner como seguro por mds tiempo el método “‘empirico—visual” utilizado con éxito hasta
entonces.

Haciendo un breve paréntesis, es interesante subrayar aqui el hecho de que estos
descubrimientos y los problemas que plantearon s6lo fueron posibles debido al giro nuevo
que adoptd la matematica en Grecia al hacerse ontologia de los objetos matemdticos. Una
matemdtica instrumental como la egipcia o la babilénica, por mucho que consiguiese
avanzar en conocimientos, nunca habria llegado a plantearse estos problemas de funda-
mentos.

Bien, en cualquier caso, el continuo geométrico habia mostrado no ser el ente sim-
ple y transparente a la intuicién que se suponia ser. La intuicién directa que permitia
“poner en evidencia”, “visualizar” las propiedades verdaderas de las figuras geométricas
resultaba ahora sospechosa, y quedaba puesta en duda sistemdticamente sin remedio. Si
la matemdtica debia poder avanzar con seguridad, era urgente inventar un nuevo método
que garantizase que los resultados obtenidos eran verdaderos, lo parecieran o no.

En algin momento de comienzos de la segunda mitad del siglo V. a.C. hubo un gru-
po de matemdticos griegos cuyos nombres no conocemos, que pusieron a punto efectiva-
mente un nuevo método matematico, tan perfecto y eficaz que sigue siendo el nuestro
dos milenios y medio mas tarde, como dice el pdrrafo de Bourbaki que hemos reproduci-
do al comienzo. Se trata, naturalmente, del método axiomatico—deductivo.

Aproximadamente un siglo y medio después de sus comienzos, el método axiomati-
co—deductivo habfa alcanzado ya el alto nivel de desarrollo que conocemos por los Ele-
mentos de Euclides, pero desgraciadamente carecemos de noticias sobre su evolucién du-
rante este periodo. Se sabe que hubo otros Elementos anteriores a los de Euclides, entre
ellos unos debidos a Hipdcrates de Chios, escritos hacia el 430 a.C. y en los que probable-
mente se exponia ya la ggometria de una manera axiomdtica, pero esta obra que serfa tan
importante para conocer la evolucién y desarrollo del método axiomdtico durante su pri-
mera época, se ha perdido.

Todo lo que podemos hacer es pues intentar reconstruir de la mejor manera posible
lo que debi6 ocurrir como resultado de la crisis provocada por el descubrimiento de los in-
conmensurables.

Dado que el andlisis directo de los objetos matematicos por la intuicién ya no era
fiable, los matematicos se vieron inclinados a prescindir de dicha intuicién, a “olvidarse”
de los objetos matemdaticos mismos. Pero écomo seria posible esto sin renunciar al mismo
tiempo al objetivo principal de la matemdtica de investigar y descubrir (como se pueda)
las propiedades verdaderas de dichos objetos?. A primera vista parece decididamente ab-
surdo intentar averiguar propiedades de ciertos objetos ‘“olviddndonos” precisamente de
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ellos, retirandolos de nuestra vista.

Sin embargo, la idea central de estos matemdticos no era absurda. Si pudiéramos ir
obteniendo las propiedades que nos interesan descomponiendo el proceso a seguir en eta-
pas sucesivas muy simples, de manera que tales propiedades viniesen en cadenas de afirma-
ciones, y si estas sucesiones o cadenas se pudieran prolongar anadiendo a continuacién de
la dltima de la cadena A; otra afirmacion Aty cada vez, con la Gnica condicién (pero,

(

|
|
I
@) ¢ |
I

Ai

. Ai+1

eso sf, ésta esencial) de que la afirmacién A, fuera verdadera con toda seguridad y de
manera automdtica en el dominio de objetos que estamos estudiando siempre que lo fue-
ran todas las anteriores a ella en la sucesién (y no en absoluto por su constatacién directa
por la intuicién sobre los objetos mismos), entonces, si esto fuera posible hacerlo, auto-
mdticamente sabriamos que cualquier afirmacion que figurase en la cadena serfa verdade-
ra necesariamente en nuestra estructura de objetos matemadticos, parezca verdadera o pa-
rezca falsa a la intuicion de estos objetos.

Formulada la idea central de este proceso, queda por ver su posibilidad de realiza-
cién concreta (los matemdticos saben muy bien que no basta dar una descripcién precisa
de un objeto para que tal objeto exista). Analicemos con mds detalle algunos aspectos de
esta idea que han quedado implicitos en su formulacién simplificada anterior.

En primer lugar, toda cadena de afirmaciones (a) de este tipo debe comenzar por
una afirmacién concreta Al; no tendria ningln sentido construir una de estas cadenas
que se remontase hacia arriba ad infinitum. Ahora bien, no olvidemos la Gnica condicién
que hemos impuesto a todas las afirmaciones que figuren en una de estas cadenas, la de
ser verdadera necesariamente y de manera automdtica si lo son todas las anteriores a ella,
es decir, que su caracter verdadero debe heredarlo de manera necesaria del de las anterior-
res a ella. Pero es claro que las afirmaciones que preceden a Al en la cadena son todas
ellas verdaderas en nuestro sistema de objetos, puesto que no hay ninguna. Asi pues, la
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afirmacién A, debe ser verdadera con seguridad, pero su cardcter verdadero no lo puede
heredar de ninguna anterior,tiene que ser verdadera de manera auténoma e independiente;

(A
(b) J

es evidente, por lo tanto, que el cardcter verdadero de A1 s6lo lo puede garantizar (hasta

donde pueda) el andlisis directo de los objetos a los que se refiere por nuestra intuicién.
No hay otra posibilidad. Y es obvio, al mismo tiempo, que tales afirmaciones verdaderas
por si mismas, de manera absoluta, son indispensables para comenzar la construccién de
las cadenas que nos interesan . Los griegos las llamaron axiomas o postulados, y se ve fa-
cilmente que se pueden incluir en cualquier lugar de la cadena sin alterar la condicién fun-
damental que debia cumplir, por ser verdaderas de forma auténoma.

Ya sabemos cémo debe comenzar una de nuestras cadenas (b). Fijémonos ahora en
el segundo aspecto: el de la posibilidad de prolongarlas respetando la condicién funda-
mental ¢serd posible tal prolongacién, al menos en determinados casos?. Un ejemplo sen-
cillo nos permitira mostrar que tales prolongaciones son efectivamente posibles.

7/ Al

no C

© {

|
si B entonces Cy D
|
|
I
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Supongamos que tenemos la cadena (c) de longitud n. Es inmediato que si cumple
la condicién fundamental entonces la podemos prolongar una etapa mds afiadiendo a con-
tinuacion de la afirmacion An la “no B”. En efecto, “‘no B’ sera automatica y necesaria-

mente verdadera silo son todaslas A, ----, A (en realidad s6lo depende de las “no C”’
y “si B entonces Cy D”’).

A las leyes que rigen las formas correctas de prolongar estas cadenas se les llamé
mds tarde “leyes l6gicas’ o “reglas deductivas”, y a su estudio “l6gica’, Los antiguos grie-
gos prestaron poca atencion a estas reglas deductivas, es decir, al problema de cuales son,
cudntas son estrictamente necesarias y cudles en cambio pueden reducirse a otras bdsicas,
etc. Aristoteles estudié en su Organon algunas de ellas particularmente sencillas, como los
“silogismos”’, pero los matematicos iban a confiar durante siglos en su buen criterio tnica-
mente, para decidir si una regla deductiva era correcta y se podia aplicar o no. La légica
matemdtica moderna ha hecho, en cambio, un estudio sistematico de estas leyes durante
los dltimos cien anos.

Hay un aspecto de las leyes deductivas que merece destacarse. Volviendo al esque-
ma (c), ya dijimos que la cadena A - - - - A, podia prolongarse con la afirmacion “no B”
puesto que seria automaticamente verdadera si lo son todas las anteriores a ella, cosa que
suponemos. Sabemos pues que “‘no B es verdadera, pero no tenemos la menor idea de lo
que dice ¢(no es sorprendente?. Quizds no tanto, puesto que hemos supuesto que, entre
otras, “no C” y “si B entonces Cy D" eran verdaderas; pero lo cierto es que tampoco sa-
bemos qué dicen éstas. Ciertamente el caracter verdadero o falso de una afirmacién de-
pende de lo que afirma, de su contenido semdntico, pero lo que observamos en una regla
deductiva correcta como la que estamos considerando (aunque el hecho es completamen-
te general), es que el caracter verdadero de la “conclusién” lo hereda de la o las “premi-
sas” por su “forma” y no por su contenido significativo. Las leyes o reglas deductivas tie-
nen pues un caracter formal.

A las cadenas de afirmaciones sobre un sistema de objetos matematicos que comien-
zan por ‘“‘axiomas’ o “postulados” y proceden por aplicaciones sucesivas de “leyes deduc-
tivas” correctas, las llamaron los griegos ‘‘demostraciones”, esta vez en un sentido técnico
y matematico y no en el sentido general y empirico arcaico que vimos anteriormente. Y a
la afirmacién final de una demostracion le llamaron “teorema’., Asi pues, si para una afir-
macién dada conocemos una demostracién correcta, es decir si es un teorema, entonces
podemos tener la seguridad de que tal afirmacién es verdadera. Todos los teoremas son
verdaderos.

Ante esta situacién puede plantearse un interrogante muy natural: reciprocamente,
{toda propiedad verdadera serd un teorema, es decir admitira una demostraciéon?, Sé tra-
ta, como decimos, de una pregunta muy natural, y por ello no deja de sorprender el hecho
de que ni los griegos ni los matemdticos posteriores se la plantearan durante siglos. De
nuevo ha sido la légica matemdtica moderna la que ha estudiado a fondo el problema, y
los famosos teoremas de Godel contienen parte de la respuesta. Naturalmente, qué propie-
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dades sean demostrables dependerd de qué axiomas hayamos elegido, de manera que el
planteamiento correcto de la situacién debe ser: Dado un sistema de objetos matemati-
cos ¢serd posible encontrar un sistema “‘razonable” de axiomas (todos ellos verdaderos en
dicho sistema) de tal manera que todas las propiedades verdaderas de esos objetos, formu-
lables en el lenguaje que estamos utilizando, sean demostrables?. Hemos afadido a la co-
leccion de los axiomas el calificativo entrecomillado de ‘“‘razonable’ para excluir las res-
puestas triviales y sin interés. Bastaria tomar, en efecto, como sistema de axiomas la co-
leccién de todas las propiedades verdaderas de los objetos en cuestién, formulables en
nuestro lenguaje, para tener una respuesta afirmativa a esta pregunta, pero ievidentemen-
te tal sistema de axiomas estaria muy lejos de ser ‘“‘razonable”’, en general !.

En Euclides podemos ver los axiomas de la geometria clasificados en dos grupos: los
primeros o ‘“postulados’ son los axiomas propiamente geométricos, mientras que los se-
gundos o “nociones comunes” son axiomas de validez universal o aplicables a todas las
teorfas. Esta distincidn se debe a Aristételes, y corresponde a lo que se denomina respecti-
vamente ‘‘sistema de axiomas no légicos’” y “sistema de axiomas ldgicos’ en una teorfa
matemadtica axiomatizada formalmente, en nuestros dias.

5.— Las aporfias de Zendn y el método de demostracion indirecta.

En nuestra reconstruccién del descubrimiento de los segmentos inconmensurables
habfa un aspecto importante que dejamos aparcado y que ahora tenemos que examinar.

Recuérdese que nos hemos referido siempre al “descubrimiento” de los inconmen-
surables por los pitagéricos,y no a la “demostraciéon” de la existencia de segmentos incon-
mensurables por los pitagéricos. La eleccién de la terminologia no ha sido casual, ya que
la diferencia es importante. Efectivamente los pitagéricos ‘“‘descubrieron’ (para su mal)
que hay parejas de segmentos inconmensurables, pero fueron, en principio, incapaces de
“demostrarlo”. El lector puede estar pensando, pero ¢qué desatino es éste?. No, no es
ningdn desatino. Volvamos a Hipaso y su aparentemente inocente problema de hallar la
razén de la diag(;nal del pentagono regular al lado o, si se prefiere, de hallar una unidad de
medida comin a estos dos segmentos. El método standard era el de aplicarles el algoritmo
de “antiphairesis’’; una vez terminado este proceso, bastaba tomar el segmento dltimo res-
to y esa seria la mayor unidad de medida coman. ¢{Con qué sorpresa inesperada se encon-
tré6 Hipaso?. Pues con la de “descubrir’”, de ‘“‘ver” con toda claridad que el proceso de
“antiphairesis” no se iba a terminar nunca, que iba a resultar ‘““indefinidamente largo”’, y
ya vimos cédmo ésto se hacia evidente. Ahora bien, el mismo cardcter “‘interminable” del
proceso hacia esencialmente imposible “comprobar de manera efectiva’ que lo era, en
el sentido de recorrer todas sus etapas de principio a fin. Dicho de otra manera, Hipaso
podia “visualizar” con gran claridad que el proceso iba a resultar interminable por repe-
tirse, pero ¢no podfa quedar un pequefio, pequenisimo resquicio de duda acerca de lo que
podia ocurrir al cabo de realmente muchas etapas, puesto que a ellas nunca se habia llega-
do?.
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Recuérdese que para Hipaso y sus contemporaneos, como antes para Tales, una
“‘demostracién’ era un proceso, con ‘‘comienzo” y ‘“final’” bien determinados y con un
cierto nimero limitado de etapas, a través del cual se conseguia ‘“hacer ver” que la propie-
dad en cuestién era verdadera. Es claro que el proceso interminable de ‘‘antiphairesis”
descubierto por Hipaso estaba muy lejos de constituir una ‘“demostracién” comme il faut.
El asunto era serio, incluso muy serio, y eso hacia aiin mds necesario el disponer de una
verdadera demostracién; ¢cdmo podria ““cerrarse’” un proceso esencialmente ilimitado?.

Este no fue el Gnico caso, aunque si probablemente el mds importante, en el que los
griegos se encontraron con procesos interminables.

La soluciéon provino de los adversarios filoséficos de los pitagéricos, los pensadores
eledticos, y en particular y de manera directa de Zendn, el discipulo de Parménides.

Los eledticos se oponian a la multiplicidad de lo real que implicaba el atomismo pi-
tagoérico, defendiendo en cambio la radical unidad e indivisibilidad del ser. Zenén ide6
una serie de ‘“‘argumentos’’ en defensa de las teorias de su maestro y presumiblemente pa-
ra atacar las de los pitagéricos.

Entre estas ‘“‘aporias” o ‘“dificultades’ que presenta la idea del continuo y la posibi-
lidad misma del cambio, problemas que siguen tan abiertos hoy como cuando las formulé
Zendn (a pesar de los innumerables intentos de solucidn o refutacién) [9], entre ellas, co-
mo decimos, estdn las cuatro famosas ‘“sobre el movimiento”. De estos argumentos sdlo
nos interesa aqui y ahora digamos su “‘estructura légica’, que van a aprender y aplicar los
pitagdricos.

Aristételes nos dice que Zenén fue el padre de la “dialéctica”. Y ¢cudl es el método
de razonamiento tipico de la dialéctica?. Pues el que se ha llamado mds tarde “‘método in-
directo” o “método de reduccién al absurdo”. Hoy es un método bien conocido por todo
matematico, extraordinariamente potente pero “no constructivo” (mds bien ‘‘destructi-
vo”). Consiste en aceptar de manera provisional la hipétesis “A’’ de un tedrico adversario
para, razonando a partir de ella, llegar a una contradiccién “By no B, con lo que se con-
sidera refutada “A’, pues si “A” fuera verdadera tendria que serlo necesariamente “By
no B”, lo cual es imposible (‘“‘no tiene lugar’’, ammov decian los griegos); con ello se con-
sidera demostrado “no A”.

El “método de demostracién indirecta’” presenta un aspecto muy peculiar y sor-
prendente si se analiza un poco en detalle. Podria decirse incluso que mediante €l se pre-
tende ‘“‘demostrar” una cosa sin ni siquiera hablar de ella; ino es extrafio?. Efectivamente,
se asegura que se va a demostrar “A’’; se pide al interlocutor que permita suponer “no A”
(lo cual parece el mejor truco para no hablar de A); se razona impecablemente (sin men-
cionar nunca “A”); se obtiene una contradiccion “By no B y, de pronto, la sorpresa, se
ha demostrado “A”. Evidentemente se ha ‘“‘refutado” “no A", pero ise ha ‘““demostrado”’
A?. Presumiblemente Tales y sus discifpulos no hubieran aceptado tal razonamiento no
constructivo; si se ha de ‘“‘demostrar’ A pues hay que coger A y demostrarla, y no hay
mas.
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En cualquier caso, los matemdticos contempordneos de Zendn advirtieron perfecta-
mente la gran potencia del que se llamé en adelante “método de demostracién indirecta”.
Y algo especialmente importante; este método permitia “cerrar’’ al fin los procesos inter-
minables o indefinidamente largos y reducirlos a demostraciones aceptables en un ndmero
limitado de etapas, con su comienzo y su final. Un ejemplo cldsico y muy conocido es la
demostracién de la inconmensurabilidad de la diagonal d vy el lado | del cuadrado que
nos transmite Aristoteles. {Comienza Aristoteles por la via directa a hacer la “antiphaire-
sis” de d y | 2. No,sino que dice ‘“supongamos que D y | son conmensurables” y sea
su razoén

d m
L )
| n

entonces una simple aplicacién del teorema de Pitdgoras y de un par de propiedades ele-
mentales de los nimeros le conduce directamente a la contradiccién de que m y n han
de ser a la vez pares e impares, con lo que el método de demostracién indirecta le permite
terminar el proceso con la afirmacién de que ha quedado demostrado que d y | son in-
conmensurables.

6.— Las tendencias ““antivisuales”, ya en Euclides.

El nuevo método axiomdtico—deductivo debid extenderse con rapidez entre los ma-
temdticos griegos. Ya hemos dicho que los Elementos perdidos que se atribuyen a Hipé-
crates de Chios, probablemente eran ya una exposicién axiomatica de la geometria.

Sin embargo, cuando nos llega al fin una obra expuesta axiomdticamente, ésta es
tan elaborada y sistematica, con un aspecto tan “moderno” como son los Elementos de
Euclides, fuertemente influenciados por la teoria de la ciencia aristotélica, que nos hace
pensar en un intenso desarrollo del método a lo largo de casi siglo y medio, y del que sélo
conocemos con seguridad el final.

El desarrollo debid ser, en efecto, tan rapido, que en Euclides se manifiestan ya al-
gunas de las “perversiones” de dicho método axiomdtico (itan moderno es el viejo Eucli-
des!). Valdria la pena, para terminar, comentar brevemente lo que Szabé ha llamado “las
tendencias antivisuales y anti-ilustrativas en Euclides”.

Recuérdese una vez mis que el problema central que motivé la transformacion del
método matemdtico de ‘“‘empirico” y ‘“‘visual” a “axiomdtico”, fue un problema geomé-
trico, el de la medida y proporcionalidad de segmentos, que llevé al descubrimiento de
la existencia de segmentos inconmensurables. Resultado de ello fue que nuestra intuicién
de las figuras geométricas (sobre todo “en pequeiio”) era poco fiable; la extensién geomé-
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trica se mostraba enganosa y se hizo necesario un nuevo método mds seguro para su estu-
dio. Ahora bien, en el dominio de los nimeros, en la aritmética, no se produjo nada pare-
cido. Los problemas de ‘“estructura fina” no tuvieron lugar. Parece evidente que quien
contemple un conjunto de siete elementos tiene una intuicién perfecta y clara del namero
siete, sin posibilidades de sorpresas.

De hecho, a lo largo de la historia global de la matematica se puede constatar que,
mientras la geometria ha sido tradicionalmente el ejemplo prototipico de teoria axiomati-
ca que se remontaba a Euclides, la gran teoria de nimeros (nada menos que la reina de la
matemdtica para Gauss) ha sido el ejemplo de teoria matemdtica “‘anarquista” y ‘“‘selviti-
ca” no axiomatizada, y no por ello, desde luego, menos rigurosa ni mucho menos. Simple-
mente no fue necesario axiomatizarla, porque la estructura ontolégica de los nimeros sf
es simple y transparente a la intuicién (esta vez sf). Conviene recordar que la primera
axiomatizacién de los nlimeros naturales, la de Peano, hace mds o menos un siglo, no se
llevé a cabo por necesidades de la teorfa de nimeros (que siguié pasando sin ella) sino de
la sofisticada y elaborada teoria de los ndmeros reales, que es la Gltima violencia “aritmé-
tica”, hasta la fecha, que ha sufrido la teoria del *“‘continuo”.

Pero volvamos, volvamos a Euclides. El panorama es aqui bastante diferente. La
constatacién irremediable de que los nimeros eran incapaces de dar cuenta de la exten-
sion geométrica, mientras que la extension si podia dar cuenta de los nimeros (elegido un
segmento u como unidad de medida, todo nimero S puede representarse por el seg-

S
A —d . . .2 . e . .
mento Su = u+u+-T-+u ), condujo a una ‘“‘geometrizacién’ sistemdtica e innecesaria de
toda la matematica. Los niimeros serian ahora ciertos segmentos especiales. Pero épor qué
representar lo simple por lo complejo (por lo muy complejo) 2.

En Euclides el “fervor” axiomdtico (muy explicable, sin duda) le lleva a sustituir
“demostraciones” aritméticas de tipo “visual’’, que serfan, sin embargo, totalmente irre-
futables y seguras, por demostraciones ‘‘geométricas’’ no solamente no visualizables, sino
premeditadamente “‘antivisuales”. Dejamos al lector con un interesante ejercicio:

En el Libro VII de los Elementos aparece la Proposicion 31 siguiente: ‘A todo nd-
mero compuesto lo mide (es decir, lo divide) un nimero primo”. Utilizando la imagen
“visual” pitagdrica de niimero como coleccién de unidades es facil dar una demostracion
de este teorema (hdgase detalladamente). Véase después la demostracion dada por Eucli-
des, en la que el punto clave se oculta “maliciosamente” representando los nimeros por
segmentos. Irénicamente, para segmentos en general el teorema es palmariamente falso,
si se trata de entenderlo en el sentido ‘“‘numérico”.

Desgraciadamente, lo que en Euclides es alin comprensible y justificable en cierto
sentido, se sigue practicando hoy sin justificacién posible en muchos casos.
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