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Nota sobre un sistema compartimentado con retrasos*

por

Guang Zhang y Sui Sun Cheng

1. INTRODUCCION

Numerosos procesos de la biologia, la fisica y las ciencias sociales se pueden mo-
delar con sistemas de ecuaciones diferenciales a los que llamamos sistemas comparti-
mentados y que han sido estudiados de forma extensa (véase, por ejemplo, [3, 8, 9]).
En el caso de que al material de un compartimento dado le cueste un tiempo fijo o
fluir hacia otro compartimento, un sistema simple tiene la forma

u'(t) = A(t)u(t) + Bt)u(t — o) + F(t), t >0,

donde u(t) es un vector columna de la forma (uy(t),...,un(t))*, n > 2 (aqui el
asterisco denota la operacion de trasposicion), A y B son funciones de transferencia
matriciales, y F' es la funcién vectorial de entrada.

Es de enorme interés conocer las propiedades estructurales de estos sistemas. En
esta nota, nos gustaria resaltar una relacién sencilla que existe entre un caso especial
de los anteriores sistemas compartimentados, a saber, el sistema dado por

u'(t) = Au(t) + b(t)u(t — o) + F(t),

y una cierta relacién escalar asociada a él. Gracias a esta relacion, cierto nimero
de propiedades cualitativas del sistema compartimentado se pueden inferir de forma
sencilla a partir del estudio de la ecuacion escalar asociada.

Mientras derivamos esta relacion, también descubriremos que otros sistemas mas
generales se pueden manejar de forma anédloga. En particular, esto serd posible para
los sistemas de la forma

(u(t)+e(tyult—7))"™ = p(t) Au(t—p) —q(t)ult—o) +w(t)u(t—E) +F(t), t > 0, (1)

donde v("™(t) denota la derivada m-ésima de la funcién v(t), 7 > 0y p, o, > 0 son
retrasos temporales, ¢, p, ¢, w son funciones continuas de variable real, y A es una
matriz simétrica de orden n X n y con coeficientes reales.

*En su versién original, los autores enviaron este articulo en inglés, con el titulo Note on a
Compartmental System with Lags. Los directores de La Gaceta quieren agradecer a J. M. Almira
su ayuda para traducirlo al espanol.
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Obsérvese que (1) es un sistema lineal de ecuaciones diferenciales de tipo neutro
con retraso. Las propiedades generales de estos sistemas son bien conocidas. En
particular, el teorema de existencia y unicidad para sus soluciones se puede demostrar
por el método de los pasos ([7, p. 256, Teorema 1.1]).

2. CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES

Sean A un autovalor de A y v uno de sus autovectores asociados. Supongamos
que (1) posee una solucién u = u(t) para t > méx{r, u,o,£}. Entonces, calculando
el producto escalar de (1) con el vector v, vemos que

(v*u(t) + c(t)v u(t — 7)™
= (" Au(t — ) — (O ult — o) + w(tyoult — €) + v F(1)
= p(t)(Av)"u(t — p) — q(t)o u(t — o) + wt)v u(t — &) + v"F(t)
=pt)Mw u(t — p) — q(t)v u(t — o) + w(t)v u(t — &) + v* F(t).

Si tomamos z(t) = v*u(t) entonces obtenemos la ecuacién diferencial neutra con
retraso

(@) + ezt — )" = Ap()z(t — p) = q(O)2(t — o) + w(t)e(t =€) + v F(1). (2)
Como resultado parcial inverso, si z(t) es una solucién de

((t) + e(t)z(t =)™ = Ap(t)x(t — u) — q(t)a(t — o) + w(t)z(t — &) + g(t), (3)

donde g¢(t) es una funcién continua con valores reales definida en [0,00), A es un
autovalor de A, y v es su autovector asociado, entonces la funcién vectorial u = u(t)
definida por w(t) = x(t)v para t > max{r, u,c, &} es una solucién del sistema

(u(t) + c(t)u(t — 7)™ = p(t) Au(t — p) — q(t)u(t — ) + w(t)u(t — &) + g(t)v. (4)
De hecho,

= p(H)Az(t — p)v — q()x(t — o)v +w(t)z(t — &) + g(t)v
Ja(t = p) (M) = q(H)z(t — oo +w(t)z(t - v+ g(t)v
) Au(t) = g(t)u(t — o) +w(t)u(t — &) + g(t)v.

Asi que hemos demostrado el siguiente

TEOREMA 1. Sea A un autovalor de A y v su autovector asociado. Si u(t), t >
méx{r, p,0,£}, es una solucion de (1), entonces x(t) = v*u(t), t > max{r, u,o,&},
es una solucion de (2). Si x(t), t > max{r, u,0,&}, es una solucion de (3), entonces
u(t) = z(t)v es una solucion de (4).
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3. ALGUNAS CONSECUENCIAS

Decimos que un vector u de R™ es positivo (y lo denotamos por u > 0) si todas
sus componentes son positivas, y decimos que la funcién vectorial (uq (t), ..., u,(¢))*
es positiva para t > T si uy(t),...,u,(t) son positivos para todo t > T.

TEOREMA 2. Supongamos que la matriz A tiene un autovalor real \ tal que su
autovector asociado v es positivo. Si (1) tiene una solucion u(t) = (uq(t),. .., un(t))*
que es positiva para todo t > T, entonces la ecuacion (2) posee una solucion x(t)
que es positiva para t > T. Reciprocamente, si (3) tiene una solucidn x(t) que es
positiva para t > T, entonces (4) tiene una solucion u(t) = (u1(t),...,u,(t))* que
es positiva para todo t > T.

En particular, cuando F'(t) y g(t) son idénticamente nulas, si A tiene un autovalor
real A con un autovector asociado positivo, entonces la ecuacién (2) posee una solu-
cién que es eventualmente positiva si y sélo si (3) admite una solucién eventualmente
positiva.

El teorema anterior tiene una importante consecuencia. La razén es que existe
un gran numero de criterios oscilatorios que se ocupan de la inexistencia de solucio-
nes eventualmente positivas de (3). Por ejemplo, se sabe [6, Teorema 2.2.3] que la
ecuacion

() +qr(t—0)=0

posee una soluciéon eventualmente positiva si y sélo si goe < 1. Si tomamos

-2 1 o --- 1
1 -2 1 0
A= (5)
0 1 -2 1
1 0 1 =2
nxn
entonces, como 0 es uno de sus autovalores con autovector asociado (1,1,...,1)*, el

sistema
' (t) = p(t)Au(t) — qu(t — o)
posee una solucién eventualmente positiva si y sélo si goe < 1.

Bajo la misma hipotesis de que A tenga un autovalor real con un autovector
asociado positivo v, se puede utilizar el mismo principio para demostrar lo siguiente:

(i) Sila ecuacién (3) tiene una solucién eventualmente positiva que tiende a cero
para t — 0o, entonces el sistema (4) también posee una solucién eventualmente
positiva que tiende a cero para t — oo.

(if) Si la ecuacién (3) tiene una solucién eventualmente positiva y acotada (no
acotada, respectivamente), entonces el sistema (4) también posee una solucién
eventualmente positiva y acotada (no acotada, respectivamente).

Por otro lado, si suponemos que A tiene un autovalor real con un autovector
asociado v, se puede utilizar el mismo principio para demostrar lo siguiente:
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(iii) Sila ecuacién (3) tiene una solucién periddica, entonces el sistema (4) también
posee una solucién periédica.

(iv) Si la ecuacién (3) tiene una solucién casi periddica, entonces el sistema (4)
también posee una solucién casi perioddica.

Por completitud, recordemos que la funcién vectorial u(t) = (ui(t),...,un(t))*
se dice periddica si existe un nimero positivo w tal que u(t + w) = u(t) para todo
t en el dominio de u(t). La definicién de funcién casi periédica es ligeramente maés
complicada y se puede encontrar en los libros de referencia estdndar como [13].
Una funcién vectorial continua con valores reales definida sobre o, 00) se dice casi
periddica si, para cada e > 0, el conjunto T'(¢) = {w : | f(t+w)—f(t)| < &, t € [@,0)}
es relativamente denso en R. Observemos, ademés, que el criterio de existencia de
soluciones periddicas para (2) se puede encontrar en [1, 2, 4, 10, 11, 13, 16, 17]
y otros, y que la existencia de soluciones casi peridédicas para (2) se puede ver en
[14, 15] y otros.

4. UN EJEMPLO DE LINEARIZACION

En [12], Wu y Krawcewicz estudiaron el siguiente sistema:

ub(t) = dA*u; 1 (t — p) + rug(H)[1 —ui(t —0)], i =1,2,...,n (méd n). (6)

Obsérvese que u(t) = ( .., 1)* es una «solucién estacionaria» de (6). La lineari-
zacién de (6) en (1,1,. ) es
yi(t) = dA%y; 1 (t —p) —ryi(t — o), i =1,2,...,n (méd n), (7)

0, usando notacién matricial,

y'(t) = dAy(t — p) —ry(t — o), (8)

donde y(t) = (y1(t),...,yn(t))* v A estd definida por (5).

En vista del Teorema 1, sabemos que el sistema (8) tiene una solucién y(t) si y
so6lo si la ecuacién escalar

2/ (t) = Mdz(t — p) — ra(t — o) 9)

tiene una solucién z(t) = v*y(¢), donde A es un autovalor de A y v es su autovector
asociado. Como 0 es un autovalor de la matriz A, la ecuacién asociada (9) toma la
forma

2/ (t) = —rz(t — o),

la cual admite una solucién eventualmente positiva si y solo si roe < 1. Asi pues,
cuando r > 0y roe < 1, (8) tiene una solucién positiva que converge al vector cero.
Consecuentemente, (6) posee una solucion u(t) = (ui(t),...,un(t))* que satisface
u;(t) > 1 paral <i<ny tiendea (1,1,...,1)*.
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Notemos ahora que u(t) = (0,0,...,0)* es también una solucién estacionaria
de (6). La linearizacion de (6) en (0,0,...,0)* es

)
y;(t) = dA2yi—1(t - :u) + Tyi(t)7 1= 15 27 sy (méd n)7
0, utilizando expresiones matriciales,

y'(t) = dAy(t — p) + ry(t).

Como la ecuacién z/(t) = ra(t) tiene la solucién z(t) = z(0)e™ cuando r > 0, vemos
que (0,0,...,0)* no es una solucién estable de (6).
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