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El teorema de convergencia de Vitali sobre integracion
término a término*

por

J. R. Choksi

1. INTRODUCCION

En este articulo discutimos un teorema de convergencia debido a Vitali [29] que
aparecié en 1907, antes de que Lebesgue demostrara el teorema de la convergencia
dominada. Este teorema es en varios sentidos més fuerte que los teoremas de conver-
gencia usuales, y merece un reconocimiento mayor del que posee. Vitali demuestra
que si una sucesién de funciones integrables f,, converge c.t.p. a una funcién integra-
ble f (en un espacio de medida finita), entonces las integrales de f,, sobre cualquier
subconjunto medible convergen a la correspondiente integral de f si y sdlo si las
integrales son uniformemente absolutamente continuas. La parte dificil es demostrar
que la convergencia de las integrales sobre cualquier subconjunto medible implica
la continuidad uniforme absoluta. Posteriormente (en 1915) de la Vallée Poussin
[27] simplificé la demostracién de Vitali (esto tampoco es bien conocido), y en 1922
Hahn [10] logr6 demostrar el mucho més conocido teorema de Vitali-Hahn-Saks. Ac-
tualmente, si se menciona el articulo de Vitali, es generalmente o bien como (i) un
prerrequisito del teorema de Vitali-Hahn-Saks, o bien como (ii) un resultado mucho
maés débil, segtin el cual la convergencia L' es equivalente a la continuidad absoluta
uniforme. Obsérvese que el resultado de Vitali demuestra que cuando f,, converge
c.t.p. a f, la convergencia débil implica la convergencia fuerte. Nosotros ofrecemos
aqui, en lenguaje y notacién moderna, la demostraciéon original de Vitali, la sim-
plificaciéon debida a de la Vallée Poussin, y finalmente, la demostracion original del
teorema de Vitali-Hahn-Saks, debida a Hahn. Esta tltima tampoco es muy conocida,
al haber sido desbancada por la demostracién de Saks [25] (y Banach [1]) basada
en el lema de la Categoria de Baire. Este articulo no esta dirigido a expertos en la
historia del tema sino a la amplia mayoria de analistas reales que, aunque ensefian
esta materia, desconocen la historia o la existencia de estas demostraciones. Los ni-
meros entre corchetes hacen referencia a la bibliografia que se ha listado al final del
articulo.

*Este articulo es la traduccién al espanol de: J. R. CHOKSI, Vitali’s convergence theorem on
term by term integration, L’Enseignement Mathématique 47 (2001) 269-285. Queremos expresar
nuestro sincero agradecimiento no sélo a los editores de L’Enseignement Mathématique sino al
autor, J. R. Choksi, por habernos concedido su permiso para la traduccién, que ha sido realizada
por J. M. Almira.
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Los tres teoremas de convergencia estandar son:

1. El teorema de la convergencia monétona (MCT). Si {f,} es una su-
cesién de funciones no negativas medibles sobre un conjunto medible £ con
fn < fny1 para todo n € N, entonces [, lim f,, = lim [}, f.

2. El lema de Fatou (Fatou). Si {f,,} es una sucesién de funciones medibles no
negativas sobre un conjunto medible E, entonces [, liminf f, <liminf [, fn.

[La no-negatividad en Fatou y las desigualdades en MCT podrian darse c.t.p.]

3. El teorema de la convergencia dominada (DCT) Si {f,} es una sucesién
de funciones medibles sobre un conjunto medible F tales que f,, — f c.t.p. en
E y si existe una funcién g, integrable en E con |f,| < g c.t.p. en E, entonces

[ f=1m [}, fn.

Un caso especial es

El teorema de la convergencia acotada (BCT). Si E es un conjunto
de medida finita, {f,} es una sucesién de funciones medibles en E tales que
fn — f ct.p. en E, y si existe un nimero real M > 0 con |f,| < M c.t.p.
en E, entonces [, f = lim [, f,.

Normalmente los resultados anteriores se demuestran en este orden, aunque a
veces BCT se demuestra antes. Posteriormente aparecen otros resultados que invo-
lucran la convergencia en media. DCT es el resultado que se usa con mas frecuencia
en la practica (aunque quizds MCT posee un significado teérico mas profundo: véase
lo que sigue).

Histéricamente, las cosas fueron diferentes. La tesis de Lebesgue [14] (a la que
nos referimos como ‘thése’ en lo que sigue) aparecié en 1902 en forma de articulo en
Annali di Matematica bajo el titulo Intégrale, longueur, aire. Los intereses funda-
mentales de Lebesgue eran las diferentes formas de construir la integral, o primitiva,
la diferenciacién y el teorema fundamental del célculo, y completar el estudio de la
medida, iniciado y llevado bastante lejos por E. Borel. Los teoremas de convergencia
no eran su mayor interés, y la tesis sélo contiene BCT en la pagina 259.

ESBOZO DE SU DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0y sea’ F,, = U5, {|fj — f| > ¢}. En-
tonces m(F,) — 0, ya que f, — f c.t.p. (m(F,) denota la medida de F,). Si
E, = E\F,, entonces

L= Lo [ite=s1= [ =g [ 1= 1

<em(E)+2Mm(F,)
< em(FE) + 2eM para n suficientemente grande. O

1A lo largo del articulo se hace uso de la siguiente notacién: si f es una funcién definida sobre
el conjunto E, entonces {f > M} denota el conjunto {z € E : f(x) > M}. Si P es una propiedad
numérica general, {P(f)} denota el conjunto {x € E : P(f(x))}. (N. del traductor).
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Lebesgue impartié clases sobre su nuevo trabajo en el College de France en
1902-03, y estas clases fueron publicadas en forma de libro bajo el titulo Lecons
sur lintégration et la recherche des fonctions primitives (1.* edicién 1904 [15], al
cual nos referimos en lo sucesivo como Legons I). De nuevo, el dnico teorema de
convergencia que se demuestra es BCT, en p. 114. Pero en el Gltimo capitulo (Ca-
pitulo VII) de Legons I (Capitulo VII también en la versién revisada 2.* edicién,
de 1928 [19], a la que nos referimos como Legons II), Lebesgue enuncia el Problema
de la integracion, seis propiedades que una integral definida sobre cualquier clase
adecuada de funciones acotadas debe poseer. La propiedad (6) es la propiedad de
convergencia: para f,, f > 0y acotadas, si f, < fn,+1 paratodony f, T f entonces
[ fn — [ f. Por supuesto esta version restringida de MCT para funciones acotadas
se sigue directamente de BCT. [El mejor estudio histérico de la teorfa de integracion
hasta 1910 es Hawkins [12].]

En 1906 (cuatro anos después de que la tesis de Lebesgue fuera publicada),
Beppo Levi [20] demostré MCT e independientemente Fatou [7] demostré su lema. El
articulo de Levi es breve y de claridad cristalina, jincluso si tu italiano es elementall

ESBOZO DE SU DEMOSTRACION. Sea0 < f, < foy1y f = lim f,, en E. Supongamos
que m(E) < oo. Sean f* = min(f, k), f*¥ = min(f,,k), ¥ € N, y sean a = I 1",
ank = [g f¥. Entonces a, j es creciente en n para k fijo, y creciente en k para
n fijo, de modo que lim,, limy a, = limy lim, a, ; independientemente de si los
limites son finitos o infinitos. Como f¥, f* estan acotadas por k (y por supuesto
son > 0), BCT nos da lim, anx = a = fE f* para cada k. Si f y por tanto,
también f,, es integrable, entonces limy ar = [, f, limy an . = [, fn y, por tanto,
S f = [glim f,, = lim [}, f,, por la igualdad de los limites iterados. Esto sucede
si cada limite iterado es finito, en particular, si lim,, fE frn es finito. Si no, ambos
limites iterados son infinitos y lim,, | g fn = +o00. O

La demostraciéon de Fatou de su lema es muy parecida. Deberia observarse que
el largo articulo de Fatou es uno de los mas importantes del siglo. Por primera vez
la nueva teoria de integracién se aplica a la teoria de funciones de variable compleja
y también hay importantes aplicaciones al estudio de las series trigonométricas.

No es hasta 1908 que DCT aparece por primera vez en Lebesgue (1908) [16], p. 9-
10, con un esbozo de la demostracion. Lo mismo sucede en Lebesgue (1909) [17] al
principio de p. 50. En estos articulos Lebesgue intenta aplicar sus nuevos resultados
y encuentra BCT insuficiente. En Lebesgue (1910) [18], en §15 de la pagina 375,
la demostracién de DCT se da con maés detalle, todavia para conjuntos de medida
finita.

ESBOZO DE SU DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Como ¢ es integrable en E, existe un
ntimero M > 0, tal que [, g < ¢, donde F' = {g > M}. Entonces [, |fn — f| <2ey
sobre E\F el resultado se sigue de BCT. O

Obsérvese que todos los teoremas demostrados hasta ahora han sido enunciados
y probados para conjuntos F de medida finita. No parece que en la época hubiera
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por parte de nadie mucho interés por extender estos resultados y demostraciones
para el caso m(F) = +oo. Sin embargo (excluyendo, por supuesto, BCT) esto se
hace facilmente.

2. TEOREMA DE CONVERGENCIA DE VITALI

En 1907, antes de que Lebesgue anunciara DCT, aparecié un notable articulo de
G. Vitali [29], que, en mi opinién, no ha recibido suficiente atencién, ni siquiera de
Hawkins. En él Vitali demuestra el siguiente resultado:

Sea E un conjunto de medida finita (la finitud es esencial aqui). Sea {fn} una
sucesion de funciones integrables tal que f,, — f c.t.p. con f finita c.t.p. Entonces f
es integrable y fF fn— fF f para todo subconjunto medible F' de E, si y sélo si las
integrales fA fn son uniformemente absolutamente continuas (uniformemente enn):
dado £ > 0, existe § > 0, tal que si m(A) < J, entonces |fA fn‘ < & para todo n.

Esto implica que [ 4 [fn]l < 2e. Vitali llama a las sucesiones de funciones que
verifican esta propiedad equi-absolutamente continuas. Obsérvese que este resultado
se generaliza directamente a cualquier espacio de medida finita.

Vitali primero demuestra que la continuidad absoluta uniforme es suficiente para
garantizar que |, pfn— /, | para todos los subconjuntos medibles F' de E.

ESBOZO DE SU DEMOSTRACION. Para h € N, sea? Gj, = {|fn| > 2" para algin n}.
Si I', = E\Gp, entonces la sucesién {f,} estd uniformemente acotada en I', para
todo h € N. Asi pues, en todos los subconjuntos medibles de I'y,, la convergencia
de las integrales se sigue de BCT. Por otra parte, GG;, es una sucesién decreciente
de conjuntos y m((, Gn) = 0, de modo que m(Gy) | 0. Se sigue que para h su-
ficientemente grande la condicién de continuidad absoluta uniforme implica que la
contribucion de las integrales sobre los conjuntos G}, es pequena. O

Vitali demuestra entonces la necesidad de la condicién de continuidad absoluta
uniforme cuando las funciones f, son todas no negativas.

ESBOZO DE SU DEMOSTRACION. Si las [ f, no son uniformemente absolutamente
continuas, entonces para algiun € > 0, existe, para cada § > 0, un conjunto medible
F con m(F) <dyn €N con fan > e. Sean 0; > 0 tales que > J; < co. Para
cada 0;, existen un conjunto medible G; C E y n; € N tales que m(G;) < §; y
fGi fn; > €. Sea T = J;2, G;. Entonces I, decrece con ry m(I',) < 3% 6; — 0
cuando 7 — oo. Para todo i > r, fl‘r fn; > €. Como f,, — f c.t.p. cuando i — o0
y fF fn, — fl“,- f por hipétesis, obtenemos que para cada r, fFT f>e>0. Sea
I =2, . Entonces m(T') = 0, pero [ f > e > 0. Contradiccion. O

Finalmente Vitali demuestra la necesidad en el caso general. Si f,, — f c.t.p.
en E y las f, son completamente integrables en E, i.e. fF fn — fFf para todo
subconjunto medible ' de E, entonces las [ f, son uniformemente absolutamente

2Es decir, G, = {z € E: In € N, |fn(z)| > 2"}.
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continuas, i.e. dado e > 0 existe & > 0, tal que, si m(A) < §, entonces ‘fA fn| <e
para todo n € N. (Esta es la parte mds profunda y dificil del articulo de Vitali y es
en cierto sentido «nuevay jincluso transcurridos 93 anos!)

DEMOSTRACION (Vitali). Todos los conjuntos que aparecen en esta demostracion
seran medibles, incluso cuando esto no se establezca de forma explicita.

Fase I. Si f, > 0 para todo n € N, ya hemos visto antes que el resultado es cierto.

Fase II. Supongamos ahora que f > 0 c.t.p. en E. Podemos asumir que f > 0 en
todo E. Observemos antes que si f,, — f acotadamente entonces BCT implica que
fE’f" — f| — 0 cuando n — oo, y por tanto, dado € > 0, existe IV € N tal que para
todo FF C E y todo n > N, tenemos que | [, f — [ f| <e.

Sea G, = {0 < f; < 2", Vj > n}. Entonces G,, C Gp41 para todony E =
U2, Gy Se sigue que E\G,, | 0 y m(E\G,,) | 0.

Ahora, dado o > 0, existe m(n, o) tal que si I',, C G, entonces |fF fi— fr fl <
o para todo j > m(n,o). Sea €, > 0, €, | 0. Podemos encontrar una sucesién
estrictamente creciente de enteros positivos n1 < ng < --- < n; < --- tal que para
todo subconjunto I'y,; de G,

/I‘n. fi _/Fn. f‘ <eg; paraj > nipq- (1)

Para todo entero positivo n > ne, existe un tnico ¢ € N tal que n;11 < n < n;i4o.
Para tal n, tomamos

fo(z), size€ G,
gn(x) = .
0, si x € E\G,.

Sean I un subconjunto de £y I'y,, = G, NT'. Para ¢ fijo,

lim gr = lim / fk:/ f.
k—oo Ty, k—oo Ty, Ty,

Siniy1 < n < nipo, entonces [ gn = [pgn y por tanto, utilizando (),

lim gn:_lim/ f:/f:/limgn.
n—oo [p 17— 00 Ty, T T

Asi pues, las g, son completamente integrables en E y como g, > 0 para todo n,
se sigue de la Fase I que las [ g,, son uniformemente absolutamente continuas en E.
Pongamos ¢,, = f,, — gn. Las ¢, son completamente integrables en E. Para comple-
tar la demostracion de la Fase II debemos probar que las [ ¢, son uniformemente
absolutamente continuas. Obsérvese que si n;11 < n < n;y2, entonces ¢,(z) = 0
para todo z € G,,. Asi pues, para todo x € E, lim¢,(x) = 0, y para cualquier
subconjunto medible Q C E, [, ¢, — 0.

Supongamos que las [ ¢, no son uniformemente absolutamente continuas. En-
tonces existe o > 0 tal que para todo ¢ > 0 y todo N € N, existen I' C F con
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m(l') < pyn > N tales que |fF ¢n| > 0. Sean 11,72, ... estrictamente positivos,
y tales que > 7; < 0/2. Sea I'; un subconjunto de F para el que existe t; € N
con Url qbtl‘ > o. Como lim;_, fG Ar, o, = fn ¢+, , podemos encontrar 7; € N

tal que UG AT, q[)t1| > o. Ahora, existe pu; > 0 tal que si m(I') < pup, enton-
7111

ces ’fr qbtl‘ < m. Debido a nuestra asuncién, existen I'; tal que m(Ts) < p1 y
ta > ni, 41 tal que |fr2 ¢t2| > ¢. Utilizando el mismo argumento, se ve que existe iy
(necesariamente > 1) tal que |fGn12 AT, Gr,| > 0.

Ahora, existe us > 0 tal que, si m(I') < ps, entonces

o

Existe un subconjunto I's con m(I's) < pe y t3 > ni,41, tal que |fF3 ¢t3’ > 0. De
fbts} > 0. Ahora, existe uz > 0

<72, ]:172

nuevo podemos encontrar i3 € N tal que | f Gy, (T

tal que, si m(I") < us, entonces

[

Continuamos de esta forma para obtener una sucesion creciente i, u; > 0, t; >
ni;_,+1y conjuntos I'; tales que m(I'j) < pj_1y Urj ¢tk‘ <nj—1, k=1,2,...,5—1,

pero UGW ar, ¢1,| > 0. Sea
i

<n3, j:1a273

Qj={z¢ Gnij NT; tal que ¢y, (x) # 0}.

Afirmamos que los conjuntos €2; son disjuntos. Como t; > n;, , 1 tenemos que
¢¢; = 0 en Gm y por tanto ¢;, ., = 0 en Gy, . De modo que ;41 N Gm = 0.
Como G, crece con n, ie. G, C G,41 para todo n, se sigue que Q41 N Qk =0
si k =1,2,...,5 y por tanto los {}; son todos disjuntos. Tomemos ) = U?il Q;.
Entonces, como ¢;; =0 en Qy, ..., Qj_l,

/¢t—/ oy +Z/J+h

Pero UQ o,| >0y Uﬂnh 1, < Mj+n—1, de modo que |> 57 1fﬂj+h o1, < 0/2.

Por tanto UQ ¢tj’ > ¢/2 para todo j. Pero como las ¢, son completamente
integrables y ¢, (z) — 0 para todo = € E se sigue que [, ¢;, — 0 cuando j — oco.
Esto es una contradiccién, lo que completa de demostracién de la Fase II.

Fase III. En el caso general, pongamos g, = f,—f+1. Entonces g, — 1ct.p.en Ey
gn es completamente integrable. Por tanto, como se ha visto en la Fase I, el resultado
es cierto para las gy, i.e., las [ g, son uniformemente absolutamente continuas. Se
sigue que sucede lo mismo para las f fn, completando la demostracién. O
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2.1. COMENTARIOS

El concepto de integrabilidad completa de una sucesion es méas débil que la con-
vergencia secuencial débil en L'. Por supuesto, Vitali no estaba al corriente en 1907
de la convergencia en L' (fuerte o débil) y su significado. Utilizando la demostra-
cién de Vitali de que la integrabilidad completa implica la continuidad absoluta
uniforme, vemos que también implica la convergencia en L. Pero una demostracion
directa de que la integrabilidad completa implica la convergencia L' (sin hacer uso
del resultado de Vitali) parece dificil.

Un hecho a destacar en este articulo es que todos los resultados se enuncian
y demuestran en términos de series de funciones en vez de sucesiones. Asi pues,
tenemos que observar que una «serie cuyas sumas parciales son todas no negativas»
se corresponde con una sucesion de términos no negativos y no confundir esto con
«una serie de términos no negativosy, lo que se corresponde, por supuesto, con juna
sucesién creciente de términos no negativos!

El teorema de Vitali es obviamente una generalizacién de BCT. El observa que el
teorema MCT de Beppo Levi se sigue del de Vitali. Por supuesto, lo mismo sucede
con DCT, pero Vitali no conocia DCT en aquel momento.

iMe gustaria saber méas sobre la historia y el uso de este resultado entre 1907
y 1939! Hawkins [12] menciona el articulo, pero sélo menciona un resultado que
aparece al final del articulo y que yo considero mucho menos importante. En una
nota a pie de pagina, en la p. 50 de su articulo de 1909 [17], Lebesgue dice que DCT
y MCT son casos especiales del teorema de convergencia de Vitali. También afirma
que DCT se puede extender a conjuntos de medida infinita. En la pagina 365 del
articulo de 1910 [18] de nuevo hace referencia al teorema de Vitali, diciendo que
da una condicién necesaria y suficiente para la integracién término a término. En
Legons II [19] (p. 131) Lebesgue simplemente cita el articulo: M. Vitali a écrit sur ce
sujet un trés important Mémoire, que je ne puis ici que signaler. Esto sucede justo
antes de introducir DCT. En 1913, Camp, en un articulo bastante enrevesado [2],
da una generalizacién del teorema de Vitali a varias variables.

En 1915, de la Vallée Poussin escribi6 un largo articulo [27] titulado Sur l’intégrale
de Lebesgue; este articulo es complementario a su libro Intégrales de Lebesgue, fon-
ctions d’ensembles, classes de Baire [28], escrito aproximadamente en la misma fecha.
En el articulo, en la seccién sobre teoremas de convergencia, de la Vallée Poussin dis-
cute el trabajo de Vitali y, en la demostracién del Teorema 4, p. 448-450, simplifica
considerablemente la parte dificil de la demostraciéon de Vitali. Damos un esbozo de
su argumento.

Claramente basta demostrar que si f,, — 0 en E y las f fn mo son uniforme-
mente absolutamente continuas en E, entonces existe F' C E tal que | 7 fn 7 0.
(Sabemos que esto es cierto si f, > 0 en E.) Sea A,, una sucesién (que elegiremos
posteriormente) tal que 0 < A,, < A;,41 para todo m € N, y A, — +00, y sea
E,, ={x € E :|fu(z)] > A, para algin n € N}. Obsérvese que la medida de E,,
tiende a cero.

Sea e = limsup [, |fn|. Entonces e > 0y [|fn| son uniformemente absolutamen-
te continuas. Sea w > 0 con w < £/6. Es muy sencillo elegir A,, de forma que para
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cada m € N, exista n € N tal que las siguientes tres desigualdades se satisfagan:

/E\Em|fn|<w, [Emlfn|>5—w, /15m+1|fn|<w' 1)

Esto se hace inductivamente: para cada m, podemos encontrar [un] n tal que las
primeras dos desigualdades se verifiquen y entonces elegir A,,11(> A;,) dependiendo
de n de modo que la tercera se satisfaga. Ademéas podemos elegir n creciente y
tendiendo a infinito con m.

Claramente () implica que [ \Boa |fn] > € — 2w, y por tanto existe F;, C

En\Epi1 tal que | [, fn| > (6 —2w)/2. Tomemos F = J;_; Fy, (unién disjunta).
Obsérvese que F; C E\E,, parai=1,....m—1y F, C E,,y1 parah=m+1,m+
2,... Por tanto, para cada m y su correspondiente n,

m—1 o)
I2E /Ff —;/Ff —hz%l/ﬂfn

>

R

e — 2w
2

E\E,, Ert1

9
- - = = - 3
w w 5 W

que es positivo, pues w < €/6. Por tanto f r fn 7+ 0, completando la demostracion.

El argumento es muy similar a la Fase 1 de la demostracion de Hahn del teorema
de Vitali-Hahn-Saks [10] dada en §3, y es al menos concebible que Hahn tomase el
impulso inicial para su prueba del articulo de la Vallée Poussin. En [27], Teorema 5,
p- 450, de la Vallée Poussin demuestra que la continuidad uniforme absoluta de las
f fn en un espacio de medida finita no-atémica es equivalente a:

Dado € > 0, existe K > 0, tal que, para todo n € N, f{\f I>K} |fnl <e.

Esto fue redescubierto por Doob [3] 24 afios después. El nuevo criterio se llamé
integrabilidad uniforme, y fue usado extensivamente por Doob en su estudio de las
martingalas. En 1918, H. Hahn [9, p. 1774] demostré, utilizando el resultado de Vi-
tali, que la integrabilidad completa implica la convergencia fuerte en L': esto prueba
que Hahn conocia el articulo de Vitali. jSin embargo el articulo de la Vallée Poussin
parece virtualmente desconocido! Supe de él gracias al excelente conjunto de referen-
cias bibliograficas que aparece en la p. 223 de Hahn y Rosenthal [11]. Nagumo [21]
discute el teorema refiriéndose a Vitali, lo utiliza, y da una condicién necesaria y
suficiente para la continuidad absoluta uniforme. El mismo Vitali no parece haber
trabajado més en esta materia. Ver el articulo biografico de A. Tonolo [26].

Entre los libros méas conocidos de analisis real escritos antes de la Segunda Guerra
Mundial s6lo el de Hobson [13] hace referencia al articulo de Vitali en p. 296-299. El
libro de Hobson también contiene lo que probablemente sea el primer intento de ge-
neralizar el resultado de Vitali a conjuntos de medida infinita. Estas generalizaciones
son todas, en mi opinion, algo artificiales.
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A partir de los afios cincuenta algunos libros sobre analisis y/o probabilidad han
incluido el concepto de continuidad absoluta uniforme o integrabilidad uniforme,
pero frecuentemente sin mencionar a Vitali. Ademaés, donde hay referencias a Vitali,
el resultado que se le atribuye es frecuentemente la equivalencia de la continuidad
absoluta, uniforme y la convergencia fuerte en L', que se sigue de la parte sencilla del
trabajo de Vitali, mientras que la integrabilidad completa no se menciona. Rudin,
Real and Complex Analysis [24], es una excepcién —en las tres ediciones—; sin
embargo, aunque en la primera ediciéon se da el teorema de convergencia de Vitali,
para la tercera edicién éste ha cambiado al teorema de Vitali-Hahn-Saks. Dunford-
Schwartz [6] contiene un tratamiento comprensivo en los Capitulos III y IV. Pero
lamentablemente hay un desliz en el enunciado del teorema de convergencia de Vitali
en la pagina 234.

3. EL TEOREMA DE VITALI-HAHN-SAKS

Se considera como origen de este resultado al teorema de convergencia de Vitali.
Fue enunciado y demostrado primero por H. Hahn [10] en 1922. A continuacién
reproducimos el enunciado y la demostracién de Hahn. (Tanto este resultado como
el Corolario 3 reciben usualmente el nombre de «teorema de Vitali-Hahn-Saks». El
resultado es evidentemente mas fuerte que el teorema de convergencia de Vitali.)

TEOREMA 1 (H. Hahn [10], Thm. XXI, p. 45-50). Si m(E) < oo, f, integrable en
E, y para cada FF C E medible, lim,,_, fF [n existe y es finito, entonces [ f, son
uniformemente absolutamente continuas.

DEMOSTRACION. De nuevo, todos los conjuntos que aparecen en esta prueba seran
medibles. Supongamos que las integrales no son uniformemente absolutamente con-
tinuas. Entonces existe € > 0 con la propiedad de que para cada N € Ny cada o > 0
hay un conjunto medible Z con m(Z) < o y ng > N con fZ|f”0’ > ¢. Considerando
los conjuntos donde f,, > 0y fn, < 0, obtenemos para cada N € N, un conjunto
M con m(M) <o yng>N con|[y fn| > €/2-

Fase 1. Probamos que existe una sucesién de conjuntos disjuntos dos a dos M, y
una sucesion creciente de enteros positivos n, tales que

‘ /MV fon

Comenzamos eligiendo un subconjunto propio Z; de E'y n; € N tales que ’ / Z fra | >
/2. Observemos que existe o > 0 suficientemente pequefio como para que si 2’ C Z;
satisface m(Z’) < o, entonces ain tenemos que |le\2' fnl‘ > ¢/2. Ahora, por

> para todo v € N.

| ™

nuestra asuncién obtenemos ny > np y un conjunto Zs tal que m(Z;) < oy
[, fnn| > €/2. Como m(Z1 N Z3) < o, tenemos que |le\ZmZQ S| > /2y

|z, ozl > /2.
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Del mismo modo obtenemos ng > ny y un conjunto Z3 de medida suficientemente

pequena tal que
/ f’l’Lz / fng
ZQ\(ZQOZ’J) Zs

Continuamos de este modo para obtener una sucesién estrictamente creciente n, y
conjuntos Z,, tales que
[ b
Zl/

n1> > ) >

| ™
N ™

9
/Zl\Zlﬂ(ZQUZ3) 2 '

fra fna

> >

| ™

3

s/Zl\Zlﬁ(ZQU'”UZV) ~/Z2\Z20(Z3U"'UZU)

Sean

My=7Z\2Z0 ] %,

=2

MQZZQ\szUZj,
j=3

M,=2,\Z,n0 |J %-.
j=v+1

Los M, son disjuntos dos a dos y UM fn,| = €/2 para todo v, lo que completa la

demostracién de la Fase 1.

Fase 2. Sabemos que para cada conjunto medible M, lim, .o [ u Jn existe y es
finito. Utilizando la Fase 1 vamos a probar que lim,,_, . f  Jn 0O existe para cierto M
—esto completara la demostracion del teorema—. Sean M; y ni como en la Fase 1.
Tomamos G = M; y v; = 1, de modo que n,, = n;. Por la continuidad absoluta
de [ fn,, existe p1 > 0 tal que si m(Z) < pi1, entonces |[, fn,| < £/12. Como
lim,, 0o fGl fn existe (y es finito), entonces existe Ny > ny tal que

Jotom

Ahora, existe o1, 0 < o1 < p1, tal que si m(Z) < o; entonces |fZ fN1| < g/12.
Como los conjuntos M,, son subconjuntos medibles disjuntos de E' y m(E) < oo,
existe vy tal que n,, > Ny y Z;ﬁyz m(M,) < o1. Tomemos Gy = M,,, UM,,.

Ahora existe pa, 0 < pa < 01, tal que si m(Z) < pa entonces UZ fny2’ < e/12.
Como lim,, _, o sz fn existe, entonces existe Na > n,, tal que

Lﬁ_L“

De nuevo existe o2, 0 < 02 < py tal que si m(Z) < o2, entonces UZ fN2| <efl2;y
existe v, con ny,, > Nay > oo m(M,) < oa. Tomemos Gz = M,,, UM,, UM,,. Si

v=vg
continuamos el proceso, obtenemos:

€
<ﬁ sin> Ny, n > Nj.

€ .
<E SanNQ,n/ZNQ.
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Dos sucesiones de enteros positivos n,,; y N; tales que
Ny < Ni <y, <Nag<...<ny, <N;<---. (I)

Dos sucesiones de ntiimeros positivos p; y o; tales que
PL> 0L >pa>09>...> 0 >0 > . (IT)

Estas (junto con los M, y f,) poseen las propiedades:

o0

> m(M,) < oi < pi, (I11)

V=Vjt1

donde los M,, son como en la Fase 1;

/anyi < 15—2 sim(Z) < pi, (Iv)
/Zle. < % sim(Z) < ;. (V)

entonces

Ademas, si G; = U;:1MV

R

ot b

Recordemos de la Fase 1 que

M.,

Tomemos ahora M = [J;2,M,, (recuérdese que estos conjuntos son disjuntos) y
R; = M\G,;. Ahora

e
o se [ e [ e [ e [ g
/M T | = /G,ilfNi_1 _‘/C:il To, iy /R fr, |-

Por (VI), |[q.  fyiy = Jo, , fo,| < €/12. Como m(Ri—1) < o1, por (V),
|fRi—1 fNi—1’ < e/12; y como m(R;) < p;, por (IV), |fR fn,, | < &/12. Estas afirma-

ciones unidas a (VII) demuestran que (VIII) implica que

qu‘,_l 7/ fnyi
M M

Por lo tanto, [ a fn 10 puede tener un limite finito para n — oo, lo que contradice
nuestra hipétesis y completa la demostracién de (la Fase 2 y) el teorema. O

< 16—2 sin> N;, n' > Nj. (V)

> para todo v;. (VII)

<
2

(VIII)

> _

Ri_1

> — - _ —:Z para todo ¢ € N.
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NoTa. Es facil demostrar también que las f g Jn estdn uniformemente acotadas.

COROLARIO 2. Bajo las mismas hipdtesis del teorema la funcion de conjuntos v(F) =
lim,, o0 fF fn es absolutamente continua respecto a m y en consecuencia es nume-
rablemente aditiva y es la integral de una funcion integrable f.

COROLARIO 3 (Teorema de Vitali-Hahn-Saks). Si v, es una sucesidn de funciones
de conjunto numerablemente aditivas finitas sobre una o-algebra M de subconjuntos
de E y lim,,_. v, (F) existe y es finito para todo F € M, entonces este limite es
numerablemente aditivo en (E,M).

DEMOSTRACION. Pongamos m(F) = >0, - ;Z:l‘gg, donde |v,| es la variacion
total de v,. Entonces m es una medida finita en E y cada v, es absolutamente
continua respecto a m. Por el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym, v, = [ f, dm
para ciertas f, integrables. Apliquemos el teorema y el Corolario 2. O

NoTA. Como ya observamos, la demostracién anterior es la primera prueba del
teorema de Vitali-Hahn-Saks. Obsérvese que en la prueba no se hace uso del teorema
de la Categoria de Baire. La demostracién es un tanto similar a la prueba de Vitali
de su teorema de convergencia, e incluso mas ain a la demostracién de la Vallée
Poussin, aunque no se hace referencia a Vitali ni a de la Vallée Poussin. Hahn
referencia sin embargo el articulo de B. H. Camp [2], que generaliza el resultado de
Vitali a varias variables. [Por otra parte] Camp menciona a Vitali. E1 Corolario 3 fue
enunciado y probado primero por Nikodym [22], [23], diez afios después de Hahn. La
demostracién es directa, pero Nikodym observa que es analogo al teorema de Hahn
para integrales. El también dice que sus resultados estan en solidarité étroite avec
des théoréemes de M. H. Hahn. No observa que su resultado es un corolario inmediato
del de Hahn. Esto es un tanto sorprendente, ya que s6lo hace falta utilizar un famoso
resultado que él acababa de probar: el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym.

La demostracion de Hahn precede en diez anos a la prueba basada en el teorema
de la Categoria de Baire, debida a Saks [25], quien también demuestra el Corolario 2.
Parece que esta demostracion fue descubierta independientemente por Banach, y se
incluye en la edicién polaca de su libro sobre operadores lineales, Teorja Operacyj
[1], aunque no se incluye en la edicién francesa, mucho més conocida. Saks menciona
el resultado de Hahn, pero no el de Vitali. Esta demostracion se da en muchos libros.
Un estudio muy detallado (que incluye generalizaciones a medidas vectoriales) de los
teoremas de Vitali y Vitali-Hahn-Saks se da en los Capitulos III y IV de Dunford-
Schwartz [6]. Concretamente, en las paginas 122, 150 y 234 del Capitulo IIT y las
paginas 292-295, 306 y 389 del Capitulo IV. La pagina 389 también contiene referen-
cias a algunas generalizaciones interesantes, especialmente del Corolario 3, debidas
a Dubrovsky y Cafiero. Una demostracion del Corolario 3 anterior fue obtenido en
1945 por Y. Dubrovsky [5]. Es una prueba parecida a las demostraciones de Hahn
y Nikodym. Esta prueba fue simplificada por Y. N. Dowker [4]. Su argumento se da
en las paginas 32-35 del pequeiio libro de N. Friedman sobre Teorfa Ergddica [8].
Nadie menciona a Hahn, aunque Dowker menciona a Saks.
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