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1. INTRODUCCION

Uno de los problemas favoritos de Erdds, y que mejor ha descrito su gusto por
la «aritmética combinatoriay, ha sido el de los conjuntos de Sidon.

Corria el ano 1932 cuando Simon Sidon, el ana-
lista htingaro, le pregunté a Erdds sobre conjuntos
de enteros positivos con todas las diferencias de
dos elementos distintas.

¢ Cudntos enteros podemos seleccionar entre
los n primeros con esa propiedad?

Estos conjuntos, que Erdds bautizaria como
conjuntos de Sidon, son el objeto de este ensayo.

Comoa—d=c—b< a+b=c+d, los con-
juntos de Sidon se definen indistintamente como
aquéllos que tienen la propiedad de que todas las
sumas de dos elementos cualesquiera del conjunto
son distintas.

Aunque el interés de Sidon por estos conjun-
tos tenia que ver con cuestiones del andlisis de
Fourier, el problema cautivo a un joven Erdés por
su vertiente aritmética y combinatoria, y se con-
vertirfa en un tema recurrente en su investigacion
hasta que nos abandonara en busca de «El Libro».

La referencia a «El Libro»
donde se encuentran las de-
mostraciones mas hermosas es
constante en la obra de Erdés.

Muchos afios después, en la pizarra de su despacho, Antonio Cérdoba me hablé
de los conjuntos de Sidon, también a proposito de un problema del andlisis arménico.
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Como le pasara a Erdds, y salvando todas las diferencias, fue el sabor combinatorio
de estos conjuntos lo que mas me sedujo, hasta el punto de llegar a marcar de manera
notable mi trayectoria investigadora.

Haremos un recorrido sobre resultados clasicos y otros mas recientes concernien-
tes a los conjuntos de Sidon. También nos detendremos en unas aplicaciones inespe-
radas de los conjuntos de Sidon al dltimo teorema de Fermat en F,, y al estudio de
algunas sucesiones notables en IF),, como los residuos cuadraticos o las potencias de
raices primitivas.

La parte final de este ensayo consiste en una selecciéon de problemas sin resolver
sobre los conjuntos de Sidon.

2. CONSTRUCCIONES DE CONJUNTOS DE SIDON

Intente el lector seleccionar el mayor niimero de enteros positivos de entre los 35
primeros de tal manera que todas las diferencias entre ellos sean distintas. Segura-
mente no tendra ningiin problema en seleccionar unos pocos, pero ira encontrandose
con dificultades a medida que quiera ir anadiendo méas elementos a la coleccion.
Ademas, una vez que tenga un conjunto que le parezca aceptable, se quedara con la
duda de si es posible construir otro con algtin elemento mas. Al final de esta seccién
desvelaremos la solucién.

¢ Cudl es el mayor tamario que puede tener un conjunto de Sidon A en{1,...,n}?

Construir conjuntos de Sidon no es dificil. Lo interesante es construirlos con el
mayor numero de elementos posible. A esta tarea nos dedicaremos en esta seccién.

2.1. LA SUCESION MAS INOCENTE

La construccién més ingenua de un conjunto de Sidon consiste en empezar con
a1 =1, as = 2, y una vez construidos aq,...,a,_1, anadir el menor entero positivo
an tal que an, # a; —aj; +ag, 1 < 4,5,k < n — 1. Los primeros términos de esta
sucesion, conocida como sucesién de Mian-Chowla, son los siguientes:

1,2,4,8,13,21,31,45, 66, 81,97, 123, 148, 182, 204, 252, 290, . . .
Se desconoce cémo crece realmente esta sucesion aunque, como a lo mas hay
(n — 1)3 enteros prohibidos para a,,, siempre es cierto que a, < (n—1)3 +1, lo que

nos permite seleccionar un conjunto de Sidon en {1,...,n} con n'/3 elementos por
lo menos.

2.2. CON LA AYUDA DE LOS PRIMOS

Una construccién mas ingeniosa se basa en el hecho de que el conjunto de los
primos es un conjunto de Sidon multiplicativo; es decir, todos los productos pg son
distintos. Con esta observaciéon comprobaremos que el conjunto

2n n .
A=qa,=|——Ilogp|, p< , p primo
logn 2logn
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es un conjunto de Sidon A C {1,...,n}, que tendra tantos elementos como primos

n

haya menores que TTogn

Supongamos que a, + a4 = ar + as, {p,q} # {r, s}. Entonces podemos escribir

2n (logp + log ¢ — logr — log )
logn

_ [ 2nlogp n 2nlog q 2nlogr 2nlog s

| logn logn logn logn [’
donde {z} indica la parte fraccionaria de . Como |{z} + {y} — {2} — {v}| <2 para
cualesquiera niimeros reales x, y, z, v, tenemos que

hos (7)< 2
TS n

Pero por otro lado se cumple (supongamos que pg > rs)
— 1 1 1
log <]£> = log (1+ pqrs) > log <1+ ) > — > ogn7
rs rs rs

obteniendo asi una contradiccién.

El teorema del ntimero primo, |{p < z, p primo}| ~ x/logx, nos permite ver
que A es un conjunto de Sidon con ~ n'/2/(v/21og*?n) elementos.!

Es posible mejorar un poco mas la construccién anterior utilizando los argumen-
tos de los primos de Gauss p = a + bi en el primer octante, p = |p|e?™? en lugar
de los logaritmos de los primos racionales. Procediendo de una manera similar se
demuestra facilmente que el conjunto

A= {ap = [nép). Ipl < (0/2)"/*, p primo de Gauss}

es un conjunto de Sidon en {1,...,n} con ~ n'/2/(v/8logn) elementos, mejorando
en un factor (logn)'/?/2 el tamaiio de la construccién anterior.

2.3. CONJUNTOS DE SIDON EN GRUPOS

La rica estructura de algunos grupos nos va a permitir construir los conjuntos
finitos de Sidon mas densos que se conocen.

Aunque la definiciéon de conjunto de Sidon mas clésica se refiere a conjuntos de
enteros, se extiende de manera natural a cualquier grupo abeliano G, finito o infinito.

DEFINICION 1. Un conjunto A en un grupo abeliano (G, +) es un conjunto de Sidon
st todas las diferencias no nulas a —a’ con a,a’ € A son distintas.

1Ruzsa [26] exploté esta idea para construir la sucesién infinita de Sidon més densa que se conoce
hoy en dia. La construccién de Ruzsa merecerd nuestra atencién en la seccién 4.
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En las tres construcciones que presentamos a continuacién p es siempre un primo
impar y g es una raiz primitiva en F,. Los tres ejemplos se pueden representar
graficamente (ver figuras méas adelante) y el lector puede recrear su vista observando
que ninguno de ellos contiene cuatro puntos formando un paralelogramo.

La construccion del ejemplo 3, en particular, nos permitird construir, después
de unas observaciones sencillas, un conjunto de Sidon en {1,...,n} con ~ n'/?
elementos. Sin embargo, las aplicaciones de los conjuntos de Sidon en grupos finitos
no acaban ahi, como veremos en la seccién 3.

EJEmpLO 1. El conjunto de Sidon mds sencillo que se conoce es el conjunto de p
elementos
A= {(z,2%), 2 €Z,} CZ, x ZLp.

Para ver que es un conjunto de Sidon es suficiente con comprobar que si (e1, e2) #
(0,0), los valores de z1,x5 € Z, en la ecuacién (z1,73) — (z2,23) = (e1, e2) quedan
perfectamente determinados. Observemos que si e; = 0y e # 0 la ecuacién no tiene
soluciones. Pero si e; # 0, e; tiene inverso y entonces

_ 1
T, — To =€ T —To =€ 1 =2"1(e; +ege] )
2 L o_ = o = _o-1 ~1
x: — x5 = e T1 + T2 = ege€] xe =27 1(e; +e2e] ") —ey.

EJEMPLO 2. A Golomb se debe el conjunto de Sidon de p — 2 elementos
A= {(l'vy)a gw -l-gy = 1} C Zp,1 X Zp71~

De nuevo es suficiente con comprobar que, excepto cuando (e1,e2) # (0,0),
la ecuacion (z1,y1) — (w2,y2) = (e1,e2) sujeta a las condiciones g** + g¥* = 1y
g*? + g¥2 = 1 tiene a lo mas una solucién. Resolviendo obtenemos facilmente que
g¥2(g®2 — g°1) = 1 — g°*. Si utilizamos el hecho de que g es una raiz primitiva y que
todo elemento distinto de cero tiene inverso, podemos ver que el valor de ys queda
determinado de manera Unica, excepto cuando e; = 0 0 e; = ey, en cuyo caso no
hay ningun valor de ys que satisfaga la ecuacién. Los restantes valores, y1, 1, T2,
quedan determinados a partir de ys.

EJjEMPLO 3. Welch descubrid el conjunto de Sidon de p — 1 elementos
A={(z,9%), 0<2<p—1} CZp_1 X Zp.

La ecuacién (x1, g**)—(x2, g*2) = (e1, e2), donde la igualdad en cada componente
hay que entenderla en el grupo correspondiente, determina los valores x1,z5. Para
verlo utilizamos el teorema de Fermat que nos asegura que si 21 —x3 = e; (méd p—1)
entonces ¢g*1~%2 = ¢g°1 (mdd p). Resolviendo esta nueva ecuacién con la ecuacién
g™t — g2 = eg (mbd p) obtenemos ¢g*2(g°* — 1) = ez (mdd p). Por las mismas
razones que en el ejemplo anterior, el valor de x5 queda perfectamente determinado.

Es facil comprobar que los tres conjuntos de Sidon descritos tienen tamano méa-
ximo en sus respectivos grupos. Si hubiera un conjunto de Sidon A C Z, x Z, con
|A| = p+ 1, el nmero de diferencias no nulas serfa (p + 1)p. Pero como todas ellas
son distintas, no cabrian en un grupo de p? elementos. En los otros dos ejemplos el
argumento es similar.
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Zp Zp—l Zp—l
Ejemplo 1 Ejemplo 2 Ejemplo 3

Los isomorfismos entre grupos transforman conjuntos de Sidon en conjuntos de
Sidon. Es decir, si ¢ : G — G’ es un isomorfismo entre los grupos G y G’, y A es un
conjunto de Sidon en G, entonces el conjunto ¢(A) = {#(a), a € A} es un conjunto
de Sidon en G’. Basta observar que

p(a) + ¢(b) = ¢(c) + ¢(d) = ¢la+b—c—d)=0
y por lo tanto a + b = ¢ + d. Pero como a, b, ¢, d pertenecen a un conjunto de Sidon
entonces {a,b} = {c,d}, por lo que {¢(a), ¢(b)} = {p(c), ¢(d)}.

En particular, el isomorfismo natural ¢ : Z, 1 X Z;, — Z,_1), definido por
¢(a,b) = x donde z es el elemento de Z,_1), tal que x = a (médp —1) y 2 = b
(méd p), transforma, mediante el teorema chino del resto, el conjunto de Sidon del
ejemplo 3 en el conjunto de Sidon

A:{(pfl)(x*gw)p+x7 1§ISP*I}CZP(1)_1), (1)

donde (y), es el menor resto positivo congruente con y (méd p).

Aunque hay otras dos construcciones clésicas de conjuntos de Sidon en grupos
de la forma Z,,, ésta, debida a Ruzsa [25], es la més sencilla de describir.

Veamos cémo podemos utilizar el conjunto (1) para construir conjuntos de Sidon
en nuestro conjunto original {1,...,n}.

Los enteros en {1,...,m} que representan los elementos de un conjunto de Sidon
en Z,, forman, en particular, un conjunto de Sidon en {1,...,m}. Como sabemos
de la existencia de conjuntos de Sidon en Z,, con ~ m'/? para valores particulares
de m, por ejemplo para los de la forma m = p(p — 1) con p primo, buscaremos el
mayor primo p tal que p(p — 1) < n.

Uno de los grandes retos en el estudio de la distribucién de los ntimeros primos
consiste en hallar el menor « que garantice que todo intervalo (z — z%, z) contiene
algtin primo para z suficientemente grande. Se conjetura que es cierto para cual-
quier a > 0, pero sblo se conoce [3] para o > 0,525. Utilizaremos este hecho y la
construccién anterior para construir un conjunto de Sidon en {1,...,n}.

Para un n dado suficientemente grande, tomemos un primo p en el intervalo
(n'/? — n®/2 n1/2). Claramente p(p — 1) < n, por lo que los p — 1 elementos del
conjunto A definido en (1) forman un conjunto de Sidon en {1,...,n} con més de
n'/2 — n®/2 elementos, donde podemos tomar cualquier a > 0,525. Como ya hemos
dicho, se conjetura que cualquier a > 0 es también valido.

A continuacién veremos que esta construccion es esencialmente 6ptima.
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2.4. COTAS SUPERIORES PARA EL TAMANO DE CONJUNTOS DE SIDON

Se define F'(n) como el mayor ntimero de enteros positivos que podemos seleccio-
nar de entre los n primeros con la propiedad de que todas la diferencias son distintas.
Es decir,

F(n) = méx{|A|, AC{1,...,n}, A conjunto de Sidon}.

La tltima construccién nos proporcioné la estimacién F(n) > n'/2 — O(n%2625+¢),

La notacién g(n) = O(f(n)) significa que |g(n)| < Cf(n) para alguna constante
C > 0 que no depende de n. También utilizaremos la notacién g(n) > f(n) para
indicar que g(n) > ¢f(n) para alguna constante ¢ > 0 que de nuevo no depende
de n.

Un sencillo argumento, que no es mas el que principio del palomar, permite
hallar una primera cota superior para F'(n): como el niimero de diferencias positivas
en un conjunto de Sidon es (‘él), y todas ellas son menores que n, tenemos que
(l“;”) < n —1, de donde deducimos la cota superior F(n) < v/2n + 1.

Contando sélo las diferencias pequenas en lugar de todas las diferencias, Erdds
y Turan [15], y posteriormente Lindstrém [20] con un resultado més preciso, consi-
guieron mejorar esta estimacién. La cota obtenida por Lindstrém,

F(n) <n'/2 4 n'/* 41,

sigue imbatida 40 afios después.

Este es el momento de desvelar la solucién al problema propuesto al inicio de
la primera seccién. El conjunto {1,2,5,10,16,23,33,35}, con 8 elementos, es un
conjunto de Sidon de tamano méaximo en el conjunto de los 35 primeros enteros
positivos. De hecho, aunque es mas dificil de demostrar, este conjunto y su reflejo
son los tinicos con 8 elementos.

Una manera grafica de comprobar que este conjunto es de Sidon consiste en
dibujar su triangulo de diferencias y comprobar que todas ellas son distintas. La
primera fila se completa calculando las diferencias entre los términos consecutivos
del conjunto. Para ir completando el resto de las filas hay que sumar los dos vecinos

de arriba y restar el de mas arriba, que supondremos 0 cuando calculemos la segunda
fila:

1 3 5 6 7 10 2
4 8 11 13 17 12
9 14 18 23 19
15 21 28 25
22 31 30
32 33
34

Ahora nos queda por ver que realmente no podemos encontrar un conjunto de
Sidon de més elementos en este conjunto. Supongamos que hubiera uno de 9 elemen-
tos. La suma de las diferencias consecutivas es una suma telescopica que se estima
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facilmente,
(ag —a1) + (ag —az) + -+ (as — ar) + (ag — ag) = ag — a1 < 34.

Por otra parte, como las 8 diferencias que hemos escrito arriba son todas distintas,
su valor debe ser por lo menos 1+ 2+ --- + 8 = 36, lo que nos da la contradiccién.

Erd6s conjeturd que F(n) < n'/2 4+ O(1). Aunque hay evidencias numéricas y de
otro tipo que hacen sospechar que esta conjetura no es cierta, nadie ha sido capaz
de refutarla. Se cree que la conjetura acertada es la siguiente.

CONJETURA 1. Para todo € > 0, F(n) < nl'/? 4+ O(nf).

3. DISTRIBUCION DE LOS RESIDUOS CUADRATICOS, EL ULTIMO TEO-
REMA DE FERMAT EN F, Y OTRAS APLICACIONES DE LOS CON-
JUNTOS DE SIDON

Recientemente hemos encontrado [7] unas aplicaciones inesperadas de los con-
juntos de Sidon al estudio de problemas clasicos sobre la distribucién de algunas
sucesiones en Z,. Los resultados no son nuevos, pero las demostraciones son pura-
mente combinatorias. Todas las demostraciones conocidas hasta la fecha, incluyendo
las originales de Vinogradov, utilizan el anélisis de Fourier en grupos y necesitan de
estimaciones de sumas trigonométricas.

La idea que hay detras de este nuevo método es que si A es un conjunto de
Sidon de tamafio méximo en un grupo finito GG, entonces A esté bien distribuido en
subconjuntos de G con ciertas condiciones de regularidad.

Ya vimos que los conjuntos de Sidon descritos en la seccién anterior son de tamano
maximo. Seran estos tres conjuntos de los que nos serviremos para las aplicaciones
que queremos presentar.

Muchos de los problemas clasicos que trataremos se traducen facilmente en esti-
mar cuantos elementos de un determinado conjunto de Sidon caen en un subconjunto
apropiado.

El siguiente lema va a ser el ingrediente principal en todas las aplicaciones. Aun-
que podriamos presentar una versién mas general, hemos preferido adaptarla a los
ejemplos de la secciéon anterior. Su demostracién, que nos ha parecido oportuno
omitir en este ensayo dirigido a un publico amplio, es puramente combinatoria.

LEMA 1. Sea A C G cualquiera de los tres conjuntos de Sidon descritos en la
subseccion 2.3. Para cualesquiera subconjuntos B,C C G, existe un ¢ € C tal que

Al|B B\ /? .
AmB|—|||G||| §<3p||0:> +|lan B - lan B
donde B. =B\ (B+¢) yB°=(B+c¢)\B.

El conjunto de Sidon A y el conjunto B se elegiran de manera adecuada para cada
problema, y el conjunto C' es un conjunto auxiliar que elegiremos para minimizar la
parte derecha de la desigualdad.



158 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

Por ejemplo, si B es un subgrupo, elegiremos C = B. De esa manera B, = B = ()
y obtenemos la estimacion
AlBI|

Amﬂ—@n (39). @)

3.1. EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT EN F,

El ultimo teorema de Fermat, finalmente demostrado por Wiles, afirma que la
ecuacion z" +y" = 2™, xyz # 0, no tiene soluciones enteras si n > 3. Es conocido que
sin embargo la ecuacién z™ + y™ = z™ (mdéd p), xyz # 0, si que tiene soluciones si p
es suficientemente grande. Existe una demostracién combinatoria debida a Schur y
basada en la teoria de Ramsey que da una estimacién muy mala para el tamano de p
a partir del cual la ecuacion tiene solucién. La demostracién clasica que proporciona
la mejor estimacién que se conoce para p expresa el nimero de soluciones de la
ecuacion de Fermat como una suma trigonométrica. A partir de ahi se obtiene un
término principal y un error que se puede estimar acotando las sumas trigonométricas
restantes.

Veremos como se pueden utilizar los conjuntos de Sidon para conseguir este
mismo resultado utilizando solamente métodos combinatorios.

Antes, una pequena observaciéon. Como el grupo multiplicativo IF; €s un grupo
ciclico de p—1 elementos, la ecuacién de Fermat se convierte en trivial si (n,p—1) = 1,
porque todos los elementos de IE‘; son n-potencias. Es facil ver que el estudio de la
ecuacién de Fermat puede reducirse a los casos donde n | (p — 1).

TEOREMA 1. Sean | (p—1), conp primo. La ecuacion ™ +y"™ = 2™ (méd p), xyz #
0, tiene p* + O(p*/?n?) soluciones.

En particular, si p> n* la ecuacién de Fermat tiene soluciones en Fy.

DEMOSTRACION. Como todo elemento en F,, distinto de 0 tiene inverso, cada so-
lucién de la ecuacion 2™ + y™ = 1 (mdd p), zy # 0, genera p — 1 soluciones de la
ecuacion original. A su vez, si g es una raiz primitiva, cada soluciéon de la ecuacion
g° +¢Y =1 (méd p), z,y € nZ,_1, corresponde a n? soluciones de la ecuacién
anterior. Resumiendo,

#{(xvyvz)v xn + yn = Zn) Yz 7é O}
(p—1)n? '

#{(z,y), ¢ +9¢" =1, x,yenl, 1} =

Pero la cantidad de la izquierda es justamente |A N B|, donde A es el conjunto
de Sidon de p — 2 elementos A = {(z,y), ¢° +¢¥ =1 (méd p)} C Zp_1 X Zp_1
comentado en la subseccién 2.4 y B es el subgrupo B = (nZy_1) X (nZp—_1).

Finalmente utilizamos (2) y el hecho de que, en este caso, % = pn;f. O
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3.2. DISTRIBUCION DE RESIDUOS CUADRATICOS

Si p es primo, la mitad de los restos no nulos (méd p) son cuadrados y la otra
mitad no lo son. Los (p — 1)/2 residuos cuadraticos coinciden con el conjunto
{12,22,...,(%)2}. Por ejemplo, si p = 13, los residuos cuadréticos son 1,3,4,
9,10,12, y los no cuadraticos 2,5,6,7,8,11.

Si nos dedicamos a calcular los residuos cuadraticos para primos grandes, obser-
varemos que aparentemente estan bien distribuidos en Zj; es decir, que aproxima-
damente la mitad de los restos en cada intervalo son residuos cuadraticos.

El siguiente resultado es clasico y su demostracion utiliza las desigualdades de
Poélya-Vinogradov para sumas trigonométricas. La demostracion que presentamos
aqui es puramente combinatoria.

TEOREMA 2. Sea p un numero primo. Para todo € > 0, el numero de residuos
cuadrdticos en un intervalo I C Z, es |I|/2 + O(p'/?*¢).

DEMOSTRACION. La primera observacién es que como (—z)? = x? (méd p), el nt-

mero de elementos del conjunto de Sidon A = {(z,z?), = € Z, \ {0}} que estdn en
B = Z, x I cuenta exactamente dos veces el nimero de residuos cuadraticos en I.
Es decir,
AN B

5
Una vez traducido nuestro problema a estimar el niimero de elementos de un conjunto
de Sidon A que pertenecen a un conjunto B, podemos utilizar el lema 1.

Ser4 conveniente elegir el conjunto auxiliar C = Z,x |0, |I|/p*®]. En esta situacion,
el lema 1 da lugar a la desigualdad

IAIIBI‘
G|

#{residuos cuadréticos en I} =

‘AmB| §2p1/2+6+‘|AmBC|—|AmBC\

para algin ¢ € C. Los nuevos conjuntos B, y B¢ son también conjuntos de la forma
B. =72, x 1.y B° =7, xI°donde I, y I¢ son intervalos de la misma longitud,
pero ahora de longitud |I.| = |I¢| < |I|p~2¢. Esto nos permite escribir

| Al Be| Al Be|
G| G|

’\AQBC|7|AOBC|

< ‘|AQBC|

+’|AQBC

Ahora iteramos el argumento para estos nuevos conjuntos. En cada paso, los
intervalos I reducen su longitud en un factor p~2¢. Después de no mas de ¢! itera-
ciones, habremos conseguido que los intervalos tengan longitud |I.| = |I¢]| =1, y en
cada uno de ellos habra como mucho un residuo cuadratico. O

3.3. RAICES PRIMITIVAS

Si g es una rafz primitiva, sus potencias g, g%, ..., g?~! generan todo Z, excepto
el 0. Si en lugar de considerar todas las potencias, consideramos las primeras, pon-
gamos ¢, g%, ..., g™, es de esperar que estos elementos estén bien distribuidos en L.
De hecho, éste es un algoritmo que se utiliza para generar nimeros aleatorios.
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Los conjuntos de Sidon también permiten dar una prueba combinatoria de este
hecho.

TEOREMA 3. Sea g una raiz primitiva en F),. Para todo € > 0 y cualesquiera in-

tervalos I, J C Zy, el ndmero de potencias g%, x € I, que estdn en J es |I||J|/p+
O(p1/2+6).

DEMOSTRACION. El problema se traduce en estimar | AN B| donde A es el conjunto
de Sidon A = {(z,¢%), © € Zp_1} C Zp_1 X Zp y B el subconjunto B = I x J. Se
procede de manera similar al caso anterior. O

4. SUCESIONES DE SIDON INFINITAS

Nuestro conocimiento sobre las sucesiones infinitas de Sidon es mucho més escaso.
No se sabe, ni siquiera de una manera aproximada, cual es el crecimiento més lento
que puede llegar a tener una sucesion de Sidon. Utilizaremos el término «sucesion
de Sidon» para referirnos a conjuntos de Sidon infinitos.

La sucesiéon de las potencias de dos es una sucesiéon de Sidon porque claramente
2 428 = 27" 4 9¥ = [j k} = {j/,K'}. Es natural preguntarse por sucesiones de
Sidon con un crecimiento més lento, por ejemplo de tipo polindémico.

;Para qué valores de k, la sucesion A = {n*, n > 1} es una sucesion de Sidon?

Seguramente el lector ya haya observado que el problema es equivalente a decidir
si la ecuacion
o b yF = Uk 4P

tiene soluciones no triviales y que entonces es por lo menos tan dificil como el
altimo teorema de Fermat. Se sabe que para k = 2, 3,4 la ecuacién anterior si tiene
soluciones y se conjetura que no las tiene para k£ > 5. Sin embargo no se conoce
ningin polinomio p(z) para el cual la sucesion A = {p(n), n > 1} sea de Sidon.

La manera de medir el tamano de sucesiones infinitas es por medio de la funcién
contadora de la sucesién, A(n) = [{a < n, a € A}|. A la vista de lo que ya hemos
visto para conjuntos finitos, tenemos que, si 4 es una sucesién de Sidon, entonces

A(n) < F(n) <n'/? +n'* 41,

por lo que parece natural preguntarse si existe alguna sucesiéon de Sidon A tal que
A(n) > n'/2. Es decir, si existe una sucesién que tenga un crecimiento parecido al
de la sucesién de los cuadrados.

Erdés [27] demostré que no existe tal sucesién. Més concretamente, demostréd
que si A es una sucesion de Sidon infinita entonces

A(n)

liminf ————— < .

n—oo /n/logn
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Como contrapunto a este resultado, Kriickeberg [19] demostrd la existencia de

una sucesién de Sidon con
Hmsup A0 — L
ey vnoooV2

y Erdds conjeturé que la constante 1/v/2 puede ser sustituida por 1. Hay buenas
razones, sin embargo, para dudar de la veracidad de esta conjetura.

¢Cudl es el menor crecimiento que puede tener una sucesion de Sidon? ;Para
qué valores de o existe una sucesién de Sidon A con A(n) > n®?

Erdés conjeturd que para todo « < 1/2.

CONJETURA 2. Para todo € > 0, existe una sucesién de Sidon A con A(n) > nz~¢.

La sucesién de Mian-Chowla definida al principio de la seccién 2 satisface A(n) >
n'/3. Ajtai, Kolmos y Szemerédi [2] demostraron la existencia de una sucesién infinita
de Sidon tal que A(n) > (nlogn)'/3.

Y asi estaban las cosas hasta que, hace diez
aflos, Ruzsa [26] sorprendi6 con una construccién
realmente ingeniosa que demostraba la existencia
de una sucesién infinita con

A(n) > V210,

El término o(1) refleja una cantidad que tiende a
cero cuando n tiende a infinito.

Para cada nimero real 8 € (1,2) Ruzsa consi-
dera la sucesion Ag = {a,, p primo} donde cada
término a, se construye barajando de una manera
muy ingeniosa los digitos de la expansion binaria
de Blogp, para luego sacar partido al hecho de
que los primos forman una sucesién de Sidon mul- Imre Ruzsa
tiplicativa. Finalmente demuestra con argumentos
probabilisticos que, para casi todo 3, a la sucesion Ag le podemos quitar unos pocos
elementos para que sea de Sidon.

La parquedad de nuestra breve explicacién no hace justicia a los argumentos tan
sutiles que Ruzsa utiliz6 en esta construccion. Si definimos

a1 = sup {lim inf M

, A Sidon} ,
n— 00 ogn
los resultados anteriores implican que
V2-1<a; <1/2.

La cota inferior se deduce de la construccién de Ruzsa, y la cota superior es conse-
cuencia de la estimacion trivial A(n) < n'/? para cualquier conjunto de Sidon. Con
esta notacién la conjetura 2 se traduce en que oy = 1/2.
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Las construcciones de Szemerédi y de Ruzsa son probabilisticas, por lo que no
ofrecen una construccién explicita de la sucesion. Incluso en la sucesién de Mian-
Chowla, aunque es deterministica, el valor de a,, depende del calculo de todos los
anteriores términos. Hasta hace muy poco no se conocia ninguna sucesion de Sidon
con un crecimiento polinémico que fuese explicita.

Recientemente [6] hemos construido una sucesién de Sidon explicita con A(n) >
nt/3=0() | cuyo término enésimo es

an:Z2

jz1

M2 (L2_](J_1)/2(n)2j<y'+1>/2j +2* L2_3(]_1)(n2)2j(”1)J) G

donde (x),, es el menor residuo no negativo congruente con z méd m.
En la siguiente seccién daremos una idea de dénde proviene esta construccion.

5. CONJUNTOS DE SIDON EN DIMENSIONES SUPERIORES
s Cudntos puntos de coordenadas enteras podemos situar en el cuadrado [1,n]?
sin que haya cuatro formando un paralelogramo?

Los tres ejemplos de conjuntos de Sidon en grupos bidimensionales descritos en la
seccion 2 son en particular conjuntos de Sidon en N x N. Obsérvese que la condicién
de ser conjunto de Sidon en N? es equivalente a no contener cuatro puntos que
formen un paralelogramo.

Si definimos F(n,n) = méx{|A|, A C [1,n]?, A Sidon}, jcuél es el valor de
F(n,n)?

Lindstrém [22] demostré que F(n,n) < n 4 O(n?/3) y conjeturé que

F(n,n) <n+0O(1).

Aunque la conjetura anédloga para el caso de dimensién uno parece inaccesible
hoy en dia, hemos podido demostrar [6] que, para infinitos valores de n,

F(n,n) > n+ lognlogloglogn,

refutando asi la conjetura de Lindstrom. Probablemente F(n,n) < n + O(n€) para
todo € > 0. Pero si esta conjetura fuese cierta sera realmente dificil de demostrar
porque, como hemos obervado en [6], implicaria la conjetura de Vinogradov; a saber,
que para todo € > 0 y para todo primo p suficientemente grande, el menor residuo
cuadratico méd p es menor que p°.

En el caso de sucesiones de Sidon infinitas en N* se ha demostrado [6] que,
andlogamente a lo que ocurria en dimensiéon uno, para toda sucesion de Sidon infinita
se tiene que liminf, . A(n,n)/(n/logn) < oo.

En [6] también se describe una manera explicita de transformar sucesiones de
Sidon infinitas en N? en sucesiones de Sidon en N, y viceversa, de manera eficiente;
es decir, sin perder mucha densidad. Si definimos A([1,n]¢) = |AN[1,n]¢] y

d
g = sup {lim inf log A((1, n) AL n]%)

n—0o0 ogn

, A Sidon en Nd} ,
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la transformacién a la que nos referimos permite demostrar que ag = da;. Esto
nos permite concluir que el problema de encontrar sucesiones de Sidon infinitas es
equivalente en todas las dimensiones.

El interés de este resultado es que las construcciones de conjuntos de Sidon
parecen ser més sencillas en dimensiones superiores. Por ejemplo, la sucesion infinita
A = {(n,n?), n € N} es una sucesién de Sidon en N* que se convierte, mediante
una variante de la transformacién anterior, en la sucesién descrita en (3).

6. CONJUNTOS By,

La nocién de conjunto de Sidon se extiende de manera natural a conjuntos donde
todas las sumas de h elementos del conjunto son distintas. Los conjuntos de Sidon
son precisamente los conjuntos By, y se los denomina de las dos maneras.

¢Cudl es el mayor tamano que puede tener un conjunto By en {1,...,N}?

Para h > 3 se desconoce cudl es el comportamiento asintético de esta cantidad,
a la que denominaremos F},(N). Es decir,

Fu(N) = max{|A|, Ac{l,...,N}, A€ B,}.

Se conjetura que Fp,(N) ~ N/" para todo h > 2, pero sélo se sabe para el caso
h=2.

Para ¢ una potencia de un primo, Bose y Chowla [4] construyeron un conjunto
B en Zgn_; con q elementos que, emulando el argumento utilizado en la seccién 2
para los conjuntos de Sidon, nos proporciona la cota inferior

NYR(1 4 0(1)) < Fi(N).

La cota superior es mucho méas esquiva. El nimero de sumas ordenadas de h
elementos es (“A‘J{thl), y como todas las sumas son < hN, el principio del palomar
nos da una primera cota superior (trivial), F,(N) < (k- h)Y/EN/P,

En 1969 Lindstrom [21] demostré que Fy(N) < 8/4N'/4. La euforia del que
escribe estas lineas cuando, después de 30 anos de la cota de Lindstrom, consiguio
mejorarla [5] hasta Fy(N) < (7,83)'/4N'/* dur6 poco. En su primer articulo, Ben
Green [16] rebaj6 esta cota hasta Fy(N) < 7V/AN/4,

6.1. SUCESIONES Bj INFINITAS

Si las dificultades para obtener buenas estimaciones de conjuntos By, finitos con
h > 3 son grandes, no lo son menos para sucesiones infinitas.

Si A € Bj, es una sucesion infinita, entonces A(n) < Fj(n) < n'/", por lo que
cabe preguntarse si existe alguna tal que A(n) > n'/".

Para h par se sabe que la respuesta es negativa, pero para h impar el problema
estd completamente abierto, incluso para el primer caso h = 3.
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La sucesién de Sidon de Mian-Chowla se puede generalizar facilmente a suce-
siones By,. Definimos a; = 1 y, por recursion, definimos a, como el menor entero
positivo tal que a,, # a;, +---+a;, — (@i, ., + - -+0iy,_, ), i1,...,92n—1 < n—1. Como
a lo més hay (n — 1)2"~! enteros prohibidos, necesariamente a,, < (n — 1)2*=1 4 1.

En términos de la funcién contadora esta sucesién satisface A(n) > n!/(h=1) y
no se conoce ninguna construccién mas densa que ésta. La construccion de Ruzsa
para el caso h = 2 no ha conseguido adaptarse para h > 3.

CONJETURA 3. Para todo € > 0 existe una sucesion A € By, tal que A(n) > n'/h=¢,

7. LOS CONJUNTOS Bslg] Y LA CONJETURA DE ERDOs-TURAN

Dado un conjunto de enteros A se define r(A, n) como el nimero de representa-
ciones de n de la forma n = a + d’, con a < d/, a,a’ € A. Por ejemplo, podemos
definir los conjuntos de Sidon como aquéllos tales que r(A4,n) < 1 para todo n.

¢FExiste alguna sucesion infinita de enteros no negativos A tal que r(A,n) es
constante para todo n suficientemente grande, pongamos n > ngy?

La respuesta es que no. Los analistas apreciaran sin duda el siguiente argumento
de Dirac [11]. Sea la funcién f(z) = >, 4 2% |z| < 1. Entonces

Play= ) =) HAn):"

a,a’ €A n>0

donde 7(A,n) cuenta el nimero de representaciones de n = a + o/, a,a’ € A.
Observando que 7(A,n) = 2r(A,n) — 1, si n = 2a para algin a € A, y #(A,n) =
2r(A, n) en otro caso, podemos escribir

fA(z) =2 Z r(A,n)z" — Z 2z,
n>0 acA
Si asumimos que (A, n) = C para todo n > ng, obtenemos la igualdad
"o
1—2z’

fA(2)+ f(z*) =2 Z r(A,n)z" +2 Z r(A,n)z" = P(z) +2C

0<n<ng n>ng

donde P(z) es un polinomio de grado ng — 1.

Cuando z — —1 la parte de la derecha tiende a P(—1) + C(—1)" < o0, y la
parte de la izquierda diverge, ya que f2(z) > 0y f(2?) — f(1) = oo, obteniendo
una contradiccion.

Imponer la condicién de que r(A, n) sea constante para n suficientemente grande
puede parecer muy exigente, y el resultado de Dirac era previsible.

&Y si sdlo pedimos, por ejemplo, que 1 < r(A,n) < 10007

Aqui es donde hace su aparicién la que se considera la conjetura mas importante
en la teoria aditiva de ntimeros.
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CONJETURA 4 (Erd8s-Turdn). Si r(A,n) > 1 para todo n > 1, la funcion r(A,n)
no estd acotada uniformemente en n.

Aunque parece que se estd muy lejos de demostrar esta conjetura por la que
Erdés ofrecia 500 délares, hay sin embargo algunos resultados prometedores. Nesetril
y Serra [24] han hecho uso de la teoria de Ramsey para demostrar que la conjetura
de Erdds-Turan es cierta para una clase muy extensa de sucesiones.

Finalizamos esta secciéon con una variante de la conjetura.

¢ Existe alguna sucesion de enteros positivos A con la propiedad de que todo entero
positivo se puede representar de manera unica como diferencia de dos elementos

de A?

A estos conjuntos se les denomina conjuntos de diferencias perfectas y su cons-
trucciéon es muy sencilla.

Empecemos con A; = {0, 1}, que nos sirve para representar el 1. Para representar
el 2 afiadiremos dos nuevos elementos {z, z + 2} que no den lugar a diferencias que
ya tenfamos. Por ejemplo Ay = A; U {4,6}. En el paso k, si la diferencia k ya
habia aparecido anteriormente no anadimos ningtin elemento, Ay = Ax_1. Y si no
habia aparecido todavia, definimos Ay = Ak_1 U {z,z + k} donde x es el menor
entero positivo tal que los dos nuevos elementos anadidos no dan lugar a diferencias
repetidas. El conjunto A = Ui Ay es un conjunto de diferencias perfectas.

Lo dificil en este problema es construir un conjunto de diferencias perfectas lo
mas denso posible. Dado que los conjuntos de diferencias perfectas son en particular
conjuntos de Sidon, no podemos esperar ningtn resultado mejor sobre la densidad
de estos conjuntos de los que se tienen para los conjuntos de Sidon.

Pero si nos podemos servir de los conjuntos de Sidon para construir conjuntos
de diferencias perfectas densos; de hecho casi tan densos como cualquier conjunto
de Sidon dado. En [8] se demuestra que para cualquier conjunto de Sidon B existe
un conjunto de diferencias perfectas A tal que A(z) > B(z/3). En particular, existe
un conjunto A de diferencias perfectas con A(z) > zV2~1-0(1),

7.1. SUCESIONES Bslg]

Se dice que un conjunto .4 es un conjunto Bsg], o simplemente A € Bs[g], si
r(A,n) < g para todo n. Y se define

F(N,g) =méx{|A|, AcC{1,...,N}, A€ Bsyg|}.

El caso g = 1 corresponde a los conjuntos de Sidon y ya hemos visto en una
seccién anterior que F(N,1) ~ N1/2,

Para g > 2 el problema se complica mucho més. Durante mucho tiempo las
Unicas estimaciones conocidas eran la que se obtiene de manera trivial utilizando el
principio del palomar (para la cota superior) y la que se obtiene pegando conjuntos
de Sidon de la manera obvia,

(gN)/? < F(N,g) < 2(gN)"/2,
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Lo . , F(N , -
Ni siquiera se sabe si existe limy_, 1571 /’Qg). Pero los nuevos métodos utilizados

en [9] han ido depurédndose para obtener sucesivas mejoras de estas estimaciones. Si
llamamos

.. F(N,g) ) F(N,g)
alg) = lminf —=7=,  Blg) = hzrvnfip iz
los mejoras sucesivas han sido las siguientes:
% >1 ([18]) % <2 (trivial)
2106-c () Sreu (i)
> 11 23 <1,
S ELOB <1830  ([23)
donde ¢, — 0 cuando g — oo. Es decir,
2
2 <P ) e

VT T g T Vg T
Como este ensayo esta lleno de conjeturas, también me permito yo hacer una:

CONJETURA 5. liminf, . &\/%) = limsup,_,, % =2/\/7.

8. PROBLEMAS SIN RESOLVER

Un articulo donde el principal protagonista es Erdés no puede dejar de contener
una seccién dedicada a problemas abiertos. Erd6s propuso muchos problemas en su
vida, y solia ofrecer una cantidad por la resoluciéon de algunos de ellos, en funcién
de la dificultad de cada problema.

Hace afios recibi una carta de Erdés donde me contestaba muy amablemente
sobre una consulta que le hice referente a sucesiones de Sidon en los cuadrados. No
puedo evitar reproducir el fragmento de la carta donde se despedia, como era su
estilo, proponiendo un nuevo problema.

Here is I think a new problem on Sidon A '
sequences: Let f(n) be the largest inte- & m ]Mf amf%”my(?;;&

ger for which there is a Sidon sequence

of f(n) terms up to n. Is it true that — [gyms ple m ik Dute Thot for V013 £

T S -fm) "
for every k 7 % %i’( i///, MM A e V7)
T (f(n+ k) — f(n)) = 17 orksgt B dome At |
oo ol raqapdn To gowand collesgar
(perhaps the same holds if k is replaced M %
by ey/n).

Exponemos a continuacién una amplia lista de problemas abiertos, asi como
diversos comentarios sobre su estado actual.
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1. Conjetura de Erdds-Turdn: Sea A una sucesion infinita de enteros positivos.
Sir(A,n) > 1 para todo n, entonces r(A,n) no estd acotada superiormente.
Erdés y Renyi, con métodos probabilisticos, demostraron la existencia de una
sucesién cumpliendo 1 < r(A,n) < logn.

Ruzsa ha construido una sucesiéon A tal que 1 < r(A4,n) para todo n y
YenTH(AN) < 2.

El andlogo multiplicativo de la conjetura de Erdés-Turdn es cierto: Sip(A,n) >
1 para todo n, entonces p(A,n) no estd acotada superiormente. Ahora p(A,n)
cuenta el nimero de representaciones de n de la forma n = aa’, con a,a’ € A.

2. Conjetura: Si A es una sucesion infinita de enteros positivos y A(z) > x'/?
entonces r(A,n) no estd acotada.
Obsérvese que, si (A, n) > 1 para todo n, entonces A(z)* > Y, . r(A,n) >
x, por lo que esta conjetura implica en particular la conjetura de Erdés-Turan.

3. Conjetura: Para todo e > 0 existe una sucesion de Sidon tal que A(n) > n'/2~

Ruzsa ha demostrado que tal sucesién existe para el exponente v/2 — 1 — €.

Erdds y Renyi [14] demostraron que, para todo € > 0, existe un g y una sucesién
A € Bylg] tal que A(z) > x/27¢. Este trabajo inaugur el uso de los métodos
probabilisticos en la teoria aditiva de niimeros.

4. ;Euiste alguna sucesion infinita A € Bs tal que A(n) > n'/3?
Para h par se sabe que no existe ninguna sucesién A € By, tal que A(z) > z/".
No se sabe la respuesta para ningin h impar, aunque se cree que tampoco
existen.

An) _

5. Conjetura: Erxiste una sucesion de Sidon A tal que limsup 5 = 1.

Esta conjetura de Erdds puede ser falsa. Quizas solo se puede llegar a 1/+/2.

6. sCudl es el conjunto de Sidon de mayor tamano en Z, ?
Se sabe con exactitud paran =¢?>+q¢+1, n=¢>* -1y n =p(p—1). Para
cualquier otro n no se conoce absolutamente nada que no sea trivial. Es facil
observar que cualquier conjunto de Sidon en {1,...,[n/2]} es, en particular,

un conjunto de Sidon en Z,, por lo que Z, contiene al menos un conjunto de
Sidon de ~ 4/n/2 elementos.

7. sEuxiste una sucesion A € By, tal que limsup,,___ A(n)/n'/" > 02
Kriikeberger construyé una sucesion By para la que este limite es 1/v/2. Aun-
que en [17] se afirma que esta construccién se puede generalizar ficilmente
para todo h > 3, eso no es cierto.

8. Encontrar un polinomio p(x) tal que la sucesion p(1),p(2),...,p(n),... sea de
Sidon.

Se cree que p(z) = x°

es uno de ellos.

9. Demostrar que F(n) < n'/2+0(n¢), o al menos mejorar la estimacion F(n) <
/2 L pl/A g,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.
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Incluso demostrar que F(n) < n'/2 +0,999n'/* serfa algo verdaderamente
notable.

Demostrar que F(n,n) < n+ O(n¢) para todo € > 0.
Se sabe cierto para e = 2/3.

sFEs cierto que todo conjunto de n enteros contiene un conjunto de Sidon de
tamanio ~ n'/??

Se sabe [1] que todo conjunto de n enteros contiene un subconjunto de Sidon
de més de Zn'/? elementos.

sExiste un conjunto de Sidon convero A C {1,...,n} con |A| > nl/??

Por conjunto convexo se entiende un conjunto con diferencias consecutivas
crecientes. Se cree que no existe ningin conjunto de estas caracteristicas.

4 Cudl es el mayor tamano de un conjunto de Sidon A C {12,...,n?}?
Se sabe que existe alguno con > n2/3

de tamafio > nl—¢.

elementos. No se sabe si puede haberlos

¢Cudl es el mayor tamarnio de un conjunto de Sidon A C {1,...,n} con la
propiedad de que todos los productos de dos elementos del conjunto son también
distintos?

Es decir, se pregunta por conjuntos que sean simultdneamente conjuntos de

Sidon aditivos y multiplicativos. Ruzsa conjetura que el tamano deberia ser
1/2
~mnt/Z

& Cudl es el crecimiento de la sucesion de Mian-Chowla?

¢ Cudntos subconjuntos de Sidon hay en {1,...,n}?
Si llamamos F'(n) al tamafio del mayor conjunto de Sidon en {1,...,n} y S(n)
al nimero de subconjuntos de Sidon en {1,...,n} se tiene la estimacion trivial,

2F(n) < S(n) < ZJF:(?) (?) Como sabemos que F(n) ~ n'/2, la estimacién
anterior se traduce en n'/? < logS(n) < n'/?logn. Cualquier mejora de
estas estimaciones seria interesante.

AGRADECIMIENTOS: Quisiera agradecer a Fernando Chamizo, Adolfo Quirés y Carlos
Vinuesa las oportunas observaciones y correcciones al manuscrito preliminar.

REFERENCIAS

[1]
2]

[3]

H. L. ABBOT, Sidon sets, Canadian Mathematical Bulletin 32 (1990), 335-341.
M. Ajtal, J. KoLMOs Y E. SZEMEREDI, A dense infinite Sidon sequence,
European Journal of Combinatorics 2 (1981), 1-11.

R. C. BAKER, G. HARMAN Y J. PINTZ, The difference between consecutive
primes, I1, Proceedings of the London Mathematical Society 83 (2001), 532-562.



LA GACETA * SECCIONES 169

[4]

[5]

[16]
[17]
[18]
[19]
[20]
[21]
22]
[23]
[24]

[25]

R. C. Bose Y S. CHOWLA, Theorems in the additive theory of numbers, Com-
mentarii Mathematici Helvetici 37 (1962/1963), 141-147.

J. CILLERUELO, New upper bounds for Bj, sequences, Advances in Mathematics
(2001) 159, n.° 1, 1-17.

J. CILLERUELO, Sidon sets in higher dimensions. En preparacion.

J. CILLERUELO, Sidon sets and the distribution of powers in IF,,. En preparacion.
J. CILLERUELO Y M. NATHANSON, Perfect difference sets constructed from
Sidon sets, Combinatorica. En prensa.

J. CILLERUELO, I. RuzsA v C. TRUJILLO, Upper and lower bounds for finite
Bs[g] sequences, Journal of Number Theory 97 (2002), n.° 1, 26-34.

J. CILLERUELO Y C. VINUESA, Bj[g] sequences and the Schinzel’s conjecture.
En preparacion.

G. A. DIrAc, Note on a problem in additive number theory, Journal of the
London Mathematical Society 26 (1951), 312-313.

P. ErDOS, Carta personal fechada el 22 de marzo de 1991.

P. ERDGS, On a problem of Sidon in additive number theory, Acta Scientiarum
Mathematicarum Univ. Szeged 15 (1953/54), 255-259.

P. ErDOs Y A. RENYI, Additive properties of random sequences of positive
integers, Acta Arithmetica 6 (1960), 83-110.

P. ERDOs Y P. TURAN, On a problem of Sidon in additive number theory and
some related problems, Journal of the London Mathematical Society 16 (1941),
212-215; Addendum (por P. Erdés), ibid. 19 (1944), 208.

B. GREEN, The number of squares and B}, [g] sequences, Acta Arith. 100 (2001),
365-390.

H. HALBERSTAM Y K. F. ROTH, Sequences, vol. I, Oxford University Press,
1966 (2nd ed., Springer-Verlag, New York, 1983).

M. KoLOUNTZzAKIS, The density of Bj[g] sequences and the minimun of dense
cosine sums, Journal of Number Theory 56 (1996), 4-11.

F. KRUCKEBERG, By-Folgen und verwandte Zahlenfolgen, Journal fir die reine
und angewandte Mathematik 206 (1961), 53-60.

B. LINDSTROM, An inequality for Bg-sequences, Journal of Combinatorial
Theory 6 (1969), 211-212.

B. LINDSTROM, A remark on By-sequences, Journal of Combinatorial Theory
7 (1969), 276-277.

B. LINDSTROM, On Bs-sequences of vectors, Journal of Number Theory 4
(1972), 261-265.

G. MARTIN Y K. O’BrRYANT, Constructions of generalized Sidon sets, Journal
of Combinatorial Theory, Ser. A 113 (2006), n.° 4, 591-607.

J. NESETRIL Y O. SERRA, The Erdés-Turan property for a class of bases, Acta
Arithmetica 115 (2004) n.° 3, 245-254.

I. RuzsA, Solving a linear equation in a set of integers I, Acta Arithmetica 65
(1993), 259-282.



170 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

[26] 1. Ruzsa, An infinite Sidon sequence, Journal of Number Theory 68 (1998),
63-71.

[27] A. STOR, Geloste und ungeloste Fragen tiber Basen der natiirlichen Zahlenreihe.
L, 11, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik 194 (1955), 40-65, 111—
140.

[28] G. YU, An upper bound for By[g] sets, Journal of Number Theory 122 (2007),
211-220.

JAVIER CILLERUELO, DPTO. DE MATEMATICAS, FACULTAD DE CIENCIAS, UNIVERSIDAD AUTONOMA
DE MADRID, 28049-CANTOBLANCO (MADRID)
Correo electrénico: franciscojavier.cilleruelo@uam.es



