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1 INTRODUCCIÓN

Cuando temas aparentemente distintos de las matemáticas se nos pre-
sentan súbitamente y en armońıa para resolver conjuntamente un problema,
explicar un fenómeno o esclarecer un concepto, no solamente nos revelan la
belleza abstracta de nuestra ciencia sino que nos muestran la unidad dialéctica
del pensamiento matemático.

Ejemplos trascendentales que reflejan esto, lo constituyen la Geometŕıa
Anaĺıtica de Descartes, que hizo converger el Álgebra y la Geometŕıa Eucli-
diana, o el Cálculo Diferencial e Integral de Leibnitz y Newton, que a través
del Teorema Fundamental del Cálculo establece una impredecible conexión
entre área y tangente.

Ambas teoŕıas revolucionaron las matemáticas de su época, y constituyen
hoy en d́ıa puntos de referencia de etapas históricas para los filósofos e histo-
riadores de las ciencias.

Pero la convergencia de temas y conceptos no está solamente vinculada
a momentos trascendentales de cambio, sino que forma parte consustancial
de nuestro trabajo. Precisamente, con este art́ıculo deseamos demostrar la
profunda conexión entre ciertos aspectos del Álgebra (anillos booleanos), la
Topoloǵıa (espacios métricos) y la Teoŕıa de la Medida, que siendo más o
menos conocida por especialistas de esta última rama, es quizás muy poco
divulgada.

Veremos cómo se identifican la extensión de una premedida con el comple-
tamiento de ciertos espacios métricos, los espacios de funciones integrables con
espacios de funciones continuas, la integración impropia con ĺımites parciales,
o la esperanza condicionada con la simple restricción de una función.

Las referencias bibliográficas con que contamos son muy pocas. Nos pro-
pusimos la búsqueda de fuentes originales históricas sobre este tema, para lo
que consultamos distintos expertos y varias bases electrónicas de datos. De-
seamos agradecer especialmente al Dr. Fernando Bombal por sus esfuerzos en
esta dirección. Finalmente resultó imposible encontrar materiales satisfactorios
para nuestros objetivos.

En su mayoŕıa, los resultados aqúı expuestos están recogidos parcialmente
en forma de ejercicios de libros de texto variados. En particular en [4], que
será nuestra referencia principal.
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Por razones obvias de espacio, nos resulta imposible demostrar con de-
talle las aseveraciones matemáticas que enunciamos. Pero junto a las ideas
expuestas incluiremos esquemas de las demostraciones correspondientes.

Deseamos dejar constancia de nuestro agradecimiento al Dr. José Maŕıa
Almira, miembro del equipo de redacción de esta La Gaceta, por su est́ımulo
en la preparación de este art́ıculo, aśı como por sus valiosas recomendaciones
en materia de adaptación de estilo.

2 DEFINICIONES BÁSICAS Y PROLONGAMIENTO DE UNA PREMEDIDA

Un anillo conmutativo y unitario se dice booleano si x2 = x para todo
elemento x del anillo. El ejemplo t́ıpico es el de las clases residuales módulo 2.

Un espacio booleano es un espacio de Hausdorff totalmente disconexo y
que usualmente se supone compacto. El ser totalmente disconexo significa que
para todo x del espacio, el conjunto unitario {x} es su componente conexa.

A todo anillo booleano se le asigna un espacio booleano y rećıprocamente.
Un teorema de M. H. Stone asegura que si B es un anillo booleano y X es el
espacio asociado, entonces el anillo asociado a su vez a X es isomorfo a B (ver
[6]). Aśı que, dado cualquier anillo booleano, existe siempre otro isomorfo a
él, asociado a un espacio booleano.

Sea X un conjunto no vaćıo, C ⊂ P(X) una colección de subconjuntos de
X que es estable mediante la unión, intersección y diferencia conjuntista de
dos cualesquiera de sus elementos. Suponemos que X ∈ C. Si definimos

∀A, B ∈ C, A + B := A∆ B ,

donde ∆ representa la diferencia simétrica y

∀A, B ∈ C, A ∗ B := A∩B ,

obtendremos un anillo booleano, también conocido como Álgebra de Boole de
conjuntos.

Cuando X = R
2 y C es la clase de los conjuntos elementales (la generada

a partir de uniones, intersecciones y complementos de rectángulos), estamos
en presencia de los conjuntos a los que sabemos asignar un valor de área. El
problema estándar consiste en extender esta función área, llamada premedida,
a todo un anillo de Boole σ(C) ⊂ P(X) , que sea estable por uniones e intersec-
ciones numerables, de manera que dicha extensión sea una medida. El anillo
σ(C) se denomina usualmente σ-álgebra. La menor de ellas es la generada por
C, que se puede definir mediante la intersección de todas las σ-álgebras que
contienen a C.

Aśı las cosas, se tiene en general una función de conjuntos

µ : C −→ R+,
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tal que µ (φ) = 0 y que es σ-aditiva. Esto último significa que si (An) ⊂ C es
una sucesión de conjuntos dos a dos disjuntos y si ∪An ∈ C, entonces

µ (∪An)=
∑
n

µ (An) .

La función µ se llama premedida. Un famoso teorema llamado de pro-
longamiento, establece que µ puede extenderse a σ(C) de manera que se con-
serve la σ-aditividad.

Podemos decir, sin temor a equivocarnos, que este resultado es la coro-
nación de miles de años de pensamiento matemático dedicados primeramente
a desarrollar la noción intuitiva de longitud, área y volumen, su conceptuali-
zación y finalmente la demostración de su existencia bajo ciertas condiciones
que la práctica impone.

Esbocemos la demostración del teorema de prolongamiento de Carathéo-
dory [4], de principios del siglo XX:

• Se define µ∗ : P(X) −→ R+ mediante

µ∗(A) := inf {
∑

µ(An) : (An)∈ s(A)} ,

donde s(A) := {(An) ⊂ C : A ⊂ ⋃
An }. La función µ∗ recibe el nombre

de medida exterior.

• Consideramos ahora

T := {A ⊂ X : ∀ Y ⊂X, µ∗(Y ) = µ∗(Y ∩A) + µ∗(Y ∩Ac)} .

• A continuación definimos µ := µ∗| T .

• Finalmente se demuestra que T es una σ-álgebra, que σ(C)⊂ T , y que µ
es una medida que verifica µ| C = µ .

Se aleja de nuestros objetivos analizar por qué no se puede asignar vo-
lumen a todo cuerpo sólido, o por qué si asignamos longitud o área a todo
subconjunto lineal o plano, respectivamente, perdemos unicidad en la medida.
Sin embargo, diremos que estos resultados están ı́ntimamente vinculados al
axioma de elección (en particular, a una de sus famosas consecuencias: la
paradoja de Haussdorff-Banach-Tarsky) y pueden consultarse, por ejemplo,
en [10].

Apartémonos ahora de este esquema tradicional. Definamos sobre C × C
una pseudodistancia de la forma siguiente:

∀A, B ∈ C, d(A,B) := µ(A∆ B)



“Medida91” — 2006/3/17 — 15:45 — page 62 — #4
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donde a µ sólo se le exige ser aditiva. Es decir,

∀A, B ∈ C con A∩B = ∅, µ(A∪B) = µ(A) + µ(B) .

Recuérdese que una pseudodistancia d es una función que requiere la mis-
ma axiomática de la función distancia excepto que d(A,B) = 0 no implica
A = B.

Para construir un espacio métrico a partir de una pseudoedistancia, con-
sideramos la relación de equivalencia A∼B ⇔ d(A,B) = 0. En el espacio
cociente C/∼, cuyas clases denotaremos mediante [A], las operaciones con-
juntistas mantienen compatibilidad. Más concretamente, A′ ∈ [A] y B′ ∈ [B]
implican que d(A′, B′) = d(A,B), por lo cual d([A], [B]) := d(A,B) está bien
definido. Se comprueba asimismo la consistencia de las definiciones [A]c :=
[Ac], [A]∪ [B] := [A∪B], etc. El espacio métrico (C/∼, d) se denomina álgebra
de Boole métrica asociada a (X, C, µ).

Las bellas relaciones que vinculan el teorema de prolongamiento de pre-
medidas con la teoŕia de los espacios métricos son las siguientes:

• µ es una premedida si y sólo si

[An] ↓ [∅] ⇔ d(An, ∅) ↓ 0 ,

donde [An] ↓ [∅] significa que existe una sucesión decreciente An ∈ [An]
y ∩An = ∅.
En tal caso, [An] ↑ [A] ó [An] ↓ [A] implica que d(An, A)−→ 0.

Asumamos en lo que sigue que µ es una premedida.

• C es una σ-álgebra y µ una medida si y sólo si el álgebra de Boole métrica
es un espacio completo.

• Si µ es el prolongamiento de µ a σ(C), resulta que (σ(C)/∼, dµ) es el
completamiento métrico de (C/∼, dµ).

• Como todo espacio métrico admite un completamiento, del resultado an-
terior se deriva una nueva demostración del teorema de prolongamiento
de premedidas.

Aunque estas conexiones entre prolongamiento y completitud nos sorpren-
den inicialmente, ellas quedan más al descubierto mediante la interpretación
que al álgebra de Boole damos en el eṕıgrafe siguiente, cuando ya µ es una
medida.

Aunque los resultados expuestos en este art́ıculo se extienden en su ma-
yoŕıa y sin gran esfuerzo a medidas positivas σ-finitas, con el propósito de
simplificar la exposición supondremos siempre que µ es una medida de proba-
bilidad.



“Medida91” — 2006/3/17 — 15:45 — page 63 — #5

LA GACETA 63

3 TRANSFORMACIONES DE Lp

Denotamos por Lp(µ), 1≤ p≤∞, el espacio de Banach de las clases de
funciones de potencia p-ésima integrables, con la norma

‖f‖p := (
∫

|f |pdµ)1/p.

Si 1≤ p≤ q <∞, resulta ‖f‖p ≤‖f‖q y Lq(µ)⊂Lp(µ). En L1(µ), con-
sideremos el conjunto de las funciones indicadoras (también llamadas carac-
teŕısticas) T := {XA : A∈T}, donde T denota la σ-álgebra asociada a µ.

Este conjunto es cerrado en L1(µ), pues si XAn −→ f en norma, existe una
subsucesión (XAnk

) que converge a f µ-casi por doquier. Pero cada función
XAnk

toma los valores 0 ó 1, luego se infiere por lo anterior que f es una
función indicadora.

Como L1(µ) es completo y T cerrado, también T es completo con la norma
inducida. Es fácil comprobar que T no es más que el álgebra de Boole métrica
introducida en el eṕıgrafe anterior, con la identificación obvia entre [XA] y [A].

El espacio L1(µ) se puede sumergir en un subespacio del espacio de las
funciones continuas y uniformemente acotadas sobre T con norma uniforme,
que denotaremos C(T ), de la manera siguiente

Λ : L1(µ) −→ C(T )
f �−→ f̂(XA) :=

∫XAfdµ .

En efecto, si XAn −→XA en L1(µ), se sigue que XAnf −→XAf , luego
f̂(XAn) =

∫XAnfdµ−→ ∫XAfdµ = f̂(XA), mientras que

sup
‖f‖1≤1

‖Λf‖∞ = sup
‖f‖1≤1

sup
A∈T

|
∫

XAfdµ| ≤ 1 .

En consecuencia, Λ es una aplicación bien definida, lineal, continua, posi-
tiva y su norma es 1 (se alcanza en f≡1).

La imagen de L1(µ) por Λ queda caracterizada fácilmente aśı: si g∈C(T ),
existirá f ∈L1(µ) tal que f̂ = g, śı y sólo si g(X∅) = 0 y g(XA∪B) = g(XA) +
g(XB) siempre que [A]∩ [B] = [∅].

La justificación de esto es sencilla: si f ∈L1(µ), la función f̂ satisface estas
propiedades. Rećıprocamente, dada una tal g, se define λ sobre T mediante
λ(A) := g(XA), con A ∈ T . Para ver que λ es una medida se aplica la con-
tinuidad y aditividad de g, y que g(X∅) = 0. Si µ(A) = 0 entonces A∈[∅].
Aśı que λ es absolutamente continua (λ << µ) respecto de µ. Por el teorema
de Radon-Nikodym (ver [4]), existirá f ∈L1(µ) tal que dλ = f dµ, y aśı se
concluye la demostración de la afirmación planteada arriba.
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Sigamos con el análisis del operador Λ. Aplicando resultados básicos de
Teoŕia de la Medida deducimos la inyectividad de Λ, por lo que existe la
transformación inversa Λ−1 : Λ(L1(µ)) −→ L1(µ). Es fácil ver que ‖Λ−1‖≤ 2,
luego Λ es un isomorfismo.

Si queremos, por otro lado, transformar continuamente Lp(µ) en C(T )
para 1 < p < ∞, definimos una aplicación Λp aśi: para f ∈Lp(µ) y µ(A) > 0,
tomamos

Λpf(XA) :=
∫XAfdµ

µ(A)1/q
,

donde q es tal que 1
p + 1

q = 1. Finalmente definimos Λpf(X∅) := 0.
Se demuestra que Λpf(XAn) → 0 si XAn → X∅ mediante el uso de la

desigualdad de Hölder:

|∫XAnfdµ|
µ(An)1/q

≤
∫ |XAn ||XAnf |dµ

µ(An)1/q
≤ (

∫
XAn |f |pdµ)1/p.

A continuación explotaremos estas transformaciones.

4 ESPERANZA CONDICIONAL

Recordemos que en la Teoŕıa de Probabilidades una función f ∈L1(µ) se
denomina variable aleatoria. Definamos la medida dλ := fdµ, que es absoluta-
mente continua respecto de µ. Si B es una σ-álgebra tal que B⊂T , entonces las
restricciones de estas medidas a B cumplen que λ| B << µ| B. Por el teorema
de Radon-Nikodym, existe una función g∈L1(λ| B) tal que dλ| B = g dµ| B, y
que no es más que la esperanza condicional de la variable aleatoria f respecto
de B, de tanta importancia en Probabilidades.

Si acudimos al contexto de los eṕıgrafes anteriores, el álgebra de Boole
métrica B asociada a µ|B se identifica de manera natural con el subespacio de
T :

{XB ∈T : B ∈B} .

Luego la esperanza condicional de f en el espacio transformado es simple-
mente la restricción de f̂ a B.

Por supuesto, se sigue de manera evidente que la esperanza condicional
de una suma de variables aleatorias es la suma de las esperanzas condicionales
de estas variables, aśı como todas esas propiedades que conocemos.

En resumen, la esperanza condicional es la simple restricción de una fun-
ción. Con esta misma idea, el lector que se encuentre familiarizado con la
Teoŕıa de las Probabilidades, observará que una martingala no es más que una
sucesión de restricciones consecutivas.
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5 INTEGRALES IMPROPIAS

A veces nos sorprendemos de encontrar afirmaciones tales como que la
función sen(x)

x es integrable según Riemann, pero no según Lebesgue y que,
por tanto, la segunda integral no es más general que la primera. ¡Pero esto es
falso!

La integración según Riemann, como puede apreciarse en los textos, se
refiere a funciones acotadas sobre ciertos conjuntos acotados de R

m. Algunas
extensiones para liberar la acotación son posibles (por ejemplo ver los enfoques
de [5] y [8]), pero la integral de sen(x)

x siempre existirá en un sentido impropio
y, por supuesto, también existe en un sentido impropio según la integral de
Lebesgue. De hecho, esto es una práctica tan frecuente que cuando definimos
la transformada de Fourier en L2(Rm), la integral se considera impropiamente.
Pero nos preguntamos, ¿qué es la integral impropia?

Vamos a resumir este concepto según [4]: Dado un espacio de medida
positiva σ-finita (X, T, µ), se considera la clase

H := {(An)⊂T : ∀n, µ(An) < ∞ y An ↑ X}

y G una parte no vaćia de H. Se dice que una función medible f : X−→R es
impropiamente integrable según la clase G y que su integral es α, si

∀ (An)∈G ∀n, f |An ∈L1(µ|An)

y

∀ (An)∈G, lim
n

∫

An

fdµ = α.

En el caso en que se verifiquen las condiciones anteriores podemos decir que
f ∈L1

G(µ) y denotar
∫ G

fdµ = α.
Por ejemplo, si X = N, T = P(N) y µ es la medida contadora, entonces la

suma de una serie
∑

f(k) en sentido usual es el ĺımite, si existe, de sus sumas
parciales

Sn(f) :=
n∑

k=1

f(k).

Es decir, aqúı G consta de la única sucesión (An) dada por An = {1, 2, ..., n}.
En el caso de la integral impropia de sen(x)

x , se tiene que X = R, µ es
la medida de Lebesgue en la recta y G la clase de todas las sucesiones de
intervalos (An), donde An := [an, bn] con an ↓ −∞ y bn ↑ + ∞.
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Si X = [−1, 1] y f ∈L1([−1,−δ] ∪ [δ, 1]), para todo 0 < δ < 1, el valor
principal de Cauchy, si existe, es el ĺımite

∫ G
f(x)dx, donde

G := {(An) : An := [−1, −δn] ∪ [δn, 1], δn ↓ 0}.
En realidad, las definiciones de integración impropia consisten en dar una

regla de cómo tomar G según sea la función f . Por supuesto, f ∈L1(µ) si y
sólo si f ∈L1

H(µ), en cuyo caso
∫ H

fdµ =
∫

fdµ.
Veamos ahora qué interpretación tan sencilla de la integración impropia

obtenemos mediante el empleo del álgebra de Boole métrica.
Regresemos, para simplificar, al supuesto de que µ es una probabilidad y

sea f una función impropiamente µ-integrable según una cierta clase G. Sea D
el conjunto de los A∈T tales que f ∈L1(µ|A). Como antes, podemos definir
para todo A∈D

f̂(XA) :=
∫

XAfdµ.

Como f es integrable según G, se tiene que todo conjunto A⊂X que
sea elemento de alguna sucesión (An)∈G, está en D. Sea K la clase formada
por estos conjuntos y K := {XA : A∈K}. Como (An)∈G determina que
µ(X \An) ↓ 0, resulta que XX es un punto de acumulación de K en el álgebra
de Boole métrica y

∫ G
fdµ es el ĺimite parcial de f̂ sobre K en XX.

Utilizando los conocimientos generales sobre ĺımites, se pueden derivar de
inmediato muchas propiedades de la integración impropia.

6 TEOREMA DE VITALI–HAHN–SAKS

No se trata, naturalmente, de agotar en esta exposición todos los usos que
el álgebra de Boole métrica tiene en la integración. Los eṕıgrafes anteriores
–nos parece– deben ser suficientes como para comprender su utilidad; pero
antes de concluir presentaremos el teorema de Vitali-Hahn-Saks, motivados
porque su demostración utiliza un belĺısimo argumento de “categoŕıa”, propio
de los espacios métricos.

Se trata de demostrar que si (fn)⊂L1(µ) es tal que (
∫

Afndµ) converge
para todo A∈T , entonces la sucesión (fn) tiene integrales uniformemente ab-
solutamente continuas. Esto último significa, recordemos, que

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀A∈T | µ(A) < δ ∀n∈N,

∫

A

|fn|dµ < ε .

En efecto, para ε > 0 y k ∈N, se define

Fk(ε) := {XA ∈T : sup
n≥1

|f̂k(XA) − f̂k+n(XA)| ≤ ε} .
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Notemos que

Fk(ε) =
⋂
n≥1

{XA ∈T : |f̂k(XA) − f̂k+n(XA)| ≤ ε} ,

por lo cual, siendo cada f̂k continua sobre T , resulta que Fk(ε) es una inter-
sección de conjuntos cerrados y, consecuentemente, cerrado en T .

De la hipótesis de convergencia, se infiere que
⋃

k Fk(ε) = T . Pero siendo T

un espacio métrico, completo y no vaćio, se sigue del teorema de Baire sobre
categoŕıas que existe k0 ∈N para el cual Fk0(ε) �= ∅. En otras palabras, que
existen A0 ∈A y δ > 0, tales que, para todo A∈T con d(A,A0) < δ, se tiene

sup
n≥1

|f̂k0(XA) − f̂k0+n(XA)| ≤ ε .

De aqúı se deriva, después de algunos cálculos quizás engorrosos pero
directos, lo aseverado en el teorema (ver [1] o [4]).

El núcleo de la demostración, por tanto, es el uso del teorema de Baire,
aprovechando la completitud del álgebra de Boole métrica asociada a la me-
dida.

El Teorema de Vitali-Hahn-Saks surgió a partir de un resultado previo más
débil debido a Vitali (1907) [9] y la primera demostración de dicho resultado,
hasta lo que nosotros conocemos, se debe a H. Hahn (1922) [3]. Dicha prueba
no utilizaba el lema de la categoŕıa de Baire. Fueron S. Saks (1933) [7] y, de
manera independiente, S. Banach (1931) [1], quienes introdujeron el método de
prueba que hemos explicado en esta sección. Para un estudio muy interesante
de la historia del Teorema de Vitali-Hahn-Saks, que contiene la demostración
original de Hahn, ver [2].
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[5] M. A. Jiménez Pozo, E. López, J. J. Ruckman, Sequential convergence in the
space of absolutely Riemann integrable functions, Zeitschrift fnr Analysis und
ihre Anwendungen 13 (1994) 4, 567–576.

[6] K. Kuratowski, “Topology”, Vol. II, Academic Press, New York, 1968.



“Medida91” — 2006/3/17 — 15:45 — page 68 — #10
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