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Miguel de Guzman: del Andlisis Armoénico a la
Teoria Geométrica de la Medida y los Fractales!

por

Miguel Angel Martin, Manuel Moran y Miguel Reyes

Como es sabido, la mayor parte del trabajo de investigacién de Miguel de
Guzman tuvo lugar en Andlisis Armoénico. Cuando se incorporé a la Facultad
de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid en el ano 1969,
Miguel de Guzman formé un grupo de investigacién muy activo en dicho area,
més concretamente en Diferenciacién de Integrales, en cuyo marco se realizaron
importantes investigaciones y varias tesis, cuyos resultados se incorporaron
a las dos monografias que Miguel escribié sobre el tema: Differentiation of
integrals in R™ (Springer-Verlag, 1975) y Real variable methods in Fourier
Analysis (North-Holland, 1981).

Los problemas que alli se estudiaban estaban impregnados de un gran
contenido geométrico. La transicion del Anélisis Armoénico a la Teoria Geomé-
trica de la Medida, durante la que realizamos nuestras tesis bajo la direccién
de Miguel, coincidié en el tiempo con su breve estancia en la Universidad
Auténoma y su vuelta a la Complutense. En este articulo pretendemos dar
una panoramica de la investigacién realizada durante ese periodo y su vinculo
con la precedente.

Ademsds de ser testigos de su conocido buen hacer y humanidad nos bene-
ficiamos de su buen gusto por la Matemética como todos los estudiantes que
han tenido la suerte de estar a su lado. Pero en nuestro caso particular a ello
hay que anadir el ser beneficiarios de su sensibilidad y capacidad para rescatar
estudiantes fuera de la ortodoxia curricular al uso, sin ningtin vinculo con la
universidad y con la tinica carta de presentacién que era nuestro entusiasmo
por la matematica propiciado por la seduccién intelectual del gran maestro
que fue Miguel. Queremos dejar patente nuestra gratitud por haber tenido la
suerte de estar a su lado durante estos anos. Si somos capaces de transmitir
una pequena parte de su influencia, a buen seguro que nuestros estudiantes se
beneficiaran.

! Agradecemos a la direccién de LA GACETA DE LA RSME por darnos la oportunidad de
escribir este articulo sobre nuestro profesor, maestro y amigo Miguel de Guzman. Gracias a
él tuvimos la posibilidad de iniciarnos en la investigacién matemética desde nuestra docencia
en bachillerato y acceder a una forma distinta de entender y transmitir la matematica.
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1 CONJUNTOS DE GEOMETRIA EXTRANA EN EL ANALISIS ARMONICO

Relacionados con ciertos problemas en Andlisis Arménico aparecen con-
juntos con propiedades curiosas aparentemente paraddjicas. Veamos a conti-
nuacién algunos de estos.

Kakeya, matematico japonés, planted en el ano 1917 el problema de hallar
el area minima que barre en el plano una segmento de longitud 1 al dar la
vuelta completa (girar 180°). Obviamente, y sin pensar mucho, el segmento
puede dar la vuelta en un circulo con centro en su punto medio y cuyo area es
10,78

Pensando un poco mas, también la puede dar en un tridngulo equilatero
de altura unidad, cuyo area es ig ~ 0, 58. Un poco mas dificil es observar que

el segmento puede girar 180° en el interior de la curva descrita por un punto de
una circunferencia de radio 1/4 al girar interiormente sobre la circunferencia
de radio 3/4. Esta curva se llama hipocicloide y el drea encerrada en su interior
es g ~0,39.

Circulo Tridngulo Hipocicloid:

A:%; 0.78 A=— . 058 A:%; 0,39

NG

Durante algunos anos se pensé que el area encerrada en el interior de
la hipocicloide era el drea minima que resolvia el problema de Kakeya. Sin
embargo, en 1927, A.S. Besicovitch demostré que un segmento de longitud 1
podia dar la vuelta dentro de un conjunto de area tan pequena como se quiera
(véase [1]). Su demostracién se basa en subdividir un tridngulo equilatero de la-
do unidad en tridngulos con vértices superiores y bases en el vértice superior y
base, respectivamente, del triangulo original, y desplazandolos posteriormente
hasta obtener suficiente solapamiento.

En 1927, Nikodym construyé en [20] un conjunto que llenaba en medida el
cuadrado unidad y desde cuyos puntos se puede acceder linealmente al exterior,
es decir, mediante rectas que no encuentran a puntos del conjunto. Dicho de
otra manera, el conjunto de Nikodym es un conjunto que llena el cuadrado
unidad con la propiedad de que por todos sus puntos pasa una recta que sélo
lo corta en dicho punto.
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[0,1]?
Conjunto de Nikodym: N C [0, 1]

L*(N) = L3([0,1?) =1
xre€N = Nn/l, ={z}

ly

Miguel siempre gustaba de poner ejemplos geométricos de todas las ideas y
conceptos matematicos para hacerlos mas “visibles” a la mente. En sus propias
palabras, el conjunto de Nikodym refuerza la idea de que no podemos fiarnos
de aquel vendedor de una empresa inmobiliaria que nos vende un chalet de
una urbanizacién en la playa con el argumento de que “desde todos los puntos
de todos los chalets se ve el mar”, pues puede tratarse de un conjunto de
Nikodym y que los chalets llenen la urbanizacién sin dejar espacios libres.

2 LUZ SOBRE LOS MONSTRUOS: LA TEORIA DE BESICOVITCH

Los conjuntos anteriores, y otros de naturaleza analoga, juegan un pa-
pel importante en la teoria de diferenciacion de integrales. Motivado por ello
Miguel de Guzman propuso, al grupo de investigacion que dirigia, la tarea de
estudiar lo que en ese momento se conocia sobre conjuntos con esas propiedades
aparentemente paraddjicas. Para ello tuvo que recurrir a sus origenes en los
articulos pioneros de Besicovitch de los afios 1928, 1929, 1938, 1939 y 1964
(2, 3, 4, 5, 6], donde se encuentran las ideas seminales de lo que hoy dia lla-
mamos Teoria Geométrica de la Medida y que, como veremos, arrojan luz que
ayuda a entender la naturaleza de monstruos geométricos, como el conjunto
de Nikodym, y otros bien conocidos desde finales del siglo XIX, como la curva
de Koch o el tridngulo de Sierpinski. Fruto de esta linea de investigacién fue
la tesis doctoral de Antonio Casas, leida en 1978 con el titulo Aplicaciones de
la Teoria de Medida Lineal, que recogia una exposicion simplificada de dichos
trabajos y varias aplicaciones de los mismos en Teoria de Diferenciacién de
Integrales y otras ramas del Analisis.

A continuacion resumimos muy brevemente los resultados fundamentales
de la teoria de Besicovitch en el plano, cuyo objetivo es estudiar las propiedades
geométricas y dar una teoria de estructura de los conjuntos planos de medida
Lebesgue cero.

Estableceremos primero algunos conceptos preliminares, que referiremos
al plano R? para ser més concretos. Consideremos R? con la distancia euclidea
[z =yl = /(21 —y1)? + (2 — y2)% para z,y € R?, y sea [U| = sup{|z —y] :
z,y € U} el didmetro del conjunto no vacio U C R2. En 1919, generalizan-
do una idea de Caratheodory, Hausdorff introdujo las medidas que llevan su
nombre y que consisten en recubrir el conjunto a medir mediante conjuntos
arbitrarios de diametro pequeno, evaluando las potencias s-ésimas, 0 < s < 2,
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de sus didmetros, para después hallar el limite cuando esos didmetros tienden
a cero. Més concretamente, para cada 0 < s < 2y A C R? se define su medida
s-dimensional de Hausdorff como:

H*(A) = lim inf ; U5+ Ac L>J1U U] <6

Dentro de estas medidas de Hausdorff hay medidas ya conocidas. Asi, la me-
dida H® de un conjunto es su cardinal, y la H? es proporcional a la medida
plana de Lebesgue. La medida H' de una curva rectificable es su longitud.
Ademds, para cada conjunto del plano sélo hay una medida de Hausdorff que
lo puede medir adecuadamente, es decir, dado A C R? existe un tinico ntimero
0 < s <2, lamado dimension de Hausdorff, tal que:

Ht(A):{OO ,si0<t<s

0 ,sis<t<?2

La dimensién de Hausdorff s proporciona la medida H?® adecuada para medir
el conjunto.

Para medir la concentracién de puntos de un conjunto en las proximidades
de un punto dado se recurre al concepto de densidad, comparando la medida
del conjunto que hay en cada bola centrada en el punto con su didmetro.
Maés concretamente, se define la densidad del conjunto A, de dimensién de
Hausdorff s, en el punto  como:

D*(4,) = limy 50 S

cuando dicho limite existe. Cuando no existe, los limites superior e inferior se
llaman, respectivamente, densidad superior y densidad inferior.

Un problema fundamental de la Teoria Geométrica de la Medida, en el
caso de los conjuntos del plano, consiste en estudiar los conjuntos de medida
Lebesgue cero, entre los que estan todos aquellos cuya dimensién de Hausdorff
es menor que 2. En particular, Besicovitch dedicé buena parte de sus investiga-
ciones a estudiar los conjuntos planos de dimensién de Hausdorff 1, llamados
linealmente medibles, probando que todo conjunto se puede descomponer en
la unién de dos conjuntos llamados, respectivamente, regular e irregular y que
manifiestan propiedades geométricas diametralmente opuestas.

e Un conjunto regular tiene densidad 1 en cada uno de sus puntos, estd
contenido en una unién numerable de curvas rectificables y se compor-
ta, por tanto, geométricamente como ellas: tiene tangente en casi todos
sus puntos y proyecta con medida (longitud) positiva en casi todas las
direcciones.
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e Un conjunto irreqular tiene densidad inferior menor que 1 en cada uno de
sus puntos e interseca con medida (longitud) cero a todas las curvas rec-
tificables. Sus propiedades resultan ser opuestas a las curvas rectificables:
en casi ninglin punto tiene tangente y proyecta con medida (longitud)

cero en casi todas sus direcciones.

Conjunto regular

Cabe destacar el contraste entre la
naturalidad y simplicidad de los resulta-
dos anteriores y la profundidad de los mis-
mos que suponen, en opinién de reputa-
dos matematicos, un lugar especial en las
matematicas de todo el siglo XX.

Miguel de Guzman dedicé el capitulo
9 de su libro Real wvariable methods in
Fourier Analysis (North-Holland, 1981) al
estudio de la geometria de los conjun-
tos linealmente medibles y algunas apli-
caciones, entre las que cabe destacar la
elegante construccion del conjunto que ve-
remos a continuaciéon. En su introduccién
habla de la “belleza” y del “prometedor
futuro” de esta rama de las matematicas.
La posterior explosién de la Geometria
Fractal y sus innumerables aplicaciones
son una muestra de cémo la intuiciéon de
Miguel se adelanté una vez maés al tiempo
que le tocd vivir.

Conjunto irregular

En su libro Real varia-
ble methods in Fou-
rier Analysis habla de
la “belleza” y del “pro-
metedor futuro” de la
geometria de los con-
Juntos linealmente me-
dibles. La explosion de
la Geometria Fractal es
una muestra de como
la intuicion de Miguel
se adelanto wuna wvez
mds al tiempo que le
toco wvivir.

El conjunto de Besicovitch es un conjunto plano de drea nula que contiene
rectas en todas las direcciones, a partir del cudl se puede demostrar que no
existe un conjunto de Nikodym que llena el plano. El aspecto nuevo a destacar
es el papel que juega la teoria de Besicovitch esclareciendo la conexién entre
este conjunto de rectas y un conjunto de puntos linealmente medible e irre-
gular asociado a él mediante dualidad, ayudando a entender asi la naturaleza
extremadamente compleja de ese tipo de conjuntos paraddjicos.
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Para la construccién del conjunto se parte del cuadrado unidad (de lado 1)
que se divide en 16 cuadrados iguales y se seleccionan los 4 cuadrados cerrados
rallados de la figura. Si se repite el mismo proceso indefinidamente a escala,
sobre cada uno de los cuadrados que se van obteniendo, se obtiene el conjunto
de Besicovitch. Los primeros pasos de la construccion se ilustran en la siguiente
figura:

H

H

H

e

e

El conjunto de Besicovitch B C [0,1]? es un conjunto linealmente me-
dible (de dimensién de Hausdorff 1) irregular que se transforma mediante la
aplicacién ® : B — R?, definida por:

O (z,y) = (1 + z)cosmy, (1 + x)sinmy)

que es lipschitziana, en otro conjunto ®(B) con las mismas propiedades geo-
métricas, ya que también es linealmente medible e irregular. En la siguiente
figura se puede visualizar dicho conjunto en su primer paso de construccion:

y Y

ot
N

d I —2 —1 (@ I 2

Para cada punto z € ®(B) se considera
su recta polar £(z) que se obtiene como se
indica en la figura al margen.
La recta polar de un punto es perpen-
dicular a la recta que pasa por el origen y x
por el punto, y en cada recta que pasa por el
origen hay un punto de ®(B). Por tanto, en el
conjunto de rectas polares del conjunto ®(B),
que se representa por p(®(B)), hay rectas en 1fx)
todas las direcciones, y se puede demostrar
que es linealmente medible e irregular.
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3 EL GRUPO DE TEORIA GEOMETRICA DE LA MEDIDA

En septiembre de 1982 comenzé uno de los importantes proyectos de
Miguel de Guzman, los cursos de verano de Jarandilla de la Vera, a los que
Miguel Angel Martin y Miguel Reyes tuvieron el placer de poder asistir. Estos
cursos se organizaron durante varios anos con el patrocinio de la Asociacion
Matematica Espanola, que presidia Miguel, y la Universidad de Extremadura.
Al término de estos cursos, entusiasmados por el espiritu de trabajo e inves-
tigacién que alli se respiraba, hablaron con Miguel sobre la posibilidad de
trabajar con él.

A pesar de que su trabajo en el Instituto limitaba el tiempo que podian
dedicar a la investigacion, fueron amablemente recibidos y animados por Mi-
guel, que les propuso comenzar a trabajar en ese curso 82/83. Las reuniones
semanales del grupo comenzaron en el destino que estrenaba Miguel, en el De-
partamento de Matematicas de la Universidad Autéonoma de Madrid, y con-
tinuaron, a partir del curso 84/85, en el Departamento de Andlisis Matematico
de la Facultad de Matematicas en la Universidad Complutense de Madrid.

Manuel Moran, entonces también profesor de Instituto, conocié a Miguel
de Guzman en un curso de doctorado que éste organizaba sobre los grandes
problemas de la matematica clasica, cuya solucién abrié la era de la mate-
matica actual: Teorema de Fermat, cuadratura del circulo, problemas isope-
rimétricos, etc. Miguel invité a Manuel Moran a incorporarse en el grupo
de Geometria Fractal en 1985. En este grupo de investigacién en Teoria Ge-
ométrica de la Medida, que mantuvo reuniones semanales hasta 1990, también
participaron Maria Teresa Carrillo, Trinidad Menarguez, Baldomero Rubio y
Agustin de la Villa.

Un punto clave en la consolidaciéon de este grupo de trabajo estd en la
asistencia de Miguel al congreso internacional Topology and Meassure IV, ce-
lebrado en Trassenheide (antigua Repiblica Democréatica Alemana) en octubre
de 1983, donde impartié una conferencia sobre las relaciones entre el Analisis
y la Teoria Geométrica de la Medida (véase [10]). Alli conocié a dos de los
mas importantes investigadores del area: Kenneth Falconer y Pertti Mattila.

Falconer, discipulo de Besicovitch, preparaba la publicacién de un libro
sobre sus trabajos y envié a Miguel una copia del manuscrito para su revision,
sobre la que trabajamos en el curso 83/84.

Mattila fue invitado por Miguel para dar un curso de verano en Jarandilla
de la Vera en septiembre de 1984. Este curso de introducciéon a la Teoria
Geométrica de la Medida, publicado por la Universidad de Extremadura (véase
[16]), fue el embrién del libro publicado después por Cambridge University
Press (véase [17]). Este contacto con Mattila, que comenzé dirigiendo la tesis
de Miguel Angel Martin, se ha mantenido desde entonces con multiples visitas
y colaboraciones.
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4 TRES TESIS Y DOS LIBROS

La actividad del grupo dio como fruto las tres primeras tesis realizadas
en Espana en el area de Geometria Fractal y el primer libro de divulgacién de
ese area publicado en lengua espanola.

Mientras que la teoria de Besicovitch clasifica geométricamente los con-
juntos planos de dimensién 1 (linealmente medibles), en regulares o irregu-
lares o descomponiéndolos en una parte regular y otra irregular, no resuelve
el problema para los conjuntos de dimensiéon no entera. Todos los conjuntos
de dimensién menor que la unidad son conjuntos irregulares y, por tanto, la
teoria de Besicovitch no distingue entre ellos: intersecan con medida cero a
cualquier curva rectificable, en casi ningin punto tienen tangente y proyectan
con medida (unidimensional) cero en casi todas las direcciones. Por otra parte,
si la medida utilizada para medir las proyecciones es, por ejemplo, la medi-
da de Hausdorff en su misma dimension, los conjuntos irregulares conocidos
proyectaban en medida positiva al menos en un “cono” de direcciones (de me-
dida positiva en el intervalo de direcciones): la irregularidad en el sentido de
Besicovitch no determina las propiedades geométricas como lo hacia en los
conjuntos de dimensién entera.

Pertti Mattila propuso a Miguel Angel Martin el problema de Brian White
([22]) consistente en estudiar si existia un conjunto plano de dimensién menor
que la unidad que proyectara en medida nula (en su misma dimensién) so-
bre todas las direcciones. Una respuesta afirmativa sugeriria la existencia de
conjuntos “més irregulares” que otros y por tanto, la necesidad de estable-
cer nuevas clasificaciones que permitieran distinguir geométricamente entre
los conjuntos de dimension fraccionaria. En su tesis, titulada Propiedades de
proyeccion de fractales (para detalles, véase [13] o [14]), resolvié el proble-
ma para conjuntos de dimensién fraccionaria y menor que 1 dando hasta seis
clasificaciones diferentes de regularidad, coincidentes con la de Besicovitch si
el conjunto tiene dimensién entera, pero diferentes entre si en el caso de di-
mension fraccionaria, lo que prueba la oportunidad de establecerlas.

Durante el periodo de edicién de la tesis de Miguel Angel nos llegaron noti-
cias del término fractal, para referirse a conjuntos de dimensién fraccionaria
o irregulares, que habia introducido Benoit Mandelbrot en su libro [12] publi-
cado en 1977, pero que no habia tenido eco en el mundo matematico hasta
anos después de su segunda edicién. Motivado por ello, Miguel Angel cambid
el titulo de su tesis, introduciendo dicho término, cuando ya estaba en prensa
para su edicion.

La tesis de Miguel Reyes, titulada Andlisis de Fourier sobre fractales,
tratd sobre el problema, propuesto por Miguel de Guzman, de definir sobre
los fractales autosemejantes un sistema ortogonal de funciones y el estudio de
la convergencia de las series de Fourier de ciertas clases de funciones (para
detalles, véase [21]).
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Miguel propuso a Manuel Moran una tesis sobre billares poligonales. Se
trata aqui de estudiar el sistema dindamico consistente en una bola de billar
que rebota perpetuamente en los lados de un billar poligonal con dngulos que
son fracciones exactas de 2. ;Cubren las trayectorias densamente toda la
mesa? ;Coémo son las trayectorias peridédicas? Con estos problemas, algunos
aun abiertos a dia de hoy, Miguel trataba de enlazar la investigacién del grupo
con el area emergente de la Dindamica Cadtica, intuida por Poincaré en el siglo
XIX cuando estudiaba el clasico problema de los tres cuerpos, y demostrada
por Sarkovski en 1964 y por Smale en 1965. La existencia de atractores ex-
tranos, o monstruos geométricos de naturaleza fractal hacia los que a menudo
una Dinamica no Lineal empuja las trayectorias del movimiento, senalaba los
Sistemas Dinamicos como un campo de aplicacion de la Geometria Fractal que
el grupo estudiaba. El desarrollo de la tesis de Manuel Moréan, titulada Sobre
ciertos procesos iterativos, isométricos y proyectivos, confirmé esta conexion
plenamente, al descubrirse una nueva familia de fractales generados por series
(véase [18] o [19]).

La preocupacion de Miguel por la difusién de las matematicas le permitio
ver enseguida el gran potencial que tenian la Geometria Fractal y los Sistemas
Dinamicos para atraer la atencién de los jovenes investigadores. La tarea del
momento era sacar de los articulos y libros de investigacién los conocimientos
adecuados y buscar una presentacién oportuna para un publico amplio y diver-
so, pensando en las aplicaciones a otras ciencias. Esto le llevo a proponernos
la redaccién de dos monografias.

La primera de ellas, titulada Estructuras fractales y sus aplicaciones y
publicada en la editorial Labor en 1993 (véase [11]), contenia una copia del
programa informético FRACTINT, distribuido gratuitamente con el permiso de
sus autores, que influyé decisivamente en la popularizacién de los fractales
dentro y fuera del mundo matematico.

La segunda, titulada Iniciacion al caos se publicd en el ano 1995 en la
editorial Sintesis (véase [15]).

Las monografias fueron complementadas con numerosas conferencias y
cursos dirigidos hacia la ensenanza universitaria y secundaria, en nuestro pais
y en América Latina (Argentina, Brasil, Colombia, ...). Miguel de Guzman fue
desde el primer momento muy activo en la defensa del uso del ordenador en la
investigacion y en la ensenanza. Se podia explotar el interés de los jovenes es-
tudiantes de Instituto hacia los ordenadores, y usarlos para mostrar la belleza
y entender la naturaleza de los Conjuntos Fractales y la complicada Dindmica
Cadtica. Se podia también dar cauce a la inquietud de los profesores de Insti-
tuto con un tema que satisfacia su curiosidad y tenia una proyeccién didactica.
Muchos de ellos se incorporaron a esta tarea a partir de cursos en Centros de
Recursos de Profesorado que Miguel daba o nos confiaba a nosotros.
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5} EL ENTUSIASMO POR LAS MATEMATICAS

A través de estas lineas hemos relatado la
evolucion del pensamiento matematico del
Miguel de Guzman en la década de los 80,
y de los frutos que dio. Lo esencial para
entender la sorprendente fertilidad de la
actividad de Miguel, es su entusiasmo por
las matematicas. Miguel confiaba en las
matematicas como fuente de conocimien-
to, pero también como fuente de armonia
y como vinculo entre las culturas y los
pueblos. Por eso, al tiempo que las de-
sarrollaba en su especialidad, las cuidaba
y defendia en su conjunto. En cada mo-
mento se planteaba cudl era la tarea mas
acuciante y acudia a ella con entusiasmo.
En la década de los setenta se trataba de
romper la autarquia y conectar la inves-
tigacién en nuestro pais con la interna-
cional, tarea en que sus logros son bien
conocidos. En la década de los ochenta,
que vivimos junto a él, contribuyd a la
investigacion puntera en su especialidad.
Consciente del gran volumen de trabajo
pendiente, nos ayudo a incorporarnos a él.
Su misma confianza en las mateméticas y
su habito de mirarlas globalmente, junto
con su fina intuicién, le permitia dirigir
la investigacién conectandola con nuevas
areas emergentes, y las matematicas
parecian agradecer la confianza de Miguel,
retribuyendo siempre con nuevos frutos
los pasos que daba. En la década de
los noventa trabajé en la difusion de las
matematicas en la ensenanza secundaria
y en la sociedad, empeno que llevé muy
lejos durante su presidencia del ICMI, con
su habitual entusiasmo. ;Cémo, sin en-
tusiamo por las matematicas, se podria
mantener en vilo durante una hora a una
audiencia heterogénea de mas de mil per-
sonas hablando de dinamica cadtica, como
Miguel hizo en la sala de conferencias del
Centro Cultural de la Villa de Madrid?

Miguel  confiaba  en
las matemadticas como
fuente de conocimien-
to, pero también como
fuente de armonia vy
como vinculo entre las
culturas y los pueblos.
Por eso, al tiempo
que las desarrollaba
en su especialidad, las
cuidaba y defendia en
su conjunto. En cada
momento se planteaba
cudl era la tarea mas
acucitante y acudia a
ella  con entusiasmo.
En la década de los
setenta se trataba de
romper la autarquia
y conectar la wnvesti-
gacion en nuestro pais
con la wnternacional,
en la década de los
ochenta contribuyo a
la 1nvestigacion pun-
tera en su especialidad
y en la década de
los  moventa  trabajo
en la difusion de las
matemdticas en la
ensenanza  secundaria
y en la sociedad con su
habitual entusiasmo.
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