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Miguel de Guzman y
la Teoria de Diferenciacion de Integrales

por

Eugenio Hernandez y Fernando Soria

1 INTRODUCCION

Miguel de Guzmén serd recordado por sus contribuciones en todos los
campos del conocimiento a los que se acercd seducido por su inagotable cu-
riosidad por aprender y descubrir la verdad de las cosas. Un lugar central de su
produccion cientifica por el que los matematicos espanoles le recordaremos vy,
en cierta forma, le estaremos siempre agradecidos, lo constituyen sin duda sus
profundas aportaciones en el campo del andlisis matematico. Es importante
resaltar no obstante que Miguel, polifacético como era, estaba también intere-
sado en otras dreas de la matemadtica como la combinatoria y la geometria y
no es dificil encontrar pinceladas de una y otra en todos sus escritos cientificos.

En 1996, coincidiendo con su 60 cumpleanos, los organizadores del quin-
to Congreso Internacional de Analisis Armoénico y Ecuaciones en Derivadas
Parciales, entre los que se encuentran los autores de este trabajo, decidieron
dedicar el evento en su honor. Después de todo, Miguel, junto a Ireneo Pe-
ral, habia sido el organizador, en 1979, del primero de estos congresos que
periddicamente se vienen celebrando desde entonces. Estas notas, pensadas
mas para los no especialistas, estan basadas en parte en la presentacién que el
segundo de los autores hizo en dicho congreso. Con ellas se pretende mostrar
sélo algunos de los aspectos de la obra cientifica desarrollada por Miguel de
Guzman y, mas concretamente, de aquellos relacionados con la Teoria de Di-
ferenciacion de Integrales, un campo en el que pudo y supo combinar precisa-
mente su interés profesional en el andlisis con su gran pasién por los argumen-
tos que la geometria le proporcionaba.

Miguel de Guzman serd recordado por sus contribuciones
en todos los campos del conocimiento a los que se acer-
co seducido por su inagotable curiosidad por aprender y
descubrir la verdad de las cosas.
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2 DIFERENCIACION DE INTEGRALES

La forma quizds mas sencilla de motivar y justificar el interés por esta
teoria la podemos encontrar en el mismo teorema fundamental del calculo
(TFC): Si f es una funcién continua definida en R entonces F(z) = [ f(t)
es una primitiva de f; es decir,

Fla) = tim LW = F@ 1
y—r Yy —x y=r Yy — T J,

Con mas generalidad, si {Ij}; es una familia de intervalos conteniendo todos
ellos al punto x y cuyos didmetros, |I|, tienden a 0 cuando k — oo, se tiene

lim = f)dt = f(x), V.

k—o0 ’Ik’ Iy

Hay muchos resultados que pueden considerarse como generalizaciones del
TFC. Entre ellos podriamos citar a aquellos que, basandonse en la identidad
f; F'(t)dt = F(b) — F(a), describen la relacién entre la integral en un dominio
dado de cierto operador diferencial y la integral sobre la frontera de dicho
dominio, como los teorema de Stokes, Green, Gauss, etc.

Pero hay una generalizacién que viene de la misma concepcién de la inte-
gral y que parte del siguiente

TEOREMA 1. (LEBESGUE) Sea f una funcion (localmente) integrable Lebesgue en
R. Entonces,
1

lim
0 1By @) Jp,

(B, (x) denota la bola de radio r centrada en el punto x y |B,(z)| su volumen).

fydt = f(x), ect.p. x.

Puesto que la integral de una funcién no varia si ésta se modifica en un conjunto
de medida 0, la identidad anterior debe entenderse en el sentido de “casi todo
punto” (c.t.p.) =

El resultado inicial de Lebesgue, tal como aparece en su trabajo de 1904
[Le], sélo incluye funciones acotadas, pues utiliza un teorema de la convergen-
cia dominada maés restrictivo que el que hoy conocemos. No fue hasta 1910,
después de las observaciones que le hizo llegar el matematico italiano G. Vi-
tali [Vi], de cuya obra hablaremos més tarde, que Lebesgue probé el resultado
general.

Supongamos ahora que contamos con una familia B = U,B(z) de con-
juntos medibles y acotados de forma que si A € B(x) entonces x € A, y lo
suficientemente amplia como para que se tenga la propiedad de que Vz, B(x)
contiene sucesiones Ay, k = 1,2,... con diamA; — 0 cuando kK — oo. La
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pregunta natural es determinar si en esta situacion también se tiene para una
funcién integrable f

1

kh_)ngom N f)ydt = f(x), ctp. x, (1)

cada vez que Ay € B(x) y diamA; — 0, k — oo. A una familia B como la
anterior la denominaremos base de diferenciacién y si cumple (1) entonces
diremos que B diferencia f. Si ello ocurre para todos los elementos de un
espacio de funciones X entonces decimos que B diferencia a la clase X. Asi,
el teorema de Lebesgue dice que la clase de todas las bolas de R" diferencia
L}, .(R™). Lo mismo ocurre con la clase de todos los cubos. Esto falla en cambio
en dimensiones n > 1 para la familia de todos los rectangulos de lados paralelos
a los ejes aunque esta clase si diferencia a los espacios Lf J(R™),sip>1. La
clase de todos los paralelepipedos rectos no diferencia por otro lado a ninguno
de los espacios LY (R™), p > 0.

loc
Indudablemente, las propiedades de cada una de estas clases dependerd
de la estructura geométrica de sus elementos. Esto puede explicar quizas el
interés de Miguel por este tipo de problemas.

Miguel de Guzmaén junto a Alberto Calderén y Antoni Zygmund rodeados de
un grupo de matemadticos espanoles delante de la entrada del Departamento
de Mateméticas de la Universidad de Chicago en 1981.
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3 INTEGRALES SINGULARES EN ESPACIOS DE NATURALEZA HOMOGENEA

Los métodos geométricos estaban bien presentes en la llamada Escuela de
Chicago de andlisis arménico de la que el director de tesis de Miguel, Alberto
Calderén, y el director de éste, Antoni Zygmund, eran sus maximos expo-
nentes. Miguel de Guzman lleg6 a la Universidad de Chicago en un momento
de auténtica ebullicién de lo que ya entonces se denominaba la teoria de inte-
grales singulares de Calderén-Zygmund, un novedoso método para el estudio
cualitativo de las ecuaciones en derivadas parciales.

Su tesis doctoral, [Gul], defendida en 1968 y publicada en 1970 en la
Real Academia de Ciencias de Madrid, trata precisamente del comportamiento
de integrales singulares con homogeneidad mixta, generalizando resultados
previos de otros alumnos de la Escuela de Chicago como E. Fabes o N. Riviere,
y cuya aplicacion mas inmediata estaba en el estudio de las ecuaciones de tipo
parabdlico.

Uno de los resultados més importantes de esta memoria trata de la exis-
tencia del valor principal de operadores de la forma

Kf(z) = lim k(y) f(z —y) dy,
€= 0% Jpo(y)>e

donde k es un nicleo localmente integrable en R™ \ {0} que cumple la condi-
cién de homogeneidad k(Thx) = A\™™"k(x), X > 0,y Th = exp(Plog]) es
el grupo de transformaciones asociado a una matriz expansiva P, con m =
trP. Por otro lado, pg(x), que viene definido como la solucién a la ecuacién
exp(—Plogpo)(xz) = 1, da lugar a una métrica invariante por traslaciones,
p(x,y) = po(lx — y|), cuyas bolas asociadas B, tienen la propiedad doblante
|Ba,| < C|By|, para cierta constante C' independiente de 7.

Para probar un resultado de este tipo, uno estd obligado a encontrar en
cada caso una descomposicion de funciones semejante a la usada por Calderén
y Zygmund cuando se trata de homogeneidad simple (véase por ejemplo el libro
de E. Stein [St1]). En el caso de Miguel, este lema eminentemente geométrico,
es semejante al probado por Whitney (ver [Gu2] o Teorema 2.3 en [Gu5)).

Tras su paso por Chicago, Miguel de Guzman fue a trabajar a la Uni-
versidad Washington de Saint Louis, aceptando una invitacién del profesor
G. Weiss. Alli conocié a R. Coifman con el que continué trabajando en su
programa de integrales singulares de homogeneidad mixta. Fruto de esta co-
laboracién es el trabajo [CGu] en el que describen condiciones minimas para
que la teoria pueda desarrollarse en situaciones mas generales que la del caso
euclideo. Asi por ejemplo, para que se pueda hablar de nuevo de una descom-
posicién geométrica de funciones a la Calderén-Zygmund es suficiente que el
espacio subyacente X esté dotado de una cuasi-métrica

p: X xX =Ry,  (plz,y) =ply,x), plz,y) <Clo(z,2)+ p(z,9))),

de forma que la familia de bolas asociadas, {B;(z)},., tenga la propiedad
siguiente:
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“Existe un entero positivo N tal que Vx € X, Vr > 0, no se pueden
encontrar N puntos x; € B, (x) con p(x;,x;) > r/2, sii # j7.

El tratamiento sistematico de estos aspectos, que es el origen de lo que se
conoce como teoria de los espacios de naturaleza homogénea, apareceria anos
mds tarde en la monografia de R. Coifman y G. Weiss [CW].

4 OPERADORES MAXIMALES

Durante su estancia en St. Louis, Miguel escribe sus primeros trabajos
sobre diferenciacién de integrales, algunos en colaboraciéon con G. Welland
(ver [GuW]). Para describir algunos de estos resultados es preciso recordar
la demostracion que Hardy y Littlewood dieron sobre el Teorema de diferen-
ciacién de Lebesgue ([HL]):

La mejor forma de controlar un fenémeno de convergencia, en este caso
el de las medias integrales m, f(z) = m fBT(m) f(t)dt, cuando r — 0, es
a través de un operador maximal. Asi, Hardy y Littlewood definieron para
f € L, (R™),

loc
1
MfG@) = suplegs [ f@ldy: Bhola, we B, 2)

y del cual probaron el siguiente bello y, en cierto modo, inesperado:

TEOREMA 2. (HArDY-LiTTLEWOOD) Existe una constante universal C,,, que sélo
depende de la dimension, tal que cualesquiera que sean f € L'(R™) y A > 0,
se tiene

o e®: Mf@) >N < Cog [ 1f)ldn 3)

Es fécil ver que de la desigualdad (3) se sigue el teorema de Lebesgue.
En principio, basta probar que existe lim,_, g+ m, f(z) c.t.p. (el que ademds
coincida con la propia f(x) se puede deducir por un argumento simple de
nicleos de sumabilidad). Dado A > 0, queremos ver entonces que el conjunto

Ay ={z: limsupm, f(x) —liminf m, f(z) > A}

tiene medida 0. Ahora bien, el resultado es cierto para funciones continuas con
soporte compacto, C.(R™). Por tanto si g € C.(R"),

Ay ={z: limsupm,(f —g)(z) — liminf m,(f — g)(z) > A}

CH{z:2M(f —g)(x) > A}.
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Usando (3) queda

A <G [ 1)~ o)l dy,
RTL
y la densidad de C.(R™) hace el resto.

La desigualdad de Hardy y Littlewood permite ver que el fenémeno de
convergencia es cierto para bolas no necesariamente centradas en el punto de
diferenciacién, puesto que esta convergencia estd también dominada por el
operador M.

Para un base de diferenciaciéon B cualquiera podemos definir como en (2)
el operador maximal asociado

Mgf(z) = sup{ﬁ /B FW)ldy: BeB@).

Queda claro que una desigualdad como la (3) para Mp demostraria la
convergencia de medias integrales y, por tanto, el que B diferencie a L'. Lo
sorprendente es que, como probaron Miguel de Guzméan y G. Welland, ambos
sucesos son, de hecho, equivalentes.

TeorREMA 3. Si B en una clase de diferenciacion de R"™ invariante por trasla-
ciones y dilataciones, entonces son equivalentes

a) B diferencia L'(R")

b) Existe C tal que VA > 0,V f € L*(R")

R Maf(@) > A <5 [ 1wl
En este sentido, Miguel bebia de las mismas fuentes que sus maestros,
porque fue Calderdn el primero en observar este tipo de relaciéon tan estrecha

entre convergencia de operadores y acotacién del operador maximal asociado:
Si f € L?(T) y definimos la suma parcial de Fourier

Swfa Z Fere, = [ sae
0

entonces son equivalentes la convergencia puntual de la serie de Fourier
limy oo SN f(x) = f(2), c.t.p., Vf € L*(T) y la desigualdad para el operador
maximal S* f(x) = supy |Sn f(z)]

HzeT: S f(x)> A} < %/T|f(t)|2dt, VA > 0, (@)

(que denominamos de tipo débil-L?).



56 MIGUEL DE GUZMAN Y LA TEORIA DE DIFERENCIACION DE INTEGRALES

Zygmund estaba tan convencido de que la desigualdad (4) para S* era
imposible que en su libro Trigonometric Series [Zy1] llegd a escribir: “ ... and
this result throws some light upon the still unsolved problem of the existence
of an f € L?(T) whose Fourier series diverges a.e.”. Obviamente Zygmund no
podia imaginar en ese momento que Carleson terminaria probando anos més
tarde su aclamado teorema sobre la convergencia puntual de series de Fourier
[Cal.

El resultado de Calderén fue extendido por E. Stein, [St2], a operadores
més generales invariantes frente a traslaciones en los espacios LP,si 1 < p < 2.
Es decir, en ese rango la convergencia de operadores, pongamos de convolucién
para simplificar, en la clase LP es cierta si y soélo si lo es sobre una clase densa
(e.g. C°) vy el operador maximal satisface una desigualdad de tipo débil-L?,
semejante a la (4). Si los operadores son positivos, entonces el resultado se
extiende a todo el rango 1 < p < oo (ver [Saw]), aunque en ambos casos
el espacio de medida subyacente debe ser finito. El teorema para clases de
diferenciacién que hemos mencionado es en cambio sobre todo el dominio R".

Habia ya en la literatura otros ejemplos que mostraban la diferenciacion
de una clase a partir de la acotaciéon de su operador maximal asociado. Entre
ellos mencionamos el célebre

TEOREMA 4. (JESSEN, MARCINKIEWICZ Y ZYGMUND) Sea By la familia de todos
los rectangulos de R™ con lados paralelos a los ejes y denotemos por My el
operador maximal asociado. Entonces se tiene la desigualdad

n—1
Hx e R": Mf(z)> N} <C - |i)\| <1 + log™ %) dzx, (5)

donde C' es una constante independiente de A > 0 y de la funcién f.

Obviamente este resultado implica la diferenciacién por Bs de todas las
funciones que pertenezcan, localmente, al espacio de Orlicz L(log™ L)"~!(R")
y, en particular, a las del espacio LP(R™), si p > 1.

La demostracién que nos propone Miguel de Guzman de la desigualdad
(5) ([Gud]) (véase también [FGG]) es de una sencillez admirable, basandose
en la induccién sobre la dimensiéon n y en la siguiente observacion:

Si M es un operador maximal definido sobre medias integrales, entonces
MF(x) <||f]loo- En particular, si A > 0 y definimos fA(z) = f(x) si |f(z)] >
A2y fMx) =0 en caso contrario, entonces

{z: Mf(z) > A} C {z: MfNx) > \/2} (6)
Por simplicidad, probemos el caso n = 2 de (5). Siz = (z1,22) € R?, definimos

por Mj,j = 1,2, el operador maximal unidimensional actuando sélo sobre la
variable x;. Es facil ver que cada uno de ellos es de tipo débil-L' y que ademds
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se tiene la desigualdad puntual M f(x) < Ms(Mj f)(x). Usando (6) queda
{z: Mf(x) > A} < {a: Ma(Myf)(z) > A}

=)
<5 M, f(z)dx
N2 fany f2)>2/2}

2C (X o0
= <§‘{ﬂf t Myf(z) > A/2} + //\/2 Hz: My f(z) > t}]dt)

5 ) )
<3 < i@+ | ) /me t da:dt)

N/RQL;”<1+Iog+L;)|>dx

Supongamos ahora que queremos probar que la clase By no diferencia
LY(R™), si n > 2, y recordemos la equivalencia entre esto y la acotacién del
operador maximal asociado. Bastaria por tanto ver que M, no es de tipo
débil-L'. Lo hacemos en R?:

Elegimos f = Xjoj2, y tomamos 0 < A < 1 arbitrario. Se comprueba

ficilmente que el conjunto de nivel {x € R* : Myf(x) > A} contiene a todos
los rectdngulos R de la forma R = [0,u] x [0,1/u}A], con 1 < u < 1/A. Por
tanto

, 0< A<

> =

oz € R2: M f(x) > A} > /1 Ldu = 1 log
Si M, fuese de tipo débil-L', existirfa una constante C independiente de A > 0
tal que |{z € R? : M,f(x) > A}| < C/\, pero esto contradice la desigualdad
anterior. (Saks probé de hecho que el conjunto de funciones que son diferen-
ciadas por la base By es de primera categorfa en L!(R™), n > 2 [Sak]).

) LEMAS DE RECUBRIMIENTO

En la seccién anterior hemos visto la importancia que tiene la acotacién
de los operadores maximales en la teoria de diferenciacién. Esta acotacion esta
ligada obviamente a las propiedades geométricas de los elementos de la base y,
muy particularmente, a la existencia de lemas de cubrimiento. Veamos esto con
un ejemplo. Uno de los argumentos mas frecuentes hoy en dia para demostrar
la desigualdad (3) de Hardy y Littlewood viene del siguiente resultado, debido
esencialmente a Vitali [Vi]:

LEMA 5. Sea A un conjunto medible y acotado en R™ que suponemos recubierto
por una familia finita de bolas { B, }. Entonces podemos extraer una subfamilia
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de bolas disjuntas, { By}, con la propiedad

Al < CY " [Bil- (7)
k

(C representa una constante universal que sélo depende de la dimension).

Para probar (3), consideramos un conjunto compacto K C {x : M f(x) >
A}. Entonces, K estd recubierto por una familia finita de bolas {B,} que
cumplen
1

|Bal /i,

Por el lema 5, podemos elegir una subfamilia disjunta {B}} con la propiedad
(7) v se tiene

|f(y)ldy > X

_ C C
K<Y Bl <o s [ wit=5 [ wia<S [ 1wl
k k k

UB}, Rn

Por otro lado, la demostracién del lema estd basada en una propiedad
elemental de la geometria euclidea:

“Si B'y B’ son dos bolas con BN B’ # () y |B'| < |B|, entonces B’ C 3B,
donde 3B representa la bola concéntrica con B y radio tres veces el de ésta”.

Ordenando las bolas {B,} por tamano decreciente y eligiendo B; como
la mayor, vamos eligiendo ordenadamente aquellas primeras que son disjuntas
de las ya elegidas. Por la observacién anterior, deducimos U, B, C Up3B} y
por tanto |[A| < 3" %", | Bl

La propiedad anterior para bolas euclideas la comparten entre otras la
clase de todos los cubos de R™ y, con mas generalidad, la familia de dilatados
y trasladados de un cuerpo convexo dado, pero no la familia de todos los
rectangulos por ejemplo.

El interés que sentia Miguel de Guzman por encontrar la relacién precisa
entre lemas de cubrimiento, acotaciéon del operador maximal y propiedades
de diferenciacion se puede apreciar en varios de sus trabajos. En el primer
capitulo de su libro [Gu5] (ver también [Gu3|), Miguel analiza en profundidad
tres tipos de lemas de cubrimiento:

1. Lemas de tipo Besicovitch: aquellos en los que uno puede elegir un
numero fijo (universal) de familias disjuntas recubridoras a partir de
una dada.

2. Lemas de tipo Whitney: en donde la seleccion de las subfamilias recubri-
doras de un conjunto abierto dado guarda una relacién entre su diamétro
y la distancia a la frontera.
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3. Lemas de tipo Vitali: aquellos en los que la norma de la funciéon de
solapamiento de la familia recubridora esté controlada por la medida del
conjunto recubierto.

El primero de estos tipos es adecuado para el caso de bases de diferen-
ciacién B = UB(x), de forma que los elementos de B(x) estdn de alguna forma
“centrados” en el punto z. El segundo es apropiado para los lemas de des-
composicién de Calderén-Zygmund en la teorfa de integrales singulares. El
tercero, dependiendo del tipo de norma elegida para el control de la funcién
de solapamiento, es apropiado para describir la diferenciacién en el espacio de
norma dual (véase a este respecto el apéndice I de [Gub]).

6 EL LIBRO AMARILLO

Al final de su estancia en los Estados Unidos, en 1969, Miguel de Guzmén
regresa al Departamento de Ecuaciones Funcionales de la Universidad Com-
plutense de Madrid, dirigido por A. Dou, y comienza una frenética carrera
por introducir lineas de investigacién y métodos de trabajo aprendidos du-
rante dicha estancia. Se rodea de un nutrido grupo de estudiantes con los
que empieza a discutir las técnicas del analisis usadas en los trabajos de los
matematicos mas importantes de la época, y los problemas abiertos méas pu-
jantes en esos momentos, pero sobre todo relacionados con la teoria de diferen-
ciacion de integrales. Algunos de esos estudiantes terminaran haciendo la tesis
doctoral con €l en ese tema, como es el caso de Baldomero Rubio e Ireneo Peral
([Ru], [Pe]). A otros les sugiere que se desplacen a universidades americanas
para que recojan el testigo directamente de las fuentes. El ciclo continua.

El seminario de andlisis de la Seccién de Matematicas de la UCM se con-
vierte en uno de los més activos de Espana. Con un esquema semejante a los
que tenian lugar en centros de gran tradicién, por él pasan matematicos de la
talla de A. Calderén, L. Carleson o Y. Meyer. Pero ademés la actividad no
se detiene. Siempre hay algo interesante que presentar, una nueva idea que
discutir, un articulo reciente que entender o un problema abierto que abordar.

Como fruto de esos casi 5 anos de investigacién, Miguel de Guzman es-
cribe una monografia titulada “Differentiation of Integrals in R™”, que aparece
publicada en la serie “Lectures Notes in Mathematics” de la editorial Springer-
Verlag. El libro “amarillo”, como lo llamabamos los que primero nos acercamos
a él como fuente de estudio e inspiracion, se convirtié en un clasico casi desde
su aparicién. Fueron numerosos los especialistas de dentro y fuera del pais los
que se sintieron atraidos por sus interesantes planteamientos y la belleza de su
discurso. Para la matematica espafniola fue todo un hito. Por primera vez en
muchos anos se exportaba ciencia matemaética, o al menos se ponia la primera
piedra para invertir la tendencia producida por el aislamiento cientifico que
habia sufrido Espana durante tanto tiempo.
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El libro amarillo contiene todos los temas que hemos mencionado aqui:
lemas de cubrimiento, operadores maximales y propiedades geométricas de
bases de diferenciacién especificas. Es también como una coleccién de historias
matematicas donde las obras de Lebesgue, Vitali, Bohr, Saks, Banach, Zyg-
mund, Jessen, Marcinkiewicz, Hardy, Littlewood, Mazurkievicz, Saks, Niko-
dym, Busemann, Feller, de Possel, Besicovitch, Hayes, Pauc, Bruckner, Kakeya,
Perron y muchos mas, son desmenuzadas y convenientemente reescritas desde
una perspectiva facilmente asimilable.

Hay muchos ma&s temas que
aparecen en el libro y que no po-
driamos describir aqui con el detalle
debido. Entre estos temas merece
la pena destacar muy especialmente

Lecture Notes in

las construcciones recogidas en el Mathematics

capitulo V y relacionadas con la G sl 6 Bt
base de todos los rectangulos en R"™: Soves: Unerscd Comvtero do e
el arbol de Perron; la solucion al

problema de Kakeya sobre como ro- 481

tar una aguja de forma continua

y minimizando el drea de barrido; Miguel de Guzman

el conjunto de Nikodym y otros.
Muchas de estas construcciones se
justifican por la necesidad de en-
contrar diversos contraejemplos en
la teoria de diferenciacion. Pero su

interés geométrico va méas alla de Differentiation of Integrals in R”
ésta, hasta el punto de que Miguel

retomaria el estudio de algunos pro- 2

blemas pendientes anos después en '@i

colaboracion con P. Mattila, M. Springer-Verlag

Moran, M.A. Martin, M. Reyes y Berlin - Heidelberg - New York

otros. Asi formé un grupo de inves-
tigacion sobre teoria geométrica de
la medida y andlisis armoénico sobre
fractales que sigue activo después de
casi 20 anos de trabajo continuo.

A continuacion mencionamos algunos otros de los problemas sobre dife-
renciacion que mas interesaron a Miguel y que continuan abiertos:

La conjetura del halo. Se deduce a partir del teorema de Hardy y Littlewood
que si f = xa denota la funcién caracteristica de un conjunto medible A
entonces

1
Hx : MXA($)>/\}|§C|A|X7 0< A<l
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Asimismo, el teorema de Jessen, Marcinkiewicz y Zygmund nos da

1 1
Hz e R":  Msxa(xz) > A} SC\A]X(l—HogX)”_I, 0< A<l
Dada una base de diferenciacién B = UB(z), diremos que B es de Busemann-
Feller si R € By z € R implica R € B(z). Para una de estas bases definimos
la funcién
1

Op(u) = P(u) = sup{mH:E : Mpxa(x) > 1/u}|: Amedible} 1< u.

(®(u) = usi0 < u < 1.) Supondremos que ®(u) es finita Vu > 0, lo cual es
equivalente a que B diferencie a las funciones caracteristicas de conjuntos me-
dibles. ® se conoce como la funciéon del halo de B por la forma caracteristica
que adquiere el conjunto {x : Mpxa(z) > 1/u} cuando A es, por ejemplo,
una bola centrada en el origen. La conjetura del halo consiste en determinar
que si B es una base de diferenciacién de Busemann-Feller invariante por
rotaciones, entonces B diferencia a la clase ®(L) = {f : [ ®(|f])dz < oo}.
A partir de la relacién entre diferenciacién y acotacién del operador maximal,
se trata, esencialmente, de probar la desigualdad

o Maf(@) > <C [ @) dr,

para A > 0y f medible sabiendo que el resultado es cierto para funciones ca-
racteristicas. Es decir, a partir de una desigualdad de tipo débil-®(L) “restrin-
gido” para Mp, queremos obtener una desigualdad de tipo débil-®(L) general.

De los resultados de E. Stein y G. Weiss [SW] (ver también el apéndice I
de [Gu5]) se deduce que si ®5(u) ~ uP,1 < p, entonces B diferencia LP!. La
conjetura asegura no obstante que B debe diferenciar a todo LP.

Miguel nos muestra en el capitulo VIII de [Gub] que si la conjetura del halo
fuera cierta para toda base B de diferenciacién de Busemann-Feller invariante
por rotaciones, entonces las funciones del halo ® serian doblantes (®(2u) <
C®(u)), con C independiente de u). Asimismo, prueba que si o es tal que

lim sup,,_, % = oo entonces B no diferencia a la clase o(L).

La conjetura ha podido ser establecida sélo en el caso ®(u) ~ u a partir
de los trabajos de Moon (recogidos en el libro [BS]) e, independientemente,
de R. Moriy6n (ver el apéndice III de [Gu5]). Existen resultados parciales
que indican un acercamiento progresivo a la resolucién de la conjetura. Por
ejemplo, se sabe a partir de ciertos argumentos de Carleson y Sjolin en [Sj] que
si ®(u) ~ u(l + log™ u)™ entonces B diferencia L(log™ L) log™ log™ L (ver
[So2]). Resultados recientes de Antonov ([An]) permiten mejorar esto hasta
el espacio L(log™ L)™log™ log™ log™ L (ver [SjS]). Sin embargo, el resultado
completo parece en estos momento estar lejos de ser establecido.
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El problema de Zygmund. Generalizando su propio resultado con Jessen y
Marcinkiewicz (Teorema 4), Zygmund probé en [Zy2]| que si B, s, (s < n)
representa la clase de todos los rectangulos de lados paralelos a los ejes, pero
con a lo sumo sélo s de ellos de longitudes distintas, entonces B, ; diferen-
cia L(log™ L)*~'(R™). Pareciera que son los grados de libertad (s) y no la
dimensién del espacio subyacente (n) los que determinaran las propiedades
de diferenciacién de la base. A partir de ello, Zygmund propuso el siguiente
problema:

Sean k y n dos enteros positivos con k < n. Consideremos funciones
b1, 02,...,0n : (RL)F — [0,00) crecientes en cada una de sus variables. De-
notemos por B la familia de todos los rectdngulos de R™ de lados paralelos a
los ejes cuyas longitudes vienen dadas respectivamente por

Gr(tr, - ote), do(te, - th)s o Onlte, o )

para algunos ti,...,ty > 0. Probar que Mg satisface la desigualdad de tipo
débil-L(log™ L)*~1(R"™):

k—1
o R MBf(a:)>)\}]§C/Rn%<l+log+’—§’> da,

El problema no viene enunciado explicitamente en la monograffa [Gub],
salvo por el propio resultado de Zygmund que generaliza al Teorema 4. Sin
embargo Miguel siempre tuvo una especial predisposicién por todo cuanto
aconteciera alrededor del mismo.

No es dificil ver que los casos k = 1 o k = n se siguen de otros ya
conocidos. Se sabe que el resultado es cierto paran =3y k = 2 si ¢1(t1,t2) =
t1, a(t1, ta) = tay P3(t1,t2) general ([Col), o en el caso de que exista un cambio
de variables adecuado entre cada pareja (¢;, ¢;),7 # j, por ejemplo si cada una

es un monomio ¢;(t1,t9) = t’ tgj ([Sol]). Sin embargo la conjetura es falsa con
la generalidad con que estd enunciada (ver [Sol]). Seria muy interesante no
obstante determinar qué ocurre en casos especiales, como cuando k=n—1y
ademds ¢;(t1,...,th—1) =t;,7=1,...,n—1.

7 EpriLoGo

La teoria de diferenciacion de integrales ha ido evolucionando indudable-
mente en estos casi 30 anos que han transcurrido desde la publicacion de la
monografia de Springer-Verlag. Por un lado se han abierto nuevas vias de
investigacion en torno a problemas de diferenciacién a lo largo de curvas, su-
perficies y, en general, conjuntos de dimensién inferior a la del espacio subya-
cente. El motivo hay que buscarlo en el control que los operadores maximales
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ejercen sobre nuevas integrales fuertemente singulares. Por otro, el compor-
tamiento de los multiplicadores clasicos de la transformada de Fourier, como
los operadores de Bochner-Riesz, el multiplicador del cono y otros, aparece
estrechamente ligado a las propiedades de acotacién de operadores asociados
a familias de rectangulos de determinadas excentricidad y direcciones, como
el operador de Besicovitch o el de Kakeya. Muchos son los matematicos que
se han interesado por este tipo de problemas a lo largo de los anos, desde J.
Bourgain, A. Carbery, A. Cérdoba, M. Christ, A. Nagel, E. Stein, S. Wainger
o T. Wolff hasta, mas recientemente, N. Katz, I. Laba o T. Tao, por mencionar
sélo algunos.

Las técnicas han ido evolucionando también de forma espectacular. Los
métodos geométricos asociados a lemas de cubrimiento han ido dejando paso a
métodos analiticos de la tranformada de Fourier, relacionados en muchos casos
con las propiedades de restricciéon de ésta, e incluso a métodos de combinatoria
y teoria de nuimeros.

Miguel era consciente de estos avances y en mas de una ocasién' estuvo
tentado de escribir una versién actualizada de su libro sobre diferenciacién.
Resulta triste pensar que este proyecto, al igual que muchos otros que tanto
le entusiasmaban, no podra llevarlo a cabo ya.

El Libro de Springer-Verlag Differen-
tiation of Integrals in R™ no fue la 1nica

monografia especializada que Miguel de e 46
Guzman escribiéo. En 1981 publicé otra ST

en la editorial North Holland titulada Re- e

al Variable Methods in Fourier Analysis Real Variable Methods
[Gu6]. En ella recopilaba algunas de las in Fourier Analysis

técnicas en andlisis armdnico més usadas en

esa época, como por ejemplo variaciones del

principio de uniformidad de Banach para |
el estudio de la convergencia puntual de

operadores, la finitud y el tipo de opera-

dores maximales relacionados con el proble-

ma de la convergencia, discretizacién, lemas

de cubrimiento, las teorias de interpolacién

y extrapolacion, mayorizacion en media, li-

nealizacion, sumacion en el espacio débil-

L', el método de rotaciones, el lema de ki
Cotlar, asi como ejemplos especificos donde

poder usar dichas técnicas (aproximaciones

de la identidad, integrales singulares a lo

largo de curvas, el multiplicador del disco y

mas).

! Comunicacién personal al segundo autor.
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de La metodologia usada para
redactar esta memoria fue seme-
jante a la utilizada con la anterior:

Varias  generaciones
matemdticos le recordare-

mos y le estaremos siempre largas jornadas de debate con sus
agradecidos... por su gene- colegas y estudiantes en el semi-
rosidad vy dedicacion, por nario, direccién de trabajos de inves-
dejarnos un modelo a sequir tigacién y bisqueda de problemas
Y, sobre tOdO, por lo mucho abiertos sobre los que poder profun-

dizar y aplicar esas técnicas, algunas
de las cuales, como por ejemplo las
relacionadas con discretizacion, eran
de su propia cosecha.

La produccién de articulos de investigacién de Miguel en analisis no fue
muy numerosa. Viene bien recordar, no obstante, una frase de A. Zygmund
en la que estimaba que la dedicacién que habia prestado a la redaccion de su
libro “Trigonometric Series” le habia quitado la posibilidad de haber escrito
hasta 30 articulos més de los que publicé®. Al parecer esto llegd a oidos de
Littlewood quien le escribié asegurandole que su esfuerzo habia merecido la
penay que varias generaciones de matematicos le estarian agradecidos por ello.
Miguel de Guzman escribié no una sino dos monografias de primerisimo nivel
a las que dedicé casi 12 anos de su vida y, si, como con Zygmund, varias gene-
raciones de matemaéticos le recordaremos y le estaremos siempre agradecidos.
También por su generosidad y dedicacion, por dejarnos un modelo a seguir vy,
sobre todo, por lo mucho que aprendimos de él.

que aprendimos de €l.
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