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Las 27 rectas de una superficie cubica

por

Maria Jestis Vazquez Gallo

INTRODUCCION

Mientras se preparaba para ser abogado, el
matemdtico inglés Arthur Cayley (1821-1895)
viajé a Dublin para escuchar una conferencia
sobre cuaterniones de Hamilton. Se sent6 al
lado del también mateméatico George Salmon
(1819-1904) y se inicié asi una colaboracién en-
tre ambos que durarfa mucho tiempo. Con otro
de sus amigos mas cercanos, James Sylvester
(1814-1897), abogado en los mismos juzgados de
Londres, solia discutir profundas cuestiones ma-
tematicas “entre caso y caso”: durante los 14
anos en los que trabajé como abogado, Cay-
ley publicé alrededor de 250 articulos en Ma-
tematicas. No estd mal para un no profesional!

Figura 1: A. Cayley

En 1849, Cayley y Salmon publicaron sen-
dos articulos sobre superficies cubicas. Cayley establecia que cualquier super-
ficie cibica lisa contiene cierto nimero de rectas y Salmon probaba que ese
nimero era exactamente!' 27.

La relevancia de las superficies cubicas en el siglo XIX queda patente en
el siguiente texto de Sylvester:

“Sequramente, con tan buenas razones como tuvo Arquimedes
para hacer grabar en su tumba el cilindro, el cono y la esfera,
podrian nuestros distinguidos Cayley y Salmon dejar instrucciones
testamentarias para que el icosaheptagrama ciubico fuera grabado
en las suyas.”

Cayley fue uno de los primeros en definir el concepto abstracto de grupo,
dandose cuenta de que, ademds de las permutaciones, las matrices (término
acunado por Sylvester en 1850) y los cuaterniones constituyen ejemplos de
grupo. Sus trabajos con matrices fueron de gran utilidad en los inicios de
la mecénica cuantica. Salmon escribié numerosos trabajos sobre superficies

No 1, ni 2, ni 30, ni infinitas ... jtienen que ser 27!
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regladas y otros tipos de superficies. De hecho, a él debemos la nociéon de
singularidades normales de una superficie. Son famosos sus cuatro libros de
texto sobre la geometria algebraica de curvas y la teoria de invariantes. No en
vano, Cayley, Salmon y Sylvester eran conocidos como la “terna invariante”.

La base de una teoria puramente geométrica sobre superficies cibicas fue
establecida por Jacob Steiner (1796-1863) en una corta y sugerente memoria.
Steiner no aprendié a leer hasta los 14 anos, comenzé a ir a la escuela con 18 y
aun asi, podemos ver su imagen —con barba ... y jsin pelucal— en el cartel del
Congreso Internacional de Zurich en 1897 entre la de los mejores matematicos
suizos hasta la fecha, incluyendo, por supuesto, a Euler y a varios Bernoulli?.
Steiner crefa que el mejor medio para concebir construcciones geométricas era
la concentracién intensa, imaginando las figuras en cuestién; rechazaba el uso
del algebra e incluso de los dibujos y opinaba que el calculo reemplaza al
razonamiento mientras que la geometria lo estimula.

Figura 2: Congreso Internacional de Zurich, 1897

2Los tres de arriba: en el centro, Jakob, a su derecha Daniel y a su izquierda Johann.
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Hizo grandes contribuciones en Geometria Proyectiva descubriendo, por
ejemplo, la superficie de Steiner —conocida también como superficie roma-
na®— que representa el plano proyectivo real como una superficie de R? con
autopenetraciones y puntos singulares.

Desde los trabajos de Cayley, Salmon y
Steiner, un gran nimero de matematicos han
estudiado cuestiones relacionadas con la con-
figuracion geométrica de las 27 rectas de una
superficie cibica y se han escrito libros en-
teros dedicados a ella (ver [11], [21]). Como
afirmaba Y.U. Manin en la monografia Cu-
bic Forms (1972)([17]), “su elegante simetria
embelesa e irrita a la vez”.

En 1869, Christian Wiener (1826-1896),
profesor de geometria descriptiva, consiguio
realizar un modelo de superficie ctibica con
las 27 rectas visibles en él; Sylvester comento Figura 3: Superficie roma-
que este hecho “hacia merecedor al ano 1869 na
de figurar en los anales de la Ciencia”. Varios
anos més tarde, Alfred Clebsch (1833-1872) construy6 un modelo de la llamada
superficie diagonal de Clebsch con 27 rectas reales en ella.

Si el lector se siente atraido por las ilus-
traciones de esta pagina, ya tiene algo en
comun con los geémetras. En palabras de
Clebsch:

“Fs el deleite producido al
contemplar ciertas figuras, en el
mds alto sentido de la palabra, lo
que distingue a un geometra.”

El enfoque algebraico de los trabajos de Cay-
ley, Sylvester y Salmon condujo a Clebsch
a una nueva y brillante interpretacion de la
Figura 4: Superficie diago- Teoria de Funciones de Riemann. Las in-
nal de Clebsch vestigaciones de Clebsch inspiraron a Felix

Klein (1849-1925) varios resultados acerca de

superficies cubicas. La vision unificada de
Klein, conocida como el Programa FErlangen, segun la cual la geometria es
el estudio de las propiedades de un espacio invariantes bajo un grupo dado de
transformaciones, influyé profundamente en el pensamiento matematico y es
el punto de vista actual en este campo.

3Cuando Steiner visité Roma en 1844, descubrié algunas propiedades geométricas de
la superficie que habia construido. Parece que nunca escribié ningun articulo sobre esta
superficie a la que él mismo bautizé como superficie romana.
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La configuracién de las 27 rectas no solo tiene interés en si misma, sino que
estd estrechamente relacionada con otras configuraciones geométricas desta-
cables. La proyeccion desde un punto de una superficie ctibica sobre un plano
paralelo al plano tangente a la superficie en dicho punto es una curva cudrtica
plana y jtoda curva cudrtica plana se puede obtener por este procedimiento!
([11]). En 1877, Luigi Cremona (1830-1903) fue el primero en demostrar que
la también famosa configuracion del Teorema de Pascal, a partir de la que B.
Pascal (1623-1662) dedujo 400 proposiciones sobre coénicas, se puede derivar
de la de las 21 rectas que viven en una superficie ctibica con un punto singular,
proyectando desde dicho punto.

AY

Bl axt+byr=r

Figura 5: Configuraciones del Teorema de Pascal

El problema de las 27 rectas resulta extremadamente interesante desde
el punto de vista de la Teorfa de Grupos. En 1869, C. Jordan (1838-1922)
demostro que el grupo que aparece en el llamado problema de la triseccién de
funciones hiperelipticas de primer orden es isomorfo al grupo de Galois de la
ecuacion de grado 27 de la que se derivan las 27 rectas. Tras este resultado,
muchos autores han trabajado sobre dicho grupo. Por otro lado, el grupo de
automorfismos de la configuracién, es decir, el de las permutaciones de 27
elementos que preservan las relaciones entre ellos andlogas a las relaciones de
incidencia entre las rectas, es isomorfo al grupo de Weyl Eg ([10]). La relacion
entre este grupo y el de automorfismos de la propia superficie ctibica ha sido
objeto de diversos trabajos, varios de ellos muy recientes ([21], [18], [22]).

Hablaremos de algunas de estas cuestiones més adelante en esta expo-
sicién, en la que, tras considerar la cuestiéon de determinar cudntas rectas
contiene una superficie cubica como un problema tipico de Geometria Alge-
braica Enumerativa; expondremos una demostraciéon —la maés elemental en
nuestra opinién— de que son efectivamente 27 y, finalmente y de forma breve,
relacionaremos este resultado con un tema mas general, el estudio de las lla-
madas variedades de Fano, que parametrizan espacios lineales contenidos en
una variedad.
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1. GEOMETRIA ALGEBRAICA ENUMERATIVA

Trabajaremos en el marco general de la Geometria Algebraica, cuyo
objeto de estudio son las variedades (algebraicas), es decir, los lugares dados
por ceros de polinomios.

Ejemplo: Escribimos el polinomio en 2 variables f(z,y) = y* — (22 + 23)
y consideramos su lugar de ceros C; = {(z,y) : f(z,y) = 0}. Al dibujarlo,
obtenemos la curva de la figura.

Sobre esta variedad C7 podriamos pregun-
tarnos: jqué puntos de C; tienen coordenadas
racionales? (una cuestion cercana a la teoria de

AY
nimeros); {qué tipo de espacio topoldgico es Cy
cerca del punto P? ;cudl es el género de la curva ?

C1?, etc.

Lo particular de la Geometria Algebraica es
que utiliza sélo funciones polinémicas y cocien-
tes de ellas (funciones racionales) frente a, por sl
ejemplo, la Topologia, que considera funciones
continuas, la Geometria Diferencial que traba-
ja con funciones suaves (C*>°) o la Geometria
Analitica, que estudia series de potencias con-
vergentes. Cuantas menos funciones se tienen disponibles mds restrictiva es
la geometria resultante.

Al utilizar polinomios, la herramienta natural de la Geometria Algebraica
no es el Analisis, sino el Algebra Conmutativa, que estudia los anillos de po-
linomios, médulos sobre anillos, ideales primos, etc. Intentaremos evitar aqui
cualquier cuestién demasiado técnica a este respecto.

Una particularidad de la Geometria Algebraica es que, cambiando los
coeficientes de los polinomios, nos permite trabajar sobre cualquier cuerpo, no
sélo R 6 C, sino también cuerpos con caracteristica distinta de 0 o cuerpos no
algebraicamente cerrados. Incluso se puede trabajar sobre anillos, usando la
teoria mas general de esquemas.

La Geometria Enumerativa, fundada principalmente por H. Schubert
(1848-1911), considera problemas de Geometria Algebraica con un nimero
finito de soluciones: se trata, habitualmente, de encontrar el nimero de figuras
geométricas de una familia cumpliendo una serie de condiciones dadas. En
nuestro caso, la familia es la de rectas en el espacio de dimensién tres y la
condicion consiste en que la recta esté contenida en una superficie ciibica dada.
Un antecedente de este tipo de cuestiones es el famoso problema de Apolonio
en el siglo IIT a.C.: jrecuerda el lector cuantas circunferencias son tangentes a
tres circunferencias dadas en posicién general*?

=Y

G

Figura 6: Cubica plana

4En Geometria Algebraica, el término “general” se utiliza en el sentido de “no especial”.
Por ejemplo, en este caso significa que las circunferencias no tienen caracteristicas especiales
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@eS

Figura 7: Ejemplos del problema de Apolonio

La pregunta andloga para cénicas, planteada por Steiner en 1848, tuvo
una respuesta incorrecta durante casi veinte afios® (ver [7]).

Utilizando métodos para contar parametros, no demasiado rigurosos, Schu-
bert estudid, entre otros temas, la dimensién de las llamadas variedades de
Schubert, constituidas por espacios lineales (rectas, planos, etc.) que poseen
interseccién de dimensién dada con un sistema “anidado” ® de espacios linea-
les fijado (conocido en la actualidad como variedad bandera). El décimoquinto
problema de Hilbert consiste precisamente en justificar adecuadamente mu-
chos de los resultados obtenidos por Schubert.

Las superficies cibicas que manejaremos son superficies que viven en un
espacio proyectivo de dimension 3, pero ;qué es la Geometria Proyectiva?

Frente a la expuesta en Los Elementos de Euclides, es una geometria sin
distancias, ni angulos, ni paralelismo. Como veremos en un momento, en ella,
dos rectas coplanares se cortan siempre en un punto de forma dual a cémo
dos puntos siempre determinan una recta. Este principio de dualidad que, de
hecho, es mucho mas general, hace que esta geometria sea més simétrica que
la euclidea y le confiere parte de su belleza.

La Geometria Proyectiva se desarroll6 fundamentalmente en el siglo XIX,
pero sus antecedentes se remontan al siglo III con Pappus de Alejandria y
los primeros teoremas proyectivos. Durante el Renacimiento, los problemas de
perspectiva de los pintores al tratar de representar en un lienzo plano una es-
cena del espacio en tres dimensiones, conducen al desarrollo gradual de ciertas
nociones proyectivas: lo que pinta el artista corresponde a la interseccién del
plano del lienzo con los rayos de luz que van del objeto al ojo del pintor. L. B.

dentro del espacio de todas las circunferencias, es decir, no son tangentes entre si, no estdn
contenidas unas en otras, etc. La respuesta es ... ocho.

SHasta que, en 1864, M. Chasles (1793-1880) calculé el niimero correcto, 3264, Steiner
y otros crefan que habfa 7776 cénicas planas tangentes a cinco cénicas dadas en posicién
general. Basicamente, el error se debia a que las rectas dobles se contaban como tangentes a
cualquier cénica, ya que la interseccién de una recta doble y una cénica consiste en un par
de puntos. De hecho, Chasles no llegé a demostrar que el nimero fuera 3264, pero aporté
unos 200 ejemplos de este hecho. La demostracion rigurosa se debe a S. L. Kleiman, en 1974.

5Cada espacio estéd contenido en el siguiente del sistema.
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Alberti, Piero della Francesca, Leonardo da Vinci y Albrecht Diirer escribieron
tratados sobre el aspecto matemético y artistico de este asunto’.

Figura 8: Grabado de A. Durero

Asi, la geometria proyectiva trata de explicar cémo nuestros ojos ven el
mundo, estudiando las propiedades que permanecen invariantes por proyec-
cién. En los trabajos de Kepler (1571-1630), Newton (1642-1727) y Leibniz
(1646-1716) aparecen conceptos proyectivos, pero fueron principalmente De-
sargues (1591-1661), que era arquitecto, y Pascal los que reinventaron este tipo
de geometria, a partir de la geometria descriptiva y en conexién con la pers-
pectiva. Se dice que el estilo mateméatico de Desargues era poco claro, dificil
de entender. Inventaba nuevos términos para conceptos ya conocidos (de los
aproximadamente 70 que introdujo, hoy en dia sélo pervive el de involucion)
y escribia para su selecto circulo de amigos matemaéticos. Tuvo muchos ene-
migos y se cuenta que por todo Paris podian verse carteles que ofrecian una
recompensa a cualquiera que pudiera probar que los trabajos de Desargues no
eran correctos.

Ya en el siglo XIX, la exposicién sistemdtica de los conceptos bésicos
de geometria proyectiva se debe a J. V. Poncelet (1788-1867), un ingeniero
militar francés que tomé parte en la campana rusa de Napoleén y estuvo
prisionero en Saratov durante dos anos. En este tiempo, inspirado por las
ensenianzas de su maestro G. Monge (1746-1818), comenzé6 a desarrollar su
“Traité des propriétés projectives des figures”, trabajo del que se deriva, de
hecho, el término geometria proyectiva.

"Para profundizar sobre esta cuestién, se puede consultar el libro de Charles Bouleau “La
geometria secreta de los pintores”, Akal (1996).
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El espacio proyectivo P, con K un cuerpo y n un nimero natural, puede
verse como el conjunto de rectas del espacio vectorial K"*! que pasan por el
origen. Por ejemplo, si K = R y n = 1, la recta proyectiva IP’]%Q corresponde
a la coleccién de rectas de R? por el origen y, por tanto, se identifica con
el conjunto cociente R? — {(0,0)}/ «, siendo « la relacién de equivalencia
dada por (X,Y) « (AX,\Y), para todo A € R — {0}. Asi, la clase de un

. g Y
(X,Y) con X # 0 tiene un tinico representante con X = 1, el punto (1, ) de

R? (obsérvese que § es la pendiente de la recta a la que pertenece el punto

(X,Y)). La recta X = 0, que no corta a X = 1, corresponde al punto del
infinito, Pso, de la recta X = 1 (el eje vertical tiene pendiente “infinita”).

Es decir, la recta proyectiva se ve como la unién de la recta afin con un
punto en el infinito, P} = A]ﬁ U Py.

Figura 9: Construccion de la recta proyectiva

Cuando observamos una recta afin L desde un punto O externo a ella, la
recta por O paralela a L, es decir Py, parece estar en el infinito por ser el
limite de las rectas que unen a O con puntos P de la recta L, cuando P se
aleja infinitamente de O.

Un punto de la recta proyectiva real se describe con una cantidad infinita
de coordenadas homogéneas, que son parejas de niimeros reales X e Y, no nulos
a la vez, denotadas por [X,Y] y tales que parejas proporcionales describen el
mismo punto, o sea,

[X,Y]=[AX,\Y], paratodo e R—{0},

reflejando el hecho de que todos los puntos de la recta por el origen de R? con
pendiente %, corresponden al mismo punto de la recta proyectiva. Lo dicho
para R? puede repetirse con cualquier espacio vectorial K™ para obtener
P%, cuyos puntos se describen con colecciones de coordenadas homogéneas
[Xo, -+, X,] no todas nulas y de forma que dos colecciones se consideran
iguales cuando son proporcionales.

Cada P}, se puede cubrir por una unién de (n+1) espacios afines A’ dados
por X; # 0. Por ejemplo, P}, con puntos de coordenadas [X, Y], se cubre con
dos copias de la recta afin Af,. En una de ellas, X # 0 y los puntos tienen
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coordenadas homogéneas [1, %], en la otra, ocurre lo andlogo para Y # 0; y
las dos se pegan a través del isomorfismo

Y X

— — —.
X Y
El plano proyectivo se ve como el plano afin méas una recta del infinito; es

decir, se anade al plano afin un punto en el infinito por cada haz de rectas
paralelas.

Figura 10: Construccién del plano proyectivo

Historicamente, Desargues y Kepler
en el siglo XVII y de manera independien-
te, fueron los primeros en construir el pla-
no proyectivo real ]P’%Q. Si queremos ver IF’%&
como una superficie de R? tenemos que
contentarnos con una que no sea lisa por-
que, si lo fuera, al ser cerrada, estaria obli-
gada a ser orientable y Klein demostré que
el plano proyectivo real no lo es.

Ademads de la superficie de Steiner,
mencionada en la introduccién, otra pre-
sentacion de ]P’% como una superficie de R3
Figura 11: Superficie de Boy es la superficie de Boy, encontrada a prin-

cipios del siglo XX por el matematico del
mismo nombre, discipulo de Hilbert, en contra de la intuicién de su maestro,
que consideraba imposible dar una inmersién lisa® del plano proyectivo real
en R3.

Observacién 1: Dos rectas del plano proyectivo siempre se cortan (co-
mo sucede cuando uno mira un par de vias de tren hacia el horizonte), no
hay excepciones: no existen rectas paralelas. En general, en cualquier espacio
proyectivo dos subespacios de dimensién complementaria siempre se cortan

8Por inmersién lisa se entiende una inmersién C*°, es decir, una inmersién topoldgica
C* de un espacio en otro —en nuestro caso, de P en R®*— con rango constante, igual a la
dimensién del espacio inicial. La imagen de esta aplicaciéon puede tener puntos de autointer-
seccién, cosa que no ocurre con una superficie lisa de R3.
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y esto hace del espacio proyectivo un buen lugar para trabajar en teoria de
interseccion.

Observacién 2: No todo polinomio F' € K[Xg, X1,...,X,] define una
funcién en el espacio proyectivo P%. Por ejemplo, si n = 2, las colecciones
[3,4,7] v 9,12, 21] describen el mismo punto de P? y sin embargo, en general,
F(3,4,7) # F(9,12,21); pero si F' es un polinomio homogéneo de grado d,
entonces se cumple F(AXo, \X1,...,AX,) = M F(Xo,X1,...,X,), asf que
su lugar de ceros estd bien definido en P™ y constituye una hipersuperficie
proyectiva.

En lo que sigue, una variedad proyectiva en un espacio proyectivo serd el
lugar de ceros de una colecciéon de polinomios homogéneos, que se puede cubrir
por una unién de wvariedades afines (ceros de polinomios no homogéneos),
pegadas adecuadamente —de manera andloga a cémo la recta proyectiva se
cubre con dos copias de la recta afin—. Supondremos, por simplicidad, que el
cuerpo base es el de los complejos, salvo mencién explicita de lo contrario.

Concretado el marco, vamos a precisar los términos del problema:

Por superficie cibica, digamos S, entenderemos el lugar de ceros en el
espacio proyectivo® P3 de un polinomio F' homogéneo de grado 3 en 4 variables,
es decir,

S=A{[X,Y,Z,T]: F(X,Y,Z,T) = 0}.
Es una cuenta sencilla calcular el nimero de coeficientes que tiene un tal
polinomio!® (o forma ciibica), exactamente ( g ) =20, asi que F(X,Y, Z,T)
se escribe como
F(X,Y,Z,T) = agX>® + a1 X?Y + ap X*Z + a3 X*T + - - - + a18Z°T + a19T>.

En otras palabras, S es una superficie proyectiva de P3 de grado 3 (el grado
del polinomio que la define).

Supondremos en adelante que nuestras superficies son, ademas, irreduci-
bles'' v no singulares.

Béasicamente, un punto P de una variedad V' es no singular cuando V es
suave en P, es decir, cuando el espacio tangente a V en P, TpV, estd bien
definido.

9La construccién de un espacio proyectivo de dimensién 3, a partir de un espacio vectorial
de dimension 4, es anédloga a la descrita para la recta y el plano proyectivos pero ... jcualquiera
se atreve a dibujarlal

10F] lector puede disfrutar comprobando que, en general, el ndmero de coeficientes de un

d
"Una variedad X es irreducible si, para cada pareja de subvariedades Y, Z C X tales que
YUZ =X, o0bien Y = X o bien Z = X. Asi, una superficie irreducible no se descompone
como unién de planos, o de otra superficie mas un plano, etc.

polinomio homogéneo de grado d en n + 1 variables es ( ntd )
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Si V es afin, esto es, estd dada por la anulacién de un polinomio no ho-
mogéneo f(z1,...,zy,),y P = (a1,as,...,a,) es un punto de V', entonces el
espacio tangente a V en P, TpV, estd definido por

Es decir, el que P sea no singular equivale a que no todas las derivadas parciales
de f se anulen a la vez en P. (Si V estd dada como el lugar de ceros de més
de un polinomio, la definicién se generaliza adecuadamente considerando la
matriz jacobiana de f).

Si V' es proyectiva, el que P sea no singular es equivalente a que P sea
no singular en un espacio afin Vj C V que lo contenga y no singular en la
parte del infinito correspondiente a Vj, (se demuestra que TpV no depende de
la eleccién de V| usando una definicién intrinseca de singularidad en términos
de anillos locales (ver [10], Thm. 5.1)).

Ejemplos: La curva cubica plana del comienzo de esta seccién, dada por

F(X,)Y,2)=Y*2Z-X*Z-X3=0,

tiene como tunico punto singular el [0,0,1]: haciendo Z = 1, las derivadas
parciales de Y2 — X2— X3 s6lo se anulan simultdneamente en (0, 0), y en la recta
del infinito del plano Z = 1, cuya ecuacién es Z = 0, no hay singularidades.
Sin embargo, la cénica plana dada por G(X,Y,Z) = f—; + )g—; —Z%?=0no
tiene puntos singulares.

AY

=¥

N
N

yi=x2x+1)

Figura 12: Curva cibica singular y cénica no singular
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2. LAS 27 RECTAS DE UNA SUPERFICIE CUBICA

Volviendo a las superficies cibicas, emprendemos ya la bisqueda de sus
27 rectas. Queremos demostrar el siguiente resultado:

Teorema 1 Toda superficie cibica no singular de P3 contiene 27 rectas.

Hay varias formas de probar esto'?, por ejemplo, identificando la superficie con
la explosién del plano proyectivo en 6 puntos (ver [10]) o usando resultados
sobre clases de Chern de fibrados vectoriales (ver [6]). Aqui elegiremos la més
elemental, la que —segin nuestro criterio— utiliza menos maquinaria (ver
20]).

Sea S una superficie ctibica como la del enunciado del teorema 1. Dividi-
remos la prueba de este teorema en cuatro etapas, demostrando que:

e Toda S contiene al menos una recta, digamos L (ver proposicién 1).

e Dada L C S, existen eractamente otras diez rectas (distintas entre si y
distintas de L) de S 3, que cortan a L, distribuidas en cinco parejas,

digamos (LZ-,L;), coni=1,...,5, tales que:

— Cada pareja es coplanar con L.

— Parejas con i # j son disjuntas, es decir, no intersecan (ver propo-
sicién 2).

Observamos que esto implica en particular que toda cibica S contiene
al menos dos rectas disjuntas.

121,a prueba original de Cayley y Salmon consistia en demostrar que la superficie ciibica
general contiene rectas -hecho debido a Cayley- y que el nimero de tales rectas es 27 -probado
por Salmon-.

Para comprobar lo primero, Cayley argumentaba que el nimero de condiciones indepen-
dientes que debe satisfacer una recta general para estar contenida en una superficie cibica
general es cuatro y entonces, como la familia de rectas en el espacio tridimensional depende
de cuatro parametros, cada superficie debe contener un nimero finito de rectas.

El que el nimero de condiciones que debe cumplir la recta sea cuatro, se obtenia sustitu-
yendo su ecuacién en la de la superficie y pidiendo que el resultado -un polinomio de grado
tres en una variable- se anulase idénticamente.

Para encontrar las 27 rectas, Salmon utilizaba apropiadamente el hecho de que el nimero
de planos tangentes dobles a una superficie de grado d que pasan por un punto externo a

ella es J
(d—1)(d~ 2)(d® — d* +d—12),

algo que resulta de la teorfa general de superficies.
13En lo que sigue, por recta de una variedad proyectiva V' entenderemos una recta conte-
nida en V.
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e Dadas L, M C S, dos rectas de S disjuntas, existen exactamente otras
quince rectas de S con una configuracién particular (ver proposicién 3).

e De la configuracion de diecisiete rectas de S obtenida en la etapa anterior
se deduce que existen exactamente otras diez rectas de S que poseen una
configuracién especial (ver proposicién 4).

Cada vez que se dice exactamente, significa ni més rectas ni menos',
asi que, como consecuencia de las cuatro etapas anteriores, tendremos que S
contiene 2 + 15 + 10 = 27 rectas.

Empezamos a buscar rectas de S.

Proposicion 1 Toda superficie cibica S contiene al menos una recta.

DEMOSTRACION. Consideremos el conjunto formado por las rectas de P3,
G := {L/ Lrecta deP?}.

Como la dimension de P? es 3 y cada rec-
ta queda determinada dando 2 de sus puntos, G
tiene dimensién 34+3—-2 =4 (seresta2 =1+1
porque al variar cada uno de los puntos en la
recta, ésta no cambia). Podemos pensar en G, la
llamada grassmanniana'®, como un espacio que
parametriza las rectas de P3, es decir, tal que
sus puntos estan en biyeccion con el conjunto de
las rectas de P2, de forma que cuando un punto
de G varia de manera continua, los coeficientes
de las ecuaciones que definen la recta correspon-
diente en P? varfan también de forma continua.
A G se le puede dotar de estructura de variedad
proyectiva (que, de hecho, es una hipersuperficie
cuadrica de P° cuya ecuacién es conocida como Figura 13: H. Grass-
relacion de Plicker (ver [9] y [19], Append. II)). mann

Al igual que se ha hecho con las rectas, si
consideramos la familia de las superficies ciibicas de P, tendremos un espacio

Y4 iba siendo hora de ponerse un poco serios...

15E]l nombre de grassmanniana viene de H. Grassmann (1809-1877), recordado principal-
mente por su desarrollo de un cédlculo general para vectores. De hecho, inventé lo que ahora
se conoce como Algebra Exterior, ampliamente utilizada en Geometria Diferencial. A pesar
de ello, su trabajo no fue apreciado por los matematicos de la época, quizd debido a sus
poco claros métodos de presentacién. Su actividad abarcé desde las matemdticas hasta la
lingiifstica, pasando por la fisica, la botdnica y la edicién de un periédico. A los 53 aios,
decepcionado por la falta de interés en sus ideas matematicas, se refugié en el estudio del
sanscrito y escribié un diccionario que, ain hoy, se sigue utilizando.
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proyectivo de dimensién 19 (ya que cada superficie estd dada por la anula-
cién de un polinomio homogéneo F' con 20 coeficientes, determinados salvo
multiplicacién por escalares).

Nos fijamos ahora en la subvariedad, digamos I, del producto cartesiano
G x P formada por las parejas que parametrizan una recta L y una superficie
cibica S tales que L C S. Desde la variedad de incidencia'® I se tienen
proyecciones p1, p2, a los dos factores del producto anterior.

I C G x P19
P

/ \':2
G Pt

Lo que vamos a ver es que ps es sobreyectiva, con lo cual quedara demos-
trado que toda superficie ciibica de P? (singular o no en este caso) contiene al
menos una recta.

El hecho de que una recta dada L esté contenida en S impone cuatro
condiciones en el P de superficies ciibicas: si, salvo cambio de coordenadas,
las ecuaciones de L son Z =T = 0, como la de S es FF = 0 entonces L C S
es equivalente a que la restriccién de F' a L sea idénticamente cero; pero F' |1,
es un polinomio cibico homogéneo en dos variables (X,Y), y, por tanto, tiene
cuatro coeficientes que deben ser nulos. De esta forma, la fibra de p1 en cada
L € G, es decir, pl_l(L), el espacio de superficies ciibicas que contienen a cada
recta L, tiene dimensién 15(= 19 — 4). Entonces dim(/) = 4+ 15 = 19 y
la proyeccién po resulta ser una aplicacién entre dos variedades de la misma
dimensién.

Si dim(p2 (1)) < 19, entonces la dimensién de la fibra de pa en los puntos
de la imagen po(I) deberia ser al menos 1 y asi, cada superficie que contuviera
rectas, jdeberia contener infinitas! Esto no es verdad porque, con otras técnicas,
se puede construir al menos una superficie cibica con un ntmero finito de
rectas (ver [3], Lema IV.14). Se cumple asi que dim(p2(I)) = 19 y de ello se
deduce (usando que la imagen de una variedad proyectiva por un morfismo es
cerrada) que po(I) = P, como querfamos demostrar.

Observacion: Este tipo de construccion, en la que a un conjunto de ob-
jetos geométricos de tipo dado se le dota de una estructura del mismo tipo y
de este modo se tiene un espacio de parametros para el primer conjunto, es
tipica de la Geometria Algebraica (ver [9]) y no suele darse en otras geometrias
(por ejemplo, el conjunto de las subvariedades de una variedad en Geometria
Diferencial no tiene por qué tener mantener la estructura de variedad diferen-

En general, las variedades de incidencia describen parejas de variedades en las que una
de ellas esta contenida en la otra. Por ejemplo, parejas de punto y recta en las que el punto
pertenece a la recta, o nuestro caso de recta y superficie cibica con la recta contenida en la
superficie.
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ciable). Quizé el primero en considerar una idea de este estilo fue J. Pliicker
(1801-1868), responsable, asimismo, de la introduccién con toda generalidad
de las coordenadas homogéneas en el espacio proyectivo.

Ya tenemos una recta ... de las 27 que buscdbamos. Para probar lo si-
guiente, hace falta un resultado auxiliar, que es consecuencia de la no singu-
laridad de la superficie.

Lema 1 Por cada punto P € S pasan como mucho tres rectas contenidas en
S, que ademds son coplanares y no estan repetidas.

DEMOSTRACION. Si P € L C S entonces L = TpL C TpS. Es decir, L esté
forzada a vivir en el plano tangente TpS (que estd bien definido en cualquier
punto, por ser S no singular) y la interseccién S N TpS, que serd una curva
ctibica!” plana pasando por P, consiste como mucho en tres rectas (si fueran
mas tendria grado mayor que 3) que automaticamente son coplanares.

El hecho de que no haya rectas repetidas es consecuencia de la no singula-
ridad de S. Supongamos que hubiera una recta repetida: si, como arriba, salvo
cambio de coordenadas, suponemos que L esta dada por Z =T =0y que TpS
es el plano definido por T' = 0, entonces tenemos las siguientes equivalencias,

L recta multiple de SNTpS

)

F' |7, tiene un cero doble en Z =0

i}
F(X,Y,Z,T) = Z*A(X,Y, Z,T) + TB(X,Y, Z,T)

con A una forma lineal y B una forma cuadratica. Pero entonces S, superficie
de ecuacién F' = 0, seria singular en los puntos para los que Z =T = B = 0,
que constituyen un conjunto no vacfo (al ser la interseccién en P3 de una
superficie, la dada por B = 0, y una recta) y esto contradice la no singularidad
de S.

Completamos ahora la segunda etapa de la demostracién:

Proposicion 2 Dada una recta L C S, existen exactamente otras diez rectas
distintas de S, que cortan a L y estdn distribuidas en cinco parejas (Li,L;),
conit=1,...,5, de manera que:

a) L,Li,L; son coplanares para cada 1 =1,...,5.

b) (Li UL)N(LyUL;) =@ sii#j.

"En un espacio proyectivo, la interseccién de una variedad de grado m y otra de grado n
tiene grado a lo mas m-n por el Teorema de Bézout ([9]).
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DEMOSTRACION. Consideramos un plano IT que contenga a L (observemos
que el espacio de planos cumpliendo esta condicién tiene dimensién 1). Como
antes, la interseccion II NS debe ser una curva cibica plana y es claro que
L C IINS, luego dicha curva es la unién de la recta L y una curva plana de
grado 2. Esta cénica puede ser irreducible o degenerar en una pareja de rectas
que se cortan (para cénicas, ser irreducible equivale a ser no singular y esto, a
su vez, es lo mismo que ser no degenerada).

Lo que queremos comprobar es que, entre todos los posibles planos de la
discusién anterior, hay exactamente 5, digamos II;, distintos, que, al cortar
con S, producen una cénica degenerada (la pareja de rectas L; U L;)

Si demostramos esto, el apartado b) es automético. Vedmoslo: si no ocu-
rriera b), entonces alguna recta de II;U.S, por ejemplo L;, cortarfa a una recta
de II; U S, con i # j, digamos L;, y como consecuencia de ello, el punto de
interseccién de las dos, P = L; N L; perteneceria a II; NII; = L, con lo cual,
por este punto P pasarian tres rectas de S no coplanares, en contradiccién con
el lema 1.

Para probar lo que queremos, supongamos como siempre que, salvo cambio
de coordenadas, Z = T' = 0 son las ecuaciones de L y, de este modo, un plano IT
pasando por L tiene una ecuacion de la forma pZ+ AT = 0, con (u, A) # (0,0).
Si, por ejemplo, u # 0, dividiendo por u, podemos suponer que la ecuacién de
IT es Z = AT (renombrando % como A). Asi

Fln=T-Q(X,Y,T)

donde T' corresponde a la recta L y @ a la cénica (observamos que si 7' no
sale como factor comun, L & S). Si se tiene A # 0, el argumento es andlogo.
Ahora, agrupando términos, escribimos F' como:

F=AX?4+2BXY +CY?+2DX +2EY + H

con A, B, C, formas lineales, D, E/, formas cuadraticas y H forma ctbica, todas
ellas en C[Z,T]. Entonces, al restringir al plano II y usar la homogeneidad de
A B,... ,E H, la ecuacion

Q(X,Y,T) = AN DX? + 2B\, 1)XY 4 --- 2B\, 1)TY + HT? =0

define una cénica plana que varia con A (o sea, con el plano IT). Por tanto,
el plano II produce una cénica degenerada si y sélo si la matriz simétrica
asociada a @) no tiene rango maximo y esto es equivalente a la condicién

A B D
A(Z,T)=det| B C E | =0.
D E H
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Pero A es un polinomio homogéneo de grado 5 en dos variables y, por tanto,
el niimero'® de sus raices contadas con multiplicidad es 5 (ver [20], 1.8). Para
acabar, faltaria verificar que A no tiene raices multiples, lo cual vuelve a ser
una consecuencia de la no singularidad de S, como en el lema 1.

En la tercera fase de la demostracion necesitaremos otro resultado auxiliar:

Lema 2 Dada L C S ylas cinco parejas de rectas de S que la cortan, cualquier
otra recta de S corta a una recta de cada pareja y no a la otra.

DEMOSTRACION. Sea N C S una recta distinta de L y de las cinco parejas de
rectas de S que cortan a L (las que denomindbamos LZ-,L; C II;). Una recta
y un plano tienen dimensién complementaria en P3, asi que o bien N C II;, o
bien N corta a II; en un dnico punto P € S.

Si ocurre lo primero, entonces II; NS consiste en cuatro rectas distintas,
lo cual contradice el teorema de Bézout, mencionado en la nota al pie de la
demostracién del lema 1.

Si ocurre lo segundo, como II; NS = LU L; U L;, el punto P estd en
alguna de estas tres rectas. P no estd en L porque, en ese caso, N deberia
ser L; o L; para algun ¢ y esto contradice el enunciado del lema. Entonces N
corta a L; o a L; en P. Si cortara a las dos, deberia hacerlo en su punto de
intersecciéon P = L; N L; (si no, P no seria unico). Pero entonces, la existencia
de P contradice el lema 1 porque por dicho punto pasan tres rectas de S no
coplanares: N, L;, L;. Luego N corta a una recta de cada pareja pero no a la
otra.

Recordando que la proposicién 2 nos garantiza la existencia de dos rectas
disjuntas contenidas en cada cibica S, completamos la tercera etapa.

Proposicion 3 Dadas dos rectas L, M C S disjuntas, existen exactamente
otras quince rectas distintas de S, (Li,L;,L;/),i = 1,...,5, con la siguiente
configuracion:

e las cinco parejas (L;, L;) son las diez rectas de S que cortan a L;
e las cinco parejas (L;, L;/) son las diez rectas de S que cortan a M ;
e LinL; #0sii#jyL;NL =0 sii=j.

DEMOSTRACION. Dadas L y M rectas disjuntas de S, como vimos en la pro-
posicién 2, a L le corresponden cinco parejas (LZ-,L;) de rectas distintas de
S que la cortan y, ademads, por el lema 2, la recta M (distinta de las once
anteriores por ser disjunta con L) corta a una recta de cada pareja y no a la
otra.

18 Aqui se utliza que el cuerpo base C es algebraicamente cerrado. De hecho, si no lo fuera,
el nimero de rectas contenidas en una ciibica S podria ser menor que 27 (ver [21], p. 56).
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Supongamos que M corta a todas las L; (si no, renombramos las parejas).
Aplicando de nuevo la proposicién 2, hay exactamente otras cinco rectas, di-
gamos L, , tales que las cinco parejas de rectas de S que cortan a M son las

(L;, L;/), i=1,...,5, con la configuracién dada por dicha proposicion.

Ly Ly Ly Ly Ly

Li| Ls| Ls| Ly4| Ls

PRI

Figura 14: Configuracion de diecisiete rectas

Veamos que las rectas L;/ son distintas de las doce rectas anteriores: son
distintas de L ya que cortan a M (y, por hip6tesis, LNM =@); son distintas de
M yde Lj, conj=1,...,5, por la proposicién 2; y, finalmente, son distintas
de L; para j = 1,...,5, porque si no, M cortaria a las dos rectas de alguna
pareja (Lj, L;) en contradiccién con el lema 2.

En cuanto a la incidencia entre las L;», L;/: por un lado, L;» N L;/ #+ O si
i # j, puesto que por el lema 2, L;’debe cortar a alguna de la terna L, L;, L;.
(corta a II; en un punto de S y II; NS = LUL]-UL;-) y LjﬂL;/ =0 sii#£jy
LN L;/ =@ (todo ello por la proposicién 2); por otro lado, L; N L;/ =@ porque

"

L, ya corta a L; y no puede cortar al otro miembro de la pareja (L;, L)),
usando otra vez el lema 2.

Asi que, teniendo dos rectas disjuntas contenidas en S, se tienen otras
quince mas con la configuracién particular descrita en la proposicién 3.

iS6lo nos faltan diez rectas! Para encontrarlas y con ello completar la

demostracién del teorema 1, necesitamos el iltimo resultado auxiliar.

Lema 3 Si Ly, Lo, L3, Ly son rectas disjuntas de P2, entonces

e 0 bien las cuatro estdn contenidas en una cuddrica lisa de P3 vy tienen
infinitas rectas transversales'® comunes,

e 0 bien no hay ninguna cuddrica que las contenga y entonces poseen una
o dos transversales comunes.

1 s
Dos rectas son transversales entre si cuando se cortan (en un punto).



LA GACETA 289

DEMOSTRACION. Dadas tres rectas disjuntas de P3, digamos L1, Lo, L3, vea-
mos que existe una tinica cuddrica ) que las contiene y es no singular. Toma-
mos tres puntos distintos en cada recta L;, i = 1,2, 3, en total, nueve puntos.
El hecho de contener un punto de P? impone una condicién lineal en el espa-
cio de cuddricas de P3, que es un P?. Entonces, si consideramos las cuddricas
que contienen a los nueve puntos anteriores, lo que tenemos es la interseccién
de nueve hiperplanos generales en dicho P? que consiste en un tnico punto
(como la de dos rectas generales de P2, tres de P3, etc.). Por tanto, hay una
Unica cuddrica ) que contiene tres puntos de cada L; y que, automaticamente,
contiene a cada L; —una cuddrica y una recta intersecan como mucho en dos

puntos salvo que la recta esté contenida en la cuddrica?®—.

No es dificil comprobar que una
cuddrica singular de P® no puede contener

tres rectas disjuntas (en P3, las cuddricas a __h-_"h‘“\__
singulares son el cono cuddrico, una pare- ) >(
ja de planos o un plano doble), asi que @

es lisa. Y es conocido que una cuadrica li-
sa de P? es una superficie reglada, con dos
familias infinitas de rectas contenidas en
ella, tales que las rectas de cada familia
son disjuntas dos a dos y cada miembro
de una familia corta a un miembro de la
otra en un dnico punto (ver [9]).

Ahora, o bien Ly C (@ y enton-
ces L4 pertenece a la misma familia que
Ly, Ly, L3y (por ser disjunta con ellas) y
cualquier recta de la otra coleccion es
transversal a las cuatro rectas L;, con lo
cual existen infinitas transversales comunes; o bien, Ly ¢ @ y, por tanto, cor-
ta a @ en dos puntos (que podrian coincidir cuando la recta es tangente a
la cuddrica). En este caso, las rectas de la otra familia que pasan por dichos
puntos?! son las tnicas transversales comunes a las cuatro rectas dadas.

En la siguiente proposicién “aparecen” las rectas que nos faltaban y esto
completa la demostracién del teorema 1.

Figura 15: Cuéadrica lisa

Proposicién 4 Sean L, M, {L;}3_, y {L:}2_,, {LV}?_, las diecisiete rectas
de S dadas por la proposicion 3.

a) Si N C S es una recta de S distinta de las diecisiete rectas anteriores,
entonces N corta exactamente a tres rectas del conjunto {Li}?zl.

20Debido otra vez al Teorema de Bézout.
21Por cada punto de una cuddrica lisa pasa una recta de cada familia de rectas contenidas
en la superficie (ver [9]).
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b) Por cada eleccion de tres elementos {i,j,k} del conjunto {1,... 5}, hay
una unica recta de S, digamos Lyj,, distinta de las diecisiete rectas an-
teriores, que corta evactamente a L;, L; y a Ly,.

DEMOSTRACION. a) Las rectas {L;}?_; son disjuntas entre si por la proposi-
cién 2. Dadas cuatro rectas disjuntas de S, el lema 3 implica que las cuatro no
pueden estar contenidas en una cuadrica lisa, porque en dicho caso, tendrian
infinitas transversales comunes. Por el teorema de Bézout, estas rectas habrian
de estar contenidas en la superficie ctibica S, puesto que la cortan en mas de
tres puntos; pero entonces S deberia contener a la cuadrica?? y por tanto no
seria irreducible, en contra de nuestras hipétesis. Como consecuencia de esto,
las cuatro rectas disjuntas tienen una o dos transversales comunes.

Ahora, si N cortara a mds de tres rectas L;, usando otra vez el lema 3,
estas rectas disjuntas tendrian més de dos transversales en comun: N, L, M,
y llegamos a una contradiccién.

Si N corta a menos de tres rectas L;, entonces cortaria a tres o mas de
las L; (por el lema 2). Si, por ejemplo, N cortase a L y a L;,L;,Lg (v a
Lioa Lil), estas cuatro rectas de S, que son disjuntas por la proposicién 2,

poseerian més de dos transversales en comun: N, L, y Lg, lo cual, de nuevo,
es imposible. De esta forma, N corta exactamente a tres rectas del conjunto
{Li}_1-

b) Consideramos la recta L1 C S. Por la proposicién 2, hay exactamente
diez rectas distintas de S que la cortan. De estas diez, hasta ahora han apare-
cido cuatro: L, M, L/1 y L/l/. Cada una de las seis rectas que faltan (que, por las
configuraciones dadas en las proposiciones 2 y 3 no pueden ser ninguna de las
doce rectas restantes en el conjunto {L, M, {L;}?_1,{Li}o_,,{L}>_,}), debe
cortar exactamente a una pareja de rectas de entre Lo, ..., L5, usando a).

Como hay seis de dichas parejas, todas las posibilidades ocurren y esto nos
da una tnica recta Lij;, para cada {j,k} entre {2,3,4,5}, en las condiciones
del apartado b). El argumento con L; se repite con el resto de las rectas L; y
esto termina la prueba.

Este tltimo resultado proporciona, a partir de la configuracién de dieci-
siete rectas que se deducia de la proposicion 3, exactamente otras diez rectas
distintas de S (una por cada subconjunto de tres elementos tomados de uno
con cinco elementos) y prueba que no puede haber maés.

Con las cuatro proposiciones anteriores, hemos acabado de demostrar el
teorema 1: cada superficie ctiibica no singular contiene 27 rectas que, con la
notacién empleada, son las siguientes: {L, M, {L;}>_,,{L;}?_,. {L}?_1, Liji},
es decir 2+5+54+ 5410 = 27.

22Porque contiene a infinitas de sus rectas y, en general, la interseccién de una cibica y
una cuddrica tiene, de nuevo por Bézout, grado a lo mas seis, asi que consiste como mucho
en seis rectas.
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3. SOBRE LA CONFIGURACION DE LAS 27 RECTAS

Volviendo a la configuracién geométrica de estas 27 rectas y a la fasci-
nacion que despierta, en cuanto a las relaciones de incidencia entre ellas, se
tiene que:

e Lcortaa {L;}_i,{Li}2_;.

e L corta a L, M, L’l, Lll/ y a L;ji, para las seis elecciones posibles {j,k} C
{2,3,4,5}.

° L,1 corta a L, L1, a las cuatro rectas {L;-,}g?:2 y a L;j;, para las cuatro
elecciones posibles {i,j,k} C {2,3,4,5}.

° L/l/ corta a M, L1, a las cuatro rectas {L;}?:Q y a L;j, para las cuatro
elecciones posibles {i,j,k} C {2,3,4,5}.

! ! 1" "
e Lig3 corta a Ly, Lo, L3, Lyas, Loas, L3as, Ly, Ls, Ly, Ls.

Ya mencionamos en la Introduccién que hay numerosos trabajos de Geo-
metria Proyectiva Cldsica asociados a las 27 rectas. En los articulos de Cayley
y Salmon y otros que les siguieron, se probaba que las 27 rectas constituyen 45
ternas de rectas coplanares y 36 de los conocidos como 6-dobles descubiertos
por L. Schlafli (1814-1895).

Estos 6-dobles son configuraciones de
doce rectas en las que las seis primeras
son disjuntas dos a dos, las seis segundas
también lo son y ademads, una recta del
primer lote corta a una del segundo si y
s6lo si estan en distinta posicién (en la
coleccién de 6). Con la notacién utiliza-
da aqui, las doce rectas {L,L/l/,...,Lg} U
{M, L/l, - L;)} constituyen un 6-doble. Se
puede demostrar que dada una recta cual-
quiera, digamos Fj, y cinco rectas sufi-
cientemente generales que la cortan, por
ejemplo Go, ..., Gg, entonces hay otras seis
rectas G1, Eo, ..., B, determinadas de ma-
nera tnica para formar un 6-doble®3. Figura 16: 6—doble de Schlafli

Se prueba también que dado un 6-
doble existe una uinica superficie cibica no
singular que lo contiene (ver [13]).

238 al lector le apetece divertirse experimentando con estos 6-dobles de Schlafli, puede
consultar la pagina de la red:
http://enriques.mathematik.uni-mainz.de/csh/mathback/doublesix.html
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En lo que se refiere a la relacién con teoria de grupos, si se considera la
configuracion de 27 rectas olvidando la superficie, es decir, una coleccién de
27 rectas que satisfaga las relaciones de incidencia que poseen las rectas con-
tenidas en una cubica, y se piensa en los automorfismos de la configuracion, es
decir, las permutaciones de los 27 elementos que preservan dichas relaciones,
se puede ver que para cada subconjunto de seis rectas mutuamente disjuntas,
existe un dnico automorfismo de la configuracién que lleva {L,L/ll, ...,Lg} a
las seis rectas dadas (ver [10], V, 4.10.1). Ahora, puesto que cada automor-
fismo debe enviar rectas disjuntas a rectas disjuntas, todos los elementos del
grupo de automorfismos de la configuracién, digamos G, se obtienen asi. El
nimero de elementos de GG serd entonces igual al de posibles elecciones de seis
rectas mutuamente disjuntas: en nuestro caso, hay 27 elecciones para L, 16
para L/l/ (puesto que, por la proposicién 2, hay exactamente diez rectas de

la configuracién cortando a L), 10 para L/2/ (va que teniendo las dos rectas
disjuntas anteriores, por la proposiciéon 3, hay exactamente otras quince rectas
de la configuracién que cortan a una de esas dos rectas) y, con argumentos
similares, se ve que hay seis elecciones para Lg, dos para LZ y una para Lg.
Por tanto, el orden de G es 27 x 16 x 10 x 6 x 2 x 1 = 51.840 (hay otras formas
de determinar este nimero, ver por €j. [8], p. 485).

Se puede demostrar que el grupo G es isomorfo al grupo de Weyl Eg (ver
[10], Ex. 4.11). Los grupos de Weyl se definen como grupos abstractos a partir
de diagramas que consisten en puntos y segmentos que unen algunos de ellos,
dando generadores y relaciones: cada punto es un generador x; y las relaciones
son 22 = 1 para cada i, (xixj)z = 1si¢y j no estdn unidos por un segmento
y (zizj)® = 1siiy j estdn unidos.

En cuanto a la posible relacién entre el grupo G de automorfismos de
la configuracion de 27 rectas y el grupo, digamos H, de automorfismos de la
propia superficie ciibica S, en general, cada elemento de H da uno de G, pero el
reciproco no es cierto y, de hecho, H es un subgrupo propio de G. Descripciones
explicitas de H segun los distintos tipos de superficies cibicas no singulares se
pueden encontrar en el libro de Segre ([21]), donde se distingue ademas el caso
real del complejo y donde se relaciona el orden de H con el nimero de puntos
Eckardt de la superficie?*. Hay trabajos que relacionan H con G de forma més
concreta, estableciendo que H corresponde a cierto subgrupo estabilizador de
G (ver [18]).

Después de todo lo expuesto, atin caben multitud de preguntas acerca de
la configuracién de las 27 rectas de una superficie cibica. Por ejemplo,

e dadas 27 rectas con la misma incidencia que poseen las rectas de una
cubica, jexiste una Unica superficie cibica no singular que las contiene?

24Un punto de una superficie es Eckardt cuando el plano tangente a la superficie en el
punto corta a la superficie en tres rectas.
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Sabemos que dado un 6-doble, si existe una tinica cibica que lo contiene
y para cada uno de ellos, las quince rectas que completan el conjunto de
27 con la incidencia fijada, estan determinadas univocamente, pero se
puede ver que hay 36 elecciones posibles de un 6-doble en un conjunto
de 27 rectas con la incidencia fijada, como hemos mencionado arriba, asi
que la respuesta a esta pregunta es no.

e Si seis rectas de una superficie ciibica no singular son reales, ;el resto
estan forzadas a serlo?

En el libro de Segre (]21]) se da una tabla que muestra la existencia
de superficies cubicas no singulares que poseen exactamente siete rectas
reales (y también quince), por lo que de nuevo la respuesta es no.

e ;Y sila superficie ciubica es singular?

Hemos visto a lo largo de la exposicién cémo la no singularidad de la
superficie servia en diversas situaciones para garantizar que las rectas que
se iban encontrando fueran distintas. Cuando la superficie tiene puntos
singulares, lo que ocurre es que algunas rectas coinciden con otras y el
numero de rectas distintas disminuye. Por ejemplo, si la superficie tiene
un punto doble ordinario, hay seis rectas que coinciden con otras seis y el
nuimero de rectas distintas baja a 21. De hecho, existe una clasificacion de
superficies cibicas singulares (ver [4]) y ocurre que, cuando las singula-
ridades son aisladas, cada tipo de singularidad lleva asociado un ntmero
de rectas para la superficie cibica que lo posee: en el caso peor, el que
corresponde a la singularidad m&as degenerada que puede presentar la
superficie, la cibica contiene una unica recta. Si las singularidades no
son aisladas, se puede demostrar que la ciibica posee toda una recta
de puntos dobles y que ademas es reglada, es decir que va a contener
infinitas rectas.

4. VARIEDADES DE FANO

La familia de rectas contenidas en una hipersuperficie cibica con un
numero finito de singularidades fue estudiada a principios del siglo XIX por
G. Fano (1871-1952), pionero en geometria finita y uno de los primeros en
intentar construir un marco abstracto para la geometria.

En general, la variedad de Fano de orden k asociada a una variedad
proyectiva X C P™ es el conjunto de k-planos (espacios lineales de dimensién
k) contenidos en X. De forma natural, es una subvariedad de la grassmanniana
G(k,n) de k-planos de P™ (una generalizacién de la grassmanniana de rectas
de P3, G(1,3), de la que hablamos en la demostracién de la proposicién 1).
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La dimensién esperada (hay excepciones) de la variedad de Fano de rectas
contenidas en una superficie general de grado d de P3 es 3 — d (ver [9])%.
De este modo, una superficie ctibica general de P? contiene un niimero finito
de rectas (porque la dimensién esperada es 0 en este caso, pero una cuddrica
general contiene infinitas (dimensién 1) y una cudrtica general no contiene
rectas (dimensién negativa)).

Si n es arbitrario, la condicién necesaria para que una hipersuperficie
general de grado d de P contenga rectas es que d < 2n—3. Si se tiene igualdad,
el nimero de rectas es finito; en concreto, para n = d = 3 es 27 como hemos
visto, paran = 4,d = 5, es 2.875, y paran = 5,d = 7, es 73 x 2035.

Es claro entonces que el método con el que se han encontrado aqui las 27
rectas de una superficie ctibica no singular de P? no es adecuado para casos
méas generales. Lo que se hace es utilizar fibrados vectoriales, clases de Chern
de estos fibrados y teoria de interseccion en grassmannianas (generalizaciéon de
la de espacios proyectivos). La variedad de Fano en cuestién se identifica con
los ceros de una seccion de un fibrado sobre una grassmanniana; esto implica
que su clase en el anillo de interseccion de dicha grassmanniana viene dada
por la clase de Chern méaxima del fibrado y esta ltima se calcula encajando
el fibrado en sucesiones exactas apropiadas.

En el caso de la superficie ciibica se obtiene asi que la clase -en el anillo
de la grassmanniana de rectas de P3- de su variedad de Fano de rectas es
188%82 + 95%, donde s1, s2 son los generadores de dicho anillo y las relaciones
entre ellos hacen que la expresién anterior dé como resultado 27, como ya
sabiamos.

En ciertos problemas de Geometria Algebraica Enumerativa es preciso
construir variedades de Fano ain mas generales que las referidas aqui. Por
ejemplo, en [12], se define una que parametriza rectas contenidas en una su-
perficie cibica que, ademas, pasan por un punto singular fijado en la superficie
y se utiliza para determinar el grado, como variedades proyectivas de P19, de
algunos estratos de la clasificacién de superficies ciibicas singulares de P? men-
cionada al final de la seccién 3.

De entre las referencias que siguen, el lector interesado en saber mas sobre
superficies cibicas puede consultar el libro de B. Segre, [21], en el caso liso,
y el articulo de Bruce y Wall, [4], para el caso singular. Un buen lugar para
aprender los fundamentos de las variedades de Fano es el libro de J. Harris [8].

%De hecho, la férmula para la dimensién, con k,n y d generales, es

(k+1)(n—k)—< kjl‘d)
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