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El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en
cada uno de los numeros de La Gaceta, alguna cuestion matemdtica
en la que los cdlculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel
destacado. Para cumplir este objetivo el editor de la columna (sin
otros méritos que su interés y sin otros recursos que Su Mejor Vo-
luntad) quisiera contar con la colaboracion de los lectores, a los que
anima a remitirle (a la direccion que se indica al pie de p(iginal) los
trabajos y sugerencias que consideren oportunos.

EN ESTE NUMERO. ..

...presentamos un articulo que ilustra, con algin detalle, el uso de los
programas de calculo simbdlico en la docencia universitaria de los rudimentos
del Anélisis Matematico. Los profesores Afonso y Dorta, de la Universidad
de La Laguna, tienen una amplia experiencia en la utilizacién y difusién de
software en este contexto. En su articulo nos proponen una metodologia con-
creta para la ensenianza de las nociones de convergencia puntual y uniforme en
sucesiones funcionales, mediante el uso de las facilidades graficas y de calculo
(numérico o simbdlico) de MAPLE V.

El uso de programas de ordenador como herramienta auxiliar en la en-
seflanza universitaria de matematicas es una técnica que gana, dia a dia, nue-
vos practicantes, tanto por la generalizacién de los medios materiales para
realizarla como por el particular estado de conocimientos y de madurez ma-
tematica de los alumnos que acceden a la educacién superior. La Universidad
tiene que dar una respuesta docente a este estado de cosas, una respuesta que
no puede consistir, simplemente, en lamentar el alto indice de fracaso. Es pre-
ciso tomar medidas especificas que permitan recomponer una situacién que se
deteriora por momentos. El uso de los programas de calculo simbdlico es sélo
una herramienta que puede ayudarnos, pero no es una panacea.

Por ultimo, tal vez convenga recordar que, detrés de este potente software
hay un trabajo de varias décadas de programacién y, sobre todo, de matemdtica
computacional.

!Tomés Recio. Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias. Universidad de Can-
tabria. 39071 Santander. Correo electrénico: recio@matesco.unican.es
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Convergencia puntual y uniforme: Una perspectiva docente
con software

por

Rosa Maria Afonso Gutiérrez y José Angel Dorta Diaz

INTRODUCCION

Muchos profesores estamos de acuerdo en que los conceptos de conver-
gencia puntual y convergencia uniforme de sucesiones funcionales son de gran
importancia para un matemaético, para un fisico, para un ingeniero... Por otra
parte se admite que iniciar a los alumnos que llegan del bachillerato en la
definicién (g, v) de limite de una sucesion numérica resulta una tarea de cierto
grado de dificultad (Afonso, R. M. & Dorta, J. A., [1]). Ciertamente los concep-
tos de convergencia puntual y convergencia uniforme de sucesiones funcionales
conllevan un doble grado de complejidad impuesto por el hecho de combinar
simultdneamente dos variables (la n, que varia en IN, y la z que varfa en IR),
hecho al que los alumnos que ingresan en la Universidad no estdn acostum-
brados.

Somos conscientes de que los conceptos de convergencia puntual y uni-
forme y teoremas afines no son facilmente asimilados por la mayoria de los
alumnos de los primeros cursos universitarios; incluso, sobre el concepto de
convergencia uniforme, en muchas Facultades y Escuelas Técnicas, se discute
la conveniencia o no de presentarlo a los alumnos; adem&ds podemos afirmar
que en las Facultades de Matemaéticas, donde es obligatorio su estudio, los
resultados que obtienen los alumnos podrian mejorarse notablemente.

En los estudios de Matematicas de la Universidad de La Laguna, durante
el curso 1998-1999, en la instruccién—formacion de los conceptos de Anélisis
Matematico relacionados con las suceciones y series funcionales y la conver-
gencia uniforme de las mismas, se utilizé un método clasico.

El andlisis de las contestaciones de los estudiantes a una pequena encuesta
que realizamos al término de dicho curso nos permitié comprobar que la asi-
milacién y estudio de dichas cuestiones no les habia resultado facil. Ademads, el
uso exclusivo del método docente clasico no lograba despertar un interés que
les impulsara a aventurarse en la investigacion de cuestiones mas profundas
relacionadas con el tema. Por otro lado, y sabiendo que la muestra de alumnos
elegida para la encuesta estaba constituida por aquellos que habian obtenido
las mejores calificaciones, observamos que éstos, después de cuatro meses, pre-
sentaban importantes lagunas conceptuales; ello manifiesta que los métodos
puramente tradicionales no son suficientemente eficaces, incluso a corto plazo.

Este articulo pretende contribuir al progreso de las técnicas de ensenanza—
aprendizaje en este tipo de conceptos, dando un enfoque complementario que
facilite el proceso. En este sentido nuestra declaracién de intenciones seria:

“Esforzarnos para consequir que el conocimiento y la asimilacion de con-
ceptos dificiles lleque al mayor nimero posible de estudiantes de Ciencias”
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Ello sélo se hace posible mediante un esfuerzo, por parte de la comuni-
dad educativa universitaria, encaminado a la busqueda de nuevos métodos y
técnicas que faciliten la ensefianza de estos conceptos; desde este punto de vista
aquella motivacién necesaria resultara favorecida por el uso de técnicas atrac-
tivas de aprendizaje donde el alumno se vea involucrado y tenga oportunidad
para visualizar y manipular.

El uso del ordenador y en concreto, de un software como MAPLE V puede
ser considerado como un organizador genérico, el cual nos proporcionard las
herramientas necesarias para dar una visién holistica y /o integradora. Ello ha-
ce indispensable la realizaciéon de un anélisis curricular (como el que iniciamos
en este articulo) que promueva el uso del ordenador como elemento fundamen-
tal para el aprendizaje, dado que: “Cambia la percepcion del estudiante sobre
la matemdtica, permite la concentracion en la resolucion de problemas, invita
a experimentar, revitaliza el énfasis geométrico-visual, motiva y proporciona
madurez” (Amillo, Ballesteros y otros, 1995, [2]).

ANTECEDENTES

De la bibliografia que hemos recogido para desarrollar nuestro trabajo
destacamos la relativa al uso de la tecnologia en el estudio de sucesiones y series
infinitas; en concreto nos llamé la atencién, por la calidad de la experiencia
realizada, uno de los ultimos trabajos citados: “El impacto de la tecnologia en
el estudio de series infinitas” de Hortensia Soto Johnson (1998, [6]). En éste
se hace un estudio comparativo de los efectos y resultados obtenidos en una
experiencia en la que se aplican tres métodos diferentes de ensenanza sobre
la comprension del concepto de serie infinita, asi como sobre la actitud de los
estudiantes hacia el uso de la tecnologia en la clase de Calculo.

Dos de estos métodos, el proyecto CALC (El Célculo como un Curso de
Laboratorio) y el proyecto revisado de Illinois, forman parte de la llamada
Reforma del Célculo, que promueve un cambio en los cursos de esta materia.
Dicho cambio dirige su interés en mejorar la comprension conceptual y pa-
ra ello enfatiza la importancia de alternar los métodos tradicionales de ins-
truccién y el uso de la tecnologia que compromete a los estudiantes como
aprendices activos (Leitzel & Lucker, 1995, citados en [6]). Por tanto, ambos
proyectos son el producto de un esfuerzo por modificar la dindmica magistral
de los cursos tradicionales de Célculo, en los que se ha constatado, mediante
investigaciones relativamente recientes, que la mayoria de los alumnos que
terminan satisfactoriamente un curso de Célculo no entienden realmente lo
que hacen:

“Son incapaces de explicar conceptos, de argumentar el “por qué” del pro-
cedimiento mecdnico que usan para resolver determinadas cuestiones y por lo
general, se sienten impotentes a la hora de enfrentarse a problemas no ruti-
narios” (Mason, Selden y Selden, 1989, citados en [6]).

Desde esta perspectiva, las investigaciones llevadas a cabo ponen de mani-
fiesto que los estudiantes, por lo general, muestran una actitud positiva hacia
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el uso de software por considerarlo ventajoso en el estudio y la comprension
del Célculo (Bookman & Friedman, 1994; Heid, 1988, citados en [6]). Por otro
lado, la mayoria de los trabajos en los que se ha verificado el éxito del uso
de la tecnologia en la ensenanza, se han realizado sobre temas relacionados
con Calculo Diferencial e Integral, omitiendo, salvo excepciones, el concepto
fundamental de serie infinita; esta omision tiene lugar incluso en estudios im-
portantes en los que se examina el impacto de la tecnologia en la ensenanza
de las mateméticas (Bookman & Friedman, 1994; Penn, 1994, citados en [6]).

La experiencia descrita de Soto Johnson nos incité a la realizacién de
otra similar que ponga de manifiesto los beneficios que aportan los métodos
tradicionales apoyados con el uso de software. Es en esta linea en la que nos
proponemos desarrollar nuestro estudio, ampliando el campo iniciado por Hor-
tensia Soto Johnson para series numéricas infinitas al campo de las sucesiones
y series funcionales.

UNA PROPUESTA CIRCULAR

En la literatura sobre Educaciéon Matemaética se ha extendido la idea de
que es importante utilizar la génesis y evolucién de los conceptos para el desa-
rrollo del proceso de ensenanza—aprendizaje (Hitt, F., 1998, [5]); pero ademas,
cuando tratamos de iniciar a los alumnos en el estudio de nuevos objetos,
pensamos que los profesores, consciente y/o inconscientemente, seguimos un
esquema, conceptual natural en cuatro estadios, que por orden de aparicién

ayudarédn a estructurar y consolidar los conceptos e ideas matemaéticas (Afonso,
R. M. & Dorta, J. A., [1]):

e Fase verbal
e Fase de representaciéon simbdlica
e Fase de representacién visual

e Fase de manipulacién

Este esquema conceptual constituye una sintesis en cuatro fases del pro-
ceso a seguir para la adquisicién y asimilacién de conceptos nuevos. No es, por
tanto, un esquema conceptual de la naturaleza de los presentados por Dubins-
ky y otros (1986, [3]), en los cuales se parte de unos conocimientos adquiridos
por el individuo, que ha tenido oportunidad de interiorizarlos y manipularlos
mentalmente para, posteriormente, dar sentido y resolver una situacién pro-
blematica que es percibida como tal. Dubinsky [3] define esquema conceptual
como “una coleccion mds o menos coherente de objetos cognitivos y procesos
mentales internos para manipular dichos objetos”.

Este esquema conceptual es posterior al que nosotros presentamos y es
fruto del esfuerzo y la actividad mental que el sujeto realiza para “avanzar” en
su conocimiento. Nuestro objetivo, en cambio, es presentar una metodologia
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que permita al profesor obtener mas y mejores resultados cuando “comienza”
su labor docente e introduce conceptos nuevos.

Tradicionalmente, la ensefianza de las Matematicas ha participado de las
dos primeras etapas de nuestro esquema. La fase de representacion visual ha
sido una herramienta poco explotada durante mucho tiempo; unas veces por
rechazo por parte de las corrientes puramente formalistas y otras porque no
se le ha dado importancia como elemento de trabajo que facilita y clarifica la
adquisicién de contenidos (Miguel de Guzmén, [4]). En la fase de manipulacién
y/o aplicacién el estudiante investiga y explora la realidad matemética con
apoyo de las nuevas tecnologias.

Seguidamente desarrollamos una propuesta para la ensenanza de la con-
vergencia puntual y uniforme. Por razones de espacio, nos vemos obligados
a sintetizar nuestra exposicién, sobre todo en lo referido a las fases verbal y
simbélica. Haremos hincapié en las etapas de visualizacién y manipulacién me-
diante el uso de MAPLE V como software educativo. Por las mismas razones
no incluimos los programas con los que se han confeccionado las figuras, aun-
que pensamos que su construccién por parte de los alumnos es determinante
para que ellos mismos “fabriquen su conocimiento” (si el lector estd interesado
en los programas dirfjase a jadorta@ull.es).

CONVERGENCIA PUNTUAL DE UNA SUCESION DE FUNCIONES

Preambulo. El concepto de sucesion funcional lo expresamos inicialmente y
sin recurrir a grandes alardes simbdlicos, de la siguiente forma: “Una sucesion
de funciones es un proceso infinito: fi1(x), fo(x), f3(x), ..., fu(z),...”

Consideramos importante insistir en que el dominio de definicion es el
mismo para todas las funciones f, (z),n = 1,2,3, ..., de la sucesién y éste es
un intervalo I C IR o subconjunto de IR. Ademas, conviene hacer notar que
una sucesion de funciones es en realidad una funcién de dos variables: La n
que varia en el conjunto de los niimeros naturales y la = que toma valores en el
intervalo I donde cada elemento de la sucesién (cada funcién) estd definido.
Si mantenemos constante el valor de n obtenemos una funcion real de variable
real x, la cual tomard valores en el intervalo I; si por el contrario fijamos x,
pongamos por caso r = I, la sucesion de funciones da lugar a una sucesion
numérica que denominamos “sucesion numérica asociada a Ty’ .

Técnicamente, la definicién mas extendida de sucesién de funciones es la
de una aplicacion de IN en F', siendo F' el conjunto de todas las funciones
reales de variable real definidas en [.

En la Figura 1 hemos representado las sucesiones numéricas asociadas a
los puntos 1 = 0.6 y x5 = 0.8 de la sucesién funcional

n

Fo(2) = " st 0<z<l1
nWEY 1 s 1<2<15.

La observacién de una grafica de este tipo permite al alumno estable-
cer una conexién visual entre los conceptos de sucesién funcional y sucesion
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numérica asociada a un punto zy. Desde este punto de vista MAPLE V facilita
la tarea del profesor que puede dar al alumno una visién global e integradora
de los conceptos tratados (Hitt, F., 1998, [5]).

A partir de este ejemplo, el lector puede apreciar algunas de las ventajas
que ofrece un software de las caracteristicas de MAPLE V: Seria una labor
engorrosa para el alumno obtener el esbozo de una sucesion de funciones me-
diante los métodos tradicionales; MAPLE V permite al estudiante obtenerlo
facil y directamente, a partir de una serie de instrucciones basicas, sencillas
de aprender. Ademas la visualizacién de la gréfica permite ya intuir algunas
de las propiedades que posteriormente vamos a estudiar.

Por otra parte, dada una sucesién funcional, en la fase manipulativa el
alumno indagara sobre la forma algebraica y visual de sus primeros términos.
La imagen proporcionada por el software le aproximara a su conocimiento y
al de otras suceciones funcionales semejantes, ya que es muy facil para un
estudiante manipular estos programas cambiando coeficientes, exponentes,
signos, etc. en las variables x y n para obtener otros ejemplos y otras repre-
sentaciones. Dejamos abierto al profesor el planteamiento de otras cuestiones
que puedan resultar utiles para alcanzar determinados objetivos que se pro-
pongan?.

Fase verbal y fase de representacion simbdlica. Sea {fy (z)},-; una su-
cesion de funciones cuyo dominio de definiciéon es un intervalo I. Decir que
la sucesién funcional {f, (z)},, converge puntualmente a una funcién de-
terminada f (x), es lo mismo que afirmar que, si fijamos un xy, cuando n se
hace muy grande, los términos de la sucesion numérica asociada a ese punto
{fn (x0)}72;, se aproximan cada vez mas, “y a su propio ritmo”, a f (zo); asi
pues: “Cada sucesion numérica asociada converge a su propio ritmo”

Por tanto: {f, ()} -, converge puntualmente hacia f (z) en I si para

n
cada zp € I existe lim f, (zg) = f(x0), lo cual simbdlicamente equivale a
n—oo

expresar: Para todo xg se tiene que
Ve>0= e N,v=v(e,x0) y Vn € IN,n > v = |f, (z0) — f (z0)| < €]

Desde una perspectiva educacional, hacemos notar que:

- el subindice v depende tanto del ¢ elegido como del punto x = x;

- este subindice es el parametro que controla la “velocidad o ritmo de
convergencia” de la sucesién numérica asociada correspondiente, el cual es
inversamente proporcional a v;

- la definicién lleva implicito un proceso wvisual dindmico que podemos
clasificar como “dinamismo puntual’.

2Por ejemplo: 1. Analizar desde un punto de vista gréfico sucesiones funcionales de tipo
a) Algebraico: Polinémicas, racionales, irracionales, etc..., b) Trascendente: Trigonométricas,
potenciales, exponenciales, hiperbdlicas, etc...; 2. Estudiar su comportamiento en el dominio
de definicién: Estudio local, maximos, minimos, etc...; 3. Calcular limites desde un punto de
vista intuitivo, etc...



LA GACETA 267

Fase de representacion visual. Consideremos la sucesion f,(z) = n?ze "2,

Su representacion grafica obtenida mediante MAPLE V se muestra en la Fi-
gura 2.

2 7Y
= 23y
17y E B
1 E
—] 17
05 = E
E X ]
X B =
—_——t T ‘ ] X
A
0 06 08 1 15 0 5 01 03 05 08
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Sabemos que para cada numero real xzg obtenemos una sucesién de niime-
ros reales {f, (20)},-, que hemos denominado sucesién numérica asociada a
xg. Para aclarar ideas elijamos, por ejemplo, tres nimeros reales: 0.1, 0.3 y
0.5, y en un mismo gréafico, Figura 3, representemos la sucesién funcional
y los cinco primeros elementos de las correspondientes sucesiones numéricas
asociadas: f, (%) s fn (1%) s fn (%) .

MAPLE V nos permite cuantificar los diferentes valores de algunos térmi-
nos avanzados de cada una de las sucesiones asociadas; en este caso hemos
evaluado los términos del 31 al 35:

| o) | fule) | fulw) |
| 4.329228350 || 02635760594 | .00008915155499 |

| 4.174049688 || .02080626785 || .00005761800945 |
| 4.016576930 || .01639206863 || .00003716541038 ||
| 3.857950007 || .01289066652 || .00002392884002 |
| 3.699179469 || .01011964514 || .00001537986983 |

De la observacién directa de las graficas (Figuras 4, 5 y 6), de las ta-
blas anteriores y otras que el lector pueda listar, se intuye que las sucesiones
numéricas asociadas convergen (cada una a su propio ritmo) hacia 0 y en con-
secuencia la sucesién funcional “converge puntualmente’ hacia la funcion cero
en el intervalo (0, +00). MAPLE V nos proporciona el valor exacto del limite

mediante la instruccién limit: lim n2ze "% = 0.
n—oo
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67 67 67
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Figura 4 Figura 5 Figura 6

En principio es suficiente la obtencion de la grafica para comprobar que el
ritmo de convergencia es diferente en cada {f, (zo)},—;: En nuestro ejemplo

se observa que en x1 = % la convergencia es mucho mas lenta que en x3 = %

y en ésta mas alin que en r5 = %. Este seria el momento idéneo para plantear
al alumno las siguientes cuestiones:

a) {Coémo cuantificamos de “forma mas precisa” la velocidad de conver-
gencia de la sucesién funcional en cualquier punto de su dominio? b) ;De
qué manera analizariamos el parametro que nos va a servir para comparar ese
ritmo en varios puntos?

Para ello haremos uso de la definicién formal de convergencia puntual: En
primer lugar fijamos € = 0.3 y estudiamos por separado el comportamiento
de las tres sucesiones numéricas asociadas. En cada caso se resuelve la inecua-
cién: | fy, (xo) — 0] < 0.3, que nos permitird obtener el valor del subindice v a
partir del cual los términos de las sucesiones asociadas correspondientes son
menores que 0.3; graficamente ésto equivale a decir que en una representacion
bidimensional, los términos de {f, (zo)},—; (con n > v) penetran dentro de
una banda centrada en la funcién limite (en este caso la funcién nula) y de
anchura 2¢ (Afonso, R. M. & Dorta, J. A., [1]).

En nuestro estudio elaboramos tres programas diferentes, correspondien-
tes a cada una de las tres sucesiones numeéricas asociadas. MAPLE V nos
proporciona: 1. El valor numérico del subindice v = v(0.3,z¢); 2. La grafica
de la sucesién numérica; 3. La grafica de la banda de semianchura 0.3 que
nos permite confirmar que a partir del subindice obtenido los términos de la
sucesion penetran en la misma.

Para la sucesion numérica asociada al punto x1 = %, { fn (%0) }:Lozlel valor
de v obtenido fue v; = 76 (el primer término que penetra en la banda es el
que ocupa el lugar 76: frg (%0)), y en este caso diremos que la convergencia
es “lenta” en comparacién con las otras sucesiones asociadas; para la asociada
ary = 13—0 se obtuvo v3 = 20, lo cual nos informa que la convergencia de la
sucesion en este punto es mas rapida que en el anterior; y para la sucesiéon
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numérica asociada a r5 = 1% obtuvimos v5 = 11 (a partir del undécimo todos
los términos de la sucesién numérica “caen” dentro de la banda) y la conver-
gencia en este caso es “muy rapida”. Todo ello lo corroboramos graficamente:
Como consecuencia del analisis de estos ejemplos el alumno comprueba formal
y visualmente que el pardmetro que mide la velocidad de convergencia es v,
y que éste depende tanto del valor x( elegido como de la semianchura de la
banda, € (en este caso ¢ = 0.3). Finalmente, en la fase manipulativa, el profesor
propondrd al alumno ejercicios andlogos a los descritos en este trabajo, con el
objeto de que alterne simultaneamente varios registros de representacion que
permitan obtener finalmente una visién holistica y/o global del concepto de
convergencia puntual.

CONVERGENCIA UNIFORME

Fase inicial o verbal. Sea {f, (z)},~;una sucesién funcional definida en
un intervalo I. Diremos que {f, (z)},—; converge uniformemente hacia una
determinada funcién f (x) en un cierto intervalo A C I, si el conjunto de to-
das las sucesiones numéricas asociadas { f,, (zo)},- convergen a f (xo) con la
misma velocidad, siendo xg € A; por tanto “convergencia uniforme’ equivale
a “convergencia puntual al mismo ritmo” o “acercamiento global’. Desde esta
perspectiva todos los elementos de la sucesién funcional (todas las funciones)
se “acercan globalmente” y al mismo tiempo hacia f(x). Al asimilar el hecho
de que todas las sucesiones numeéricas asociadas convergen al mismo ritmo, el
alumno puede comprender que la idea de convergencia uniforme es indepen-
diente del x¢ elegido y como consecuencia, las sucesiones numéricas asociadas
desempenian un papel poco significativo.

Fase de representacion simbdlica. { f, (x)},-, converge uniformemente ha-
cia f(z) en un conjunto A C I significa que para todo ¢ positivo (por pequeno
que éste sea), existe algin nimero natural v a partir del cual la distancia en
vertical desde f, (x) hasta f(x) es menor que £ (y en consecuencia tan pe-
quena como nosotros queramos), y ésto para todo z de A. Simbdlicamente:
|fr () — f (2)| < €, para cada n > v, para todo € y para todo x € A, o lo que
es lo mismo:

Ve>0=wveNv=viE)yVee AyVne N, n>v =

fl@)—e< fulz)< f(x)+e

Desde una perspectiva educacional, obsérvese que:

- Decir “para todo € positivo, por pequeno que sea’ es equivalente a decir
“para toda banda por estrecha que ésta sea”. El paralelismo entre ambas ex-
presiones resulta claro al observar la grafica y analizar la definicién simbdlica
de este tipo de convergencia;

- El ntimero positivo € es un valor que nosotros elegimos arbitrariamente
y que controla el ancho de la banda;
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- El subindice v (ndmero natural que ahora depende sélo de ¢, no de )
controla la velocidad a la que, “globalmente”, las funciones de la sucesion
penetran del todo “dentro de la banda”; a este subindice lo podemos denomi-
mar “indice de penetracién” el cual es inversamente proporcional “al ritmo de
convergencia”. Simbdlicamente la definicién lo expresa de la siguiente forma:
(Vn>v) y (Vz € A) los términos de la sucesién funcional caen dentro de la
banda: |f, () — f (z)| < e.

- Esta definicidn, igual que la de la convergencia puntual, lleva implicito
un “proceso visual dinamico”: Si alli el dinamismo era “punto a punto”, aqui,
en la convergencia uniforme este dinamismo es “global”.

Fase de representacion visual. Desde un punto de vista estrictamente vi-
sual, comprobamos, haciendo uso de la definicién, que la sucesién funcional

£ () = n(z—3)+sin(n(z— 3))?

n
ta funcién f (z) en el intervalo [—1,7]; nétese que esta sucesién resulta de

. 3
S
modificar (por razones estéticas) esta otra: f, (z) = m, la cual,

converge uniformemente hacia una cier-

converge hacia f (z) = z. En la Figura 7 presentamos algunos elementos de la
misma.

Con MAPLE V calculamos el limite:

, %n(m—3)+sin(n(m—3))3 x—3
limy—oo =—
n

A continuacién tomamos € = 0.3 (semi-anchura de la banda). En la Figura
8 representamos conjuntamente la banda y un cierto nimero de funciones de
la sucesién funcional para asi obtener el indice de penetracion, v:

Se observa que a partir del término 4° (éste incluido) todas las funciones
quedan dentro de la banda. En este caso hemos representado graficamente las
seis primeras funciones; el lector puede comprobar que si se representan las
tres primeras éstas quedan en parte fuera y que, a partir de la cuarta, todas
penetran completamente. Esto es equivalente a afirmar, simbdlicamente:

~3 3
x2 —o.3<fn(x)<xT+o.3, Vn >4y Ve [-1,7]
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Figura 7 Figura 8

En la fase de manipulacion presentamos la sucesion funcional:

n(z— 6)? + sin <n3 (x — 6)3>

n

+4

fu(x) =

cuyo limite se comprueba mediante MAPLE V que es una parabola:

n(z— 6)? + sin (n3 (x — 6)3>
lim
n—oo n

1 2
+4= 52" —6r+22

En la Figura 9 presentamos dos elementos de esta sucesiéon y en la 10

afiadimos la banda cuyos limites son f (x) — 0.3 y f () + 0.3, todo lo cual el
alumno puede construir con un sencillo programa.

Figura 9 Figura 10
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En una segunda instancia se complementaria el programa utilizado ante-

riormente con la instruccién “animate”, la cual nos permite observar el pro-
ceso en movimiento y confirmar asi los aspectos dindmicos de estos conceptos.
En dicho programa incluimos un modelo novedoso al representar la sucesion
funcional, la funcion limite, la banda y el movimiento simultdneamente y ha-
ciendo uso de la instrucciéon “display” dentro de otro “display”:

restart:with(plots):

£

:=(x,n) — (((1/2)*n*(x-6) "2+ sin((n*(x-6))"3))/n)+4;

x[1]:=4:x[2]:=9:y[1]:=2:y[2] :=9:
epsilon:=a:a:=0.3:
s:=x — (1/2)*x"2-6*x+22:

0O"” g o R

:=plot(s(x),x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2]):

:=plot ({s(x)+a,s(x)-a},x=x[1]..x[2],y=y[1]..y[2],color=black):
:=textplot([[6,4.6, ‘f+a‘],[6,3.4,f-a‘]]):

:=animate(f(x,n) ,x=4..9,n=1..20,frames=25,color=black):
:=display({pl}, insequence=true,color=black):

display({t,v,c},thickness=2);
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