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1. INTRODUCCIÓN

Al igual que un conocido semanario sat́ırico, también nosotros teńıamos
otros t́ıtulos para esta conferencia y entre ellos no era el peor haberla titulado
Probabilidad: una utoṕıa. En efecto, la Probabilidad tiene el utópico objetivo
de tratar de predecir lo impredecible, de modelizar lo que conocemos como
fenómenos aleatorios. A decir verdad, ésta hubiera sido otra conferencia, nos
atrevemos a decir que más tediosa que la propuesta y ni el t́ıtulo genérico del
curso que la acoge, ni los rigores de una tarde de verano la hacen aconsejable.

Se trata de confirmar que también en la Probabilidad hay placer. Nos
atreveŕıamos a decir que si lo hay en alguna parte de las Matemáticas, y un
grupo de gente está esforzándose durante toda la semana en demostrarlo, es sin
duda en la Probabilidad. Cómo no va a ser aśı si desde sus oŕıgenes, y durante
cientos de años, el concepto ha estado ligado a los juegos de azar. Aunque
tratándose de juegos de azar, y de los sentimientos y reacciones que producen
en quien los práctica con perseverancia y devoción, el t́ıtulo definitivo debiera
haber sido Placer y pasión en la Probabilidad.

La conferencia persigue despertar entre los oyentes interés por la Probabi-
lidad y espera conseguirlo mediante la mezcla de distintos componentes: una
pequeña dosis de historia ilustrada, algunos sencillos resultados cuya incorrec-
ta aplicación se convierte en trampa y engaño que igual otorga paternidad a
quien no la posee que condena a quien no lo merece, tramposos que falsean
resultados, extracciones amañadas y alguna que otra anécdota. Lo más pareci-
do a una comedia bufa, pero, eso śı, con argumento matemático. Comencemos
pues por el principio.

2. LOS ORÍGENES: CONTAR Y MEDIR

Escribe Poisson en sus Recherches sur la Probabilité (1837) que un pro-
blema relativo a los juegos de azar, propuesto a un austero jansenista por un
hombre de mundo, ha sido el origen del cálculo de probabilidades. El austero
jansenista no es otro que Blaise Pascal y el hombre de mundo Antoine Gom-
bauld, caballero De Meré. Si en la anécdota intervienen además personajes
de la talla de Fermat y Huyghens, el comentario de Poisson parece de lo más
acertado. No seŕıa justo olvidar a algunos ilustres antecesores como Cardano
y el mismo Galileo, pero sus incursiones en el campo de la probabilidad no

1Este texto recoge el contenido de sendas conferencias impartidas por los autores en la
XVI edición de la Universitat d’Estiu de Gandia, que tuvo lugar los d́ıas 16 al 30 de julio de
1999
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alcanzan el interés y rigor que Pascal y Fermat le dieron y que conocemos gra-
cias a la célebre correspondencia que, con este motivo, iniciaron en 1654. Fue
Huyghens, no obstante, quien recogiendo y completando el trabajo de ambos
presenta en sociedad el Cálculo de Probabilidades en 1657 al publicar su libro
De Ratiocinius in Ludo Aleae. Comencemos ya con la parte entretenida de la
historia.

2.1. UN CABALLERO MUY OBSERVADOR

El caballero De Meré no era sólo un hombre de mundo, era además, o
precisamente por eso, un jugador perseverante y muy observador como luego
comprobaremos. El caballero asist́ıa a las tertulias de su vecino el duque de
Roannez, tertulias en las que las matemáticas no soĺıan estar ausentes por
contar entre sus habituales a Pascal, con quien el duque ejerćıa su mecenazgo.
Dos, y no uno como dice Poisson, fueron los problemas que De Meré planteó a
Pascal, ambos relacionados con los juegos de azar. Conozcamos los problemas
y las soluciones aportadas por Pascal.

Problema 1 (La paradoja del caballero De Meré) En un juego consis-
tente en lanzar repetidamente un par de dados, encontrar el menor número
n de lanzamientos para que la probabilidad de obtener al menos un doble seis
sea mayor que 0.5

Solución.- En cada jugada la probabilidad de no obtener el doble seis es 35
36 ,

por lo que al cabo de n jugadas la probabilidad de que no haya aparecido
el doble seis será [3536 ]n. El suceso que interesa es el complementario,
cuya probabilidad es pn.2 = 1 − [3536 ]n, obteniéndose p24.2 = 0.4901 y
p25.2 = 0.5055. La respuesta correcta de Pascal fue n = 25.

Comentario.- La pregunta del caballero De Meré se justificaba por la dis-
crepancia observada entre la realidad, deducida de su larga experiencia
como jugador, y una antigua regla muy extendida entre los jugadores que
afirmaba que n = 24. Esta errónea regla teńıa su origen en la creencia
de un comportamiento lineal de las probabilidades. Se sab́ıa que si los
lanzamientos eran de un solo dado y se persegúıa la obtención de un seis,
n = 4, pues p3.1 = 0.4213 y p4.1 = 0.5177. Se razonaba a continuación
mediante una sencilla regla de tres: 4 es a 6 como 24 a 36.
La solución de Pascal no debió convencer excesivamente a De Meré a
tenor de lo que aquel escribió a su amigo Fermat,

Voilà quel étoit son grand scandale, qui lui faisoit dire hautement que les
propositions n’étoient pas constantes, et que l’arithmétique se démentoit.
Mais vous verrez bien aisément la raison, par les principes où vous êtes.

Señalemos por último, que dada la pequeña diferencia entre los valores
obtenidos para p24.2 y p25.2, el caballero De Meré deb́ıa sin duda ser un
gran jugador y un mejor observador.
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Problema 2 (El problema de los puntos o del reparto) Dos jugadores
están jugando a cierto juego y ganará aquel que antes obtenga un determinado
número de puntos. Si el juego se interrumpe antes de finalizar, ¿cómo debe
repartirse la apuesta?

Solución.- La solución dada por Pascal, para cuya obtención utilizó el llama-
do triángulo aritmético (también conocido como triángulo de Pascal o de
Tartaglia) y por tanto el cálculo de combinaciones, consist́ıa en dividir la
apuesta proporcionalmente a la probabilidad que cada jugador tuviera
de ganar el juego en el momento de la interrupción. Supongamos, por
ejemplo, que el juego consiste en jugadas independientes en las que el
jugador A tiene una probabilidad p de ganar el punto, mientras que para
el jugador B dicha probabilidad es 1 − p, siendo n el número total de
puntos a sumar para ganar. Si en el momento de la interrupción A tiene
n − 1 puntos y B tiene n − 2, el jugador A hubiese ganado el juego de
ocurrir:

1. A gana la siguiente jugada, o

2. B gana la siguiente jugada y A la posterior,

lo que supone que A hubiera ganado con una probabilidad p+(1−p)p =
2p− p2 y B lo hubiera hecho con probabilidad 1− 2p + p2. Para p = 0.5,
por ejemplo, de cada peseta de la apuesta 0.75 seŕıan para A y 0.25 para
B.

Comentario.- Pascal no estaba muy seguro de la solución que encontró y la
sometió a la consideración de Fermat, iniciando aśı la correspondencia a
la que antes alud́ıamos. Hay que decir que el problema era conocido al
menos desde haćıa dos siglos y que gente tan eminente como Cardano
y Tartaglia, entre otros, se hab́ıan ocupado de él sin aportar una solu-
ción aunque, eso śı, cada uno de ellos empezaba por demostrar que las
soluciones de sus predecesores eran incorrectas.

Durante muchos años el desarrollo de la probabilidad se circunscribió a
problemas relacionados con los juegos de azar, un caso particular de lo que
en la actualidad llamamos espacios discretos de probabilidad, aquellos que tie-
nen su origen en experimentos aleatorios con un conjunto discreto de posibles
resultados. En semejante contexto, la probabilidad de los sucesos se obtiene
sencillamente contando los resultados que contiene. Llegó a creerse que sólo
con la Aritmética pod́ıan estimarse las probabilidades. Hubo de ser el Conde
de Buffon quien, 100 años después de los trabajos pioneros de Pascal y Fermat,
reivindicara la utilidad de otros campos de las Matemáticas para tal fin.
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Le Comte de Buffon Blaise Pascal

2.2 LA AGUJA DE BUFFON

En el año 1777 George Louis Leclerc, Conde de Buffon, eminente natura-
lista francés, publicó su obra Essai d’Arithmétique Morale que conteńıa, entre
otras muchas e interesantes cosas, un fuerte alegato contra el juego. En una
de sus secciones Buffon escribe:

Mais nous allons donner un puissant antidote contre le mal épidémique de la
passion du jeu, et en même temps quelques préservatifs contre l’illusion de cet
art dangereux.

Nada que objetar a la moralizante, aunque de poco éxito, campaña de
Buffon. Aunque nuestro interés está en la reivindicación que de la Geometŕıa
hace Buffon como ciencia capaz de aportar soluciones a los problemas de azar.
Para ello plantea varios problemas y sus correspondientes soluciones, el más
conocido sin duda el que se enuncia aśı: ¿cuál es la probabilidad de que una
aguja que se lanza al azar sobre un entramado de ĺıneas paralelas equidistantes,
con distancia entre ellas mayor que la longitud de la aguja, corte a alguna de
las paralelas?2 En la solución aportada por Buffon se pońıa en evidencia que
el problema requeŕıa medir, a diferencia de lo que ocurŕıa con las soluciones
a los problemas relacionados con juegos de azar discretos en los que bastaba
contar.

El problema de la aguja de Buffon, como ha pasado a ser conocido en
la literatura probabiĺıstica, dió origen a la llamada probabilidad geométrica y
se ha convertido con el tiempo en una referencia clásica. Veamos una de las
muchas formas de resolverlo.

2Una versión menos créıble, pero sin duda más fantástica y costosa, afirmaba que Buffon
iba dejando boquiabiertos a sus contemporáneos al lanzar de espaldas baguettes sobre el suelo
y contar después las que hab́ıan intersectado con alguna de las aristas de las baldosas.
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Problema 3 (Problema de la aguja de Buffon) Sobre una trama de ĺı-
neas paralelas equidistantes entre śı d unidades, lanzamos al azar una aguja
de longitud l unidades, con l < d. ¿Cuál es la probabilidad de que la aguja
corte alguna de las paralelas?

Solución.- Si denotamos por x la distancia del centro de la aguja a la paralela
más próxima, y por θ el ángulo que la aguja forma con dicha paralela, la
posición de la aguja sobre el entramado de paralelas queda uńıvocamente
determinada con ambas variables. Aśı, el rectángulo R = [0, π]× [0, d/2]
contiene todas las posibles posiciones de la aguja al ser lanzada. Pensaba
correctamente Buffon que, tratándose de un lanzamiento al azar, la pro-
babilidad era directamente proporcional al área. Basta pues determinar
el recinto que contiene las parejas (θ, x) que describen posiciones de la
aguja que cortan a alguna paralela. Al observar la figura 1 se comprueba
que la aguja cortará a la paralela más próxima sólo si la distancia de su
punto medio a dicha paralela (x) es menor o igual que la proyección de
su mitad ( l

2 sin θ). El recinto que esta condición determina es

A = {(θ, x) ∈ R2; x ≤ l

2
sin θ}.

x

��

x

��

d/2

�

R

A

Figura 1.- Esquema de la aguja de Buffon

La probabilidad de corte vendrá dada por

P (corte) =
área(A)
área(R)

.

El área de A se obtiene mediante una sencilla integración y el resultado
final es,

P (corte) =
área(A)
área(R)

=
2l
πd

. (1)
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2.2.1. TRAMPAS CON EL NÚMERO π

El anterior resultado se convirtió pronto en una herramienta para la es-
timación del número π, basada en una idea tan sencilla como la de estimar
la probabilidad de corte mediante la frecuencia relativa de cortes en sucesivos
lanzamientos, sustituir en (1) y despejar π. Un resultado conocido en Proba-
bilidad como la Ley de los Grandes Números avala el procedimiento.

La tabla 1 muestra alguna de las aproximaciones de π obtenidas mediante
este procedimiento. Habŕıa que resaltar la paciencia que tuvieron aquellos que
la realizaron.

Año Lanzamientos Aproximación
Wolf 1850 5000 3.1596
Smith 1855 3204 3.1553
Fox 1894 1120 3.1419

Lazzarini 1901 3408 3.1415929

Tabla 1.- Algunas aproximaciones al valor de π

De todos estos resultados llama poderośısimamente la atención la preci-
sión, del orden de 10−6, obtenida por Lazzarini. Hasta el punto de merecer un
análisis detallado que nos demostrará lo afortunado que fue.

Comencemos primero recordando un resultado debido a De Moivre y La-
place conocido como la versión local del Teorema Central del Ĺımite. Demos-
traron ambos que si X es una variable aleatoria Binomial con parámetros n y
p, X ∼ B(n, p), para n suficientemente grande las probabilidades asociadas a
los distintos valores que X toma pueden aproximarse mediante

P (X = m) ≈ 1√
2πσ2

e−
1
2
x2

, (2)

donde σ =
√

np(1 − p) y x = m−np
σ . Es decir, la aproximación se lleva a

cabo mediante la función de densidad de una Normal con parámetros np y
np(1− p). Este es un resultado que puede verse si obtenemos y representamos
gráficamente los valores de la función de probabilidad de una Binomial con n
grande, lo que puede hacerse fácil y rápidamente con ayuda de las utilidades
de cualquier hoja de cálculo (EXCEL, por ejemplo). La figura 2 nos muestra
el ejemplo de una B(300, 0.3).
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valores de  X
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Figura 2.- Función de probabilidad de X ∼ B(300, 0.3)

Volvamos a la discusión sobre la estimación de π obtenida por Lazzarini.
Trabajar con π o con su inverso es equivalente. Aśı, si suponemos m cortes en
n lanzamientos,

1
π

=
dm

2ln
.

Como la precisión es tan excepcional, veamos como vaŕıa si el número de
cortes aumentara en una unidad. Las aproximaciones de los inversos de π
correspondientes a los m y m + 1 cortes, respectivamente, difieren en

d(m + 1)
2ln

− dm

2ln
=

d

2ln
≥ 1

2n
,

que para n ≈ 5000, da lugar a 1
2n ≈ 10−4. Es decir, un corte de más, o de

menos, produce una diferencia en la precisión de la estimación de 1
π mayor

que 10−6, precisión alcanzada por Lazzarini. No queda más alternativa que
reconocer que Lazzarini tuvo la suerte de obtener exactamente el número de
cortes, m, que condućıa a tan excelente aproximación. La pregunta inmediata
es, ¿cuál es la probabilidad de que ello ocurriera?, y para responderla recurri-
remos a (2), puesto que el número de cortes obtenidos en los n lanzamientos
es una variable X ∼ B(n, p), con p ≈ m/n. Tendremos pues que

P (X = m) ≈ 1√
2πnp(1 − p)

,

y si suponemos d/2 = l, tenemos p ≈ m/n = 1/π, lo que conduce a la siguiente
cota para P (X = m),

P (X = m) ≤
√

π

2n(π − 1)
.

Para el caso de Lazzarini, n=3408, se obtiene P (X = m) ≤ 0.0146, ∀m. Resul-
tado que demuestra cuan afortunado era el Sr. Lazzarini. Quizás demasiado.
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2.2.2 MÁS SOBRE π

El número π ha ejercido desde tiempos remotos una especial fascinación
entre los matemáticos y, en general, entre todos aquellos que poseen un mı́nimo
de inquietud y curiosidad. Este interés continua vigente como demuestra, por
ejemplo, un trabajo publicado el pasado mes de abril en el volumen 67 de la
revista American Journal of Physics, dedicada a la didáctica de la F́ısica. El
trabajo se titula Statistical estimation of π using random vectors y en él los
autores, Bloch & Dressler, presentan un sencillo método de estimación basado
en elegir puntos al azar en un cuadrado y contar aquellos que caen dentro
del ćırculo inscrito, utilizando para ello como todo recurso informático una
hoja de cálculo EXCEL. El interés del trabajo no reside tanto en el método
expuesto, que con alguna variante era ya conocido, como en la abundante
información que sobre π y temas relacionados proporciona, siendo de especial
interés algunas direcciones de Internet. Por ejemplo, en
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history//HistTopics/References
/Pi through the ages.html
encontraremos cuanto podamos imaginar sobre π a través de los tiempos. En
http://forum.swarthmore.edu/grepform.html podremos encontrar una cone-
xión a una hoja web en la que se simulan lanzamientos sucesivos de una aguja
de Buffon y se registran las aproximaciones de π que de ellos se derivan. En
http://www.pithemovie.com descubriremos que también el cine se ocupa de
nuestro número, en concreto se trata de la hoja web de una peĺıcula titulada
π que fue presentada con éxito en el Sundance Film Festival en 1998 (véase la
cŕıtica en http://www.movie-reviews.colossus.net/movies/p/pi.html). En al-
gunas de las anteriores direcciones puede encontrarse información y referencias
más sesudas acerca de este mágico número.

3. CONDICIONAMIENTO E INDEPENDENCIA

Probabilidad condicional La noción de probabilidad condicional es un con-
cepto muy intuitivo pero de gran dificultad a la hora de formalizarlo.
Permite incorporar la nueva información que conocemos y actualizar, a
partir de ella, la probabilidad de cualquier suceso. Por ejemplo, al lanzar
dos dados el espacio muestral, que es el conjunto de posibles resultados,
viene dado por las 36 parejas,

Ω = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), . . . , (6, 4), (6, 5), (6, 6)}.

La probabilidad del suceso A ={el producto de ambas caras es 12}, se
obtiene con facilidad aplicando la fórmula de Laplace,

P (A) =
casos favorables a A

casos posibles
=

4
36

=
1
9
.
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Supongamos que, previamente a nuestra respuesta, sabemos de la ocu-
rrencia del suceso B ={la suma de las caras que ambos dados nos mues-
tran vale 8}. Este conocimiento previo sin duda alterará la probabi-
lidad del suceso A anterior. En efecto, es lógico incorporar la nueva
información al proceso de obtención de las probabilidades de los su-
cesos, lo que supone revisar el espacio muestral y sustituirlo por B =
{(2, 6), (6, 2), (3, 5), (5, 3), (4, 4)}. La nueva probabilidad de A vendrá da-
da por

P ∗(A) =
casos favorables a A en B

casos posibles en B
=

2
5
,

Esta nueva probabilidad, P ∗, recibe el nombre de probabilidad de A con-
dicionada a B y se la representa mediante P (A|B). Puede comprobarse
con facilidad que se verifica

P (A|B) =
P (A ∩ B)

P (B)
, (3)

igualdad que se toma como definición del concepto imponiendo la con-
dición P (B) > 0.

Independencia La noción de independencia transcribe la carencia de rela-
ción entre dos sucesos. La aproximación más intuitiva al concepto se hace
a través de la probabilidad condicional. En efecto, cuando obtenemos
P (A|B) estamos viendo de qué manera la ocurrencia de B altera nuestro
conocimiento de P (A). Si A y B son independientes la probabilidad no
se altera, P (A) = P (A|B), y nada de cuanto ocurra con B afecta a A.
De la igualdad de ambas probabilidades se deriva fácilmente a partir de
(3), P (A ∩ B) = P (A)P (B), que a su vez implica que P (B|A) = P (B),
como no pod́ıa ser de otra manera porque la independencia entre dos
sucesos es mutua.
No obstante lo anterior, se prefiere definir la independencia a partir de la
factorización de la probabilidad de la intersección, en cuyo caso la igual-
dad entre las probabilidades condicionales y absolutas se obtiene como
una consecuencia. La razón de esta preferencia es que esta definición no
exige ninguna condición previa sobre los sucesos implicados. Recordemos
que al definir P (A|B), P (B) ha de ser estrictamente positiva.
Si el número de sucesos es mayor que 2, la independencia entre todos
ellos supone la correspondiente factorización:

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) =
n∏

i=1

P (Ai). (4)

Lo que sigue son sendos relatos de cómo una sencilla aplicación de estos
dos conceptos puede dar lugar a argumentos contundentes y efectivos ante una
corte judicial que pueden incluso llegar a cambiar el sentido de una sentencia.
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3.1 LAS MALAS COMPAÑÍAS: EL PUEBLO CONTRA COLLINS

En 1964 una mujer, de compras por Los Angeles, fue asaltada por una
joven rubia con cola de caballo que le robó el bolso. La joven salió huyendo y
fue vista poco después subiendo a un coche amarillo conducido por un hombre
negro con barba y bigote. Las investigaciones de la polićıa condujeron a la
detención como sospechosa de una tal Janet Collins, que era rubia, peinaba
cola de caballo y se la relacionaba con un varón negro con barba y bigote que
era poseedor de un coche amarillo.

El fiscal no teńıa evidencias tangibles ni testigos fiables contra la sospecho-
sa y construyó su caso sobre lo improbable que resultaba que la Sta. Collins
y su amigo tuvieran todas estas caracteŕısticas y no fueran culpables. Para
ello asignó probabilidades a las citadas caracteŕısticas, probabilidades basadas
en la incidencia de las mismas en la población de Los Angeles y que están
recogidas en la tabla 2.

Caracteŕıstica Probabilidad

Automóvil amarillo 1
10

Varón con bigote 1
4

Mujer con cola de caballo 1
10

Mujer rubia 1
3

Varón negro con barba 1
10

Pareja interracial en coche 1
1000

Tabla 2.- Incidencia en la ciudad de Los Angeles de las caracteŕısticas observadas

El fiscal argumentó que la probabilidad de que todas estas caracteŕısticas
se dieran conjuntamente, admitiendo la hipótesis de independencia entre ellas,
veńıa dada por el producto de sus respectivas probabilidades (probabilidad de
la intersección) y que dicho producto, como fácilmente puede comprobarse, era
1/12,000,000. Lo que significaba que era tan improbable encontrar una pareja
que se ajustara a todas las caracteŕısticas que, verificándolas Janet Collins y
su compañero, la única decisión razonable, según el fiscal, era proclamarlos
culpables.

El abogado de la Sta. Collins apeló a la Corte Suprema de California
argumentando que el razonamiento probabiĺıstico era incorrecto y engañoso.
Sostuvo el defensor que era posible aproximarse a los datos desde un perspecti-
va diferente, perspectiva que manteńıa la duda razonable sobre la culpabilidad
de sus clientes.

En efecto, el razonamiento alternativo comenzaba suponiendo que hab́ıa
n parejas en el área geográfica donde ocurrieron los hechos y que exist́ıa una
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probabilidad p de que cualquiera de estas parejas compartiera las seis carac-
teŕısticas introducidas por el fiscal como evidencias.

De acuerdo con lo anterior p = 1/12, 000, 000 y la variable aleatoria Y ,
número de parejas entre las n que poseen las mencionadas caracteŕısticas,
seguiŕıa una distribución binomial, en cuyo caso

P (Y = k) =
(

n
k

)
pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

En particular,

P (Y = 1) = np(1 − p)n−1

y

P (Y ≥ 1) = 1 − P (Y = 0) = 1 − (1 − p)n,

de donde se deduce

P (Y > 1) = P (Y ≥ 1) − P (Y = 1) = 1 − (1 − p)n − np(1 − p)n−1.

El defensor centró su atención sobre el cociente

P (Y > 1)
P (Y ≥ 1)

=
P ([Y > 1] ∩ [Y ≥ 1])

P (Y ≥ 1)
= P (Y > 1|Y ≥ 1),

que representa la probabilidad de que, entre las n parejas, más de una se ajuste
a las caracteŕısticas descritas, siendo aśı que ya hay una que lo hace. Dicho
en otros términos de mayor interés para la defensa, la probabilidad de que al
menos otra pareja hubiera podido cometer la acción criminal. Si este cociente
no fuera muy pequeño habŕıa que admitir la posibilidad de que la Sta. Collins
y su amigo teńıan competidores que podŕıan también ser los culpables. La
tabla 3 recoge los valores del anterior cociente para distintos valores de n.

n P(Y > 1|Y ≥ 1)
1,000,000 0.0402
2,000,000 0.0786
5,000,000 0.1875
10,000,000 0.3479

Tabla 3.- Valor de las probabilidades condicionadas en función de n

A la vista de estos resultados la Corte Suprema de California anuló el
veredicto de culpabilidad que hab́ıa dictado la Corte Superior del Condado de
Los Angeles
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3.2 ¿DE DÓNDE VINO LA ESPONJA?

Un paciente diabético fue intervenido quirúrgicamente para implantarle un
marcapasos. Semanas después de la operación la herida no hab́ıa cicatrizado
del todo y permanećıa parcialmente abierta, por lo que se hizo necesaria una
segunda operación, durante la cual se descubrió que en la incisión practicada
en la primera hab́ıa una esponja quirúrgica de las que se utilizan para absorber
ĺıquidos durante las intervenciones. El paciente alegó que la esponja hab́ıa sido
olvidada durante la primera operación y demandó al hospital y al cirujano por
mala práctica, reclamando además una importante cantidad de dinero.

Los hospitales cuentan este tipo de material tres veces antes de la ope-
ración y otras tres una vez finalizada, como se hizo también en este caso. Se
dió además la circunstancia de que la esponja encontrada era de un tipo cuyo
uso haćıa meses que el hospital hab́ıa abandonado. El abogado del paciente
sostuvo que alguna caja de aquellas antiguas esponjas debió quedar olvidada
y, una vez encontrada, se utilizó en la operación. Para añadir interés al caso,
la mujer del paciente era enfermera en otro hospital, en el que śı se utilizaba
ese tipo de esponjas, y tuvo a su cargo la limpieza y cuidado de la incisión
durante el postoperatorio.

Los abogados del hospital decidieron contratar los servicios de un es-
tad́ıstico para que obtuviera, bajo distintos supuestos, la probabilidad del
suceso. El hospital pensaba que un suceso de estas caracteŕısticas era muy
improbable y queŕıa poder demostrarlo, aún a riesgo de que el resultado final
no le fuera favorable.

El estad́ıstico obtuvo información de cada uno de los aspectos relevantes
del caso como,

• compra, recepción y almacenamiento de las esponjas,

• número medio de esponjas utilizadas diariamente,

• último d́ıa registrado de uso de las anteriores esponjas,

• frecuencia relativa de recuentos erróneos de esponjas,

• incidencia, a escala nacional, de casos en los que se hab́ıan abandonado
esponjas en las heridas durante la operación, ...

y cuando la hubo analizado concluyó que las circunstancias que pod́ıan concu-
rrir en el hipótetico olvido de la esponja en la herida, constitúıan un conjunto
de sucesos independientes, por lo que, estimada la probabilidad de cada uno
de ellos, la probabilidad de A={la esponja fue abandonada durante la primera
intervención} se obtendŕıa fácilmente aplicando (4). Las probabilidades de los
sucesos concurrentes fueron obtenidas bajo tres supuestos distintos, el más
probable, el menos probable y uno intermedio, lo que condujo a los siguientes
valores de P (A):
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más probable intermedio menos probable

P(A) 7
2.000.000

9
25.000.000

1
150.000.000

Incluso en la situación más favorable a la ocurrencia del suceso, la proba-
bilidad de la conjetura establecida por el abogado del paciente es del orden de
0.0000035, extremadamente pequeña. Este, entre otros argumentos, indujeron
al juez a fallar a favor del hospital.

4. EL ROMPECABEZAS

Supongamos que de una urna con 4 bolas rojas, 3 negras y 2 blancas
llevamos a cabo extracciones sucesivas al azar sin reemplazar la bola extráıda.
Las probabilidades relacionadas con la primera extracción son de muy sencilla
obtención. Por ejemplo, P (N1) = 1/3, donde N1 representa el suceso de que
la bola sea negra en la primera extracción. De forma similar definiŕıamos B1 y
R1. Si queremos obtener P (N2), probabilidad de que en la segunda extracción
la bola sea negra, nos conviene observar que la primera extracción puede dar
lugar a tres sucesos excluyentes, R1, N1 y B1, y sólo a ellos tres. Es decir, que
lo tres sucesos constituyen lo que denominamos una partición de Ω, conjunto
de posibles resultados. Apoyándonos en sencillas operaciones de conjuntos y en
la aditividad de la probabilidad cuando los sucesos son excluyentes, podremos
escribir

P (N2) = P (R1 ∩ N2) + P (N1 ∩ N2) + P (B1 ∩ N2), (5)

fórmula que se apoya en algo tan evidente como que la segunda bola es negra
y la primera puede haber sido de cualquiera de los tres colores. Una observa-
ción posterior nos hace caer en la cuenta de que es muy sencillo obtener la
probabilidad de N2 condicionado a cualquiera de los resultados obtenidos en
la primera extracción, porque sólo necesitamos pensar en el cambio que ha
sufrido la composición de la urna. Aśı, P (N2|R1) = 3/8, porque la urna tiene
ahora un bola menos, 8, pero las bolas negras continúan siendo tres porque
la primera fue roja. Reescribamos pues (5) haciendo uso de la definición de
probabilidad condicional y obtendremos,

P (N2) = P (N2|R1)P (R1) + P (N2|N1)P (N1) + P (N2|B1)P (B1) =
1
3
.

El resultado3 se generaliza con facilidad cuando tenemos una partición,
Ai, i = 1, . . . , n, de Ω y es conocido como el teorema de la probabilidad total,
que a manera de un rompecabezas permite reconstruir el todo mediante las
partes que lo constituyen. Su expresión más general es

3Suele sorprender a nuestros estudiantes que sea cual sea la composición de la urna y el
número n de bolas que contenga, P (Nk) = P (N1), ∀k = 2, . . . , n
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P (B) =
n∑

i=1

P (B|Ai)P (Ai), (6)

que, a modo de un rompecabezas, recupera P (B) a partir de la probabilidad
de cada uno de sus trozos.

La utilidad principal del resultado (6) reside en su papel de antesala del
Teorema de Bayes, pero hay algunas aplicaciones directas del mismo que son
especialmente interesantes. Veamos dos.

4.1 TIPOS DE SANGRE Y PATERNIDAD

Supongamos que queremos calcular la probabilidad de que una madre
Rh- tenga un hijo Rh-. Si representamos por R el suceso el hijo es Rh- y por
M el suceso la madre es tambien Rh-, la probabilidad que deseamos calcular
es P (R|M). Esta probabilidad no es fácil de obtener directamente, pero śı
lo es si utilizamos el teorema de la probabilidad total para incluir al padre.
Consideremos dos grupos posibles para el padre : G1 (Rh-) y G2 (Rh+) y
supongamos que las frecuencias relativas de ambos grupos son p y (1 − p),
respectivamente. Tenemos

P (R|M) = P (R|M ∩ G1)P (G1|M) + P (R|M ∩ G2)P (G2|M)

Esta es una generalización del teorema para incluir la información dada
por M . Fijémonos en que

P (R|M) = P (R ∩ G1|M) + P (R ∩ G2|M),

expresión en la que, por ejemplo,

P (R ∩ G1|M) =
P (R ∩ G1 ∩ M)

P (M)
=

P (R|G1 ∩ M) · P (G1 ∩ M)
P (M)

=
P (R|G1 ∩ M) · P (G1|M) · P (M)

P (M)
.

Volvamos a nuestro problema. Si ambos padres son Rh-, suceso M ∩ G1,
entonces el hijo es Rh- con probabilidad 1. Si el padre es Rh+, entonces
P (R|M∩G2) = 1

2 . Para el cálculo de P (G1|M) y P (G2|M) parece lógico pensar
que el emparejamiento entre padre y madre se ha producido de manera alea-
toria, con lo que G1 y G2 son independientes de M . Entonces P (G1|M) = p,
la frecuencia relativa de Rh- en la población, y P (G2|M) = 1−p, la frecuencia
relativa de Rh+ en la población. Con estas probabilidades obtenemos

P (R|M) = 1(p) +
1
2
(1 − p) =

1 + p

2
para la probabilidad de que una madre Rh- tenga un hijo Rh-.
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4.2 ENCUESTA SOBRE CUESTIONES DELICADAS

Es bien conocida la reticencia de la gente a contestar cualquier encuesta,
reticencia que se convierte en clara desconfianza y rechazo si el cuestiona-
rio aborda lo que podŕıamos denominar temas delicados: situación económica,
creencias religiosas, afinidades poĺıticas, costumbres sexuales, consumo de es-
tupefacientes, ... El rechazo y la desconfianza están casi siempre basados en
la creencia de una no suficiente garant́ıa de anonimato. Es comprensible, por
tanto, el afán de los especialistas en convencer a los encuestados de que el
anonimato es absoluto. El teorema de la probabililidad total puede ayudar a
ello.

Supongamos que un sociólogo está interesado en conocer el consumo de
drogas entre los estudiantes de un Instituto de Bachillerato. Elige 100 estu-
diantes al azar y para garantizar la confidencialidad de las respuestas, que sin
duda redundará en un resultado más fiable, diseña una estrategia consistente
en que cada estudiante extrae al azar un bola de un saco o urna que contiene
100 bolas numeradas del 1 al 100, conservándola sin que nadie la vea,

• si el número de la bola elegida está entre el 1 y el 70, contesta a la
pregunta ¿has consumido drogas alguna vez?,

• si el número de la bola elegida está entre el 71 y el 100, contesta a la
pregunta ¿es par la última cifra de tu DNI?.

En ambos casos la respuesta se escribe sobre un trozo de papel sin indicar,
lógicamente, a cuál de las dos preguntas se está contestando.

Realizado el proceso, las respuestas afirmativas han sido 25 y para estimar
la proporción de los que alguna vez han consumido droga aplicamos (6),

P (si) = P (si|pregunta delicada)P (pregunta delicada)+
P (si|pregunta intrascendente)P (pregunta intrascendente)

Sustituyendo,

0.25 = P (si|pregunta delicada) × 0.7 + 0.5 × 0.3,

y despejando,

P (si|pregunta delicada) =
0.25 − 0.15

0.7
≈ 0.14

Es obvio que P (pregunta intrascendente) ha de ser conocida muy apro-
ximadamente, como en el caso de la terminaciones del DNI, que por mitades
deben de ser pares o impares.
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5. TEOREMA DE BAYES: PADRE A CARA O CRUZ

Thomas Bayes

El teorema de Bayes es uno
de aquellos resultados que indu-
cen a pensar que la cosa no era
para tanto. Se tiene ante él la
sensación que produce lo trivial,
hasta el punto de atrevernos a
pensar que lo hubiéramos podido
deducir nosotros mismos de ha-
berlo necesitado, aunque afortu-
nadamente el Reverendo Thomas
Bayes se ocupó de ello en un tra-
bajo titulado An Essay towards
solving a Problem in the Doctrine
of Chances, publicado en 1763.
Conviene precisar que Bayes no
planteó el teorema en su forma
actual, que es debida a Laplace.

El Teorema de Bayes relacio-
na la probabilidad de un mismo
suceso antes y después de haber

tenido lugar el experimento aleatorio y de conocer su resultado. Un sencillo
ejemplo será la mejor manera de introducirlo y de juzgar su trascendencia.

Ejemplo 1 Disponemos de tres urnas con bolas blancas y negras en la si-
guiente proporción: U1 = (1B, 2N), U2 = (2B, 1N) y U3 = (3B, 0N). El
experimento consiste en elegir una urna al azar, extraer una bola y compro-
bar su color. Una vez comprobado que la bola extráıda es blanca, ¿cúal es la
probabilidad de que la bola haya sido extráıda de la urna Ui?

Solución.- Comencemos señalando que antes de llevar a cabo la extracción,
cada urna tiene una probabilidad de 1/3 de ser la elegida para llevarla a
cabo. Después de llevarla a cabo y conocer su color no cabe duda que las
probabilidades se habrán alterado. Este cambio nos resultaŕıa evidente
para la tercera de las urnas si, por ejemplo, la bola extráıda hubiese sido
negra.

La obtención de estas nuevas probabilidades se lleva a cabo con facilidad
aplicando el Teorema de Bayes,

P (Ui|B) =
P (B|Ui)P (Ui)∑3
i=1 P (B|Ui)P (Ui)

,

en el que P (Ui) son las probabilidades iniciales para cada urna y P (Ui|B)
las que pretendemos conocer y que están, lógicamente, condicionadas
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por el conocimiento de la extracción de una bola blanca. Unas y otras
se muestran en la tabla 4.

P(Ui) P(Ui|B)

Urna 1 1
3

1
6

Urna 2 1
3

1
3

Urna 3 1
3

1
2

Tabla 4.- Probabilidades antes y después para las tres urnas

El Teorema de Bayes se aplica con frecuencia en problemas de paternidad
para obtener la evidencia, en términos de probabilidad, que de la misma dan
las pruebas. Pero su uso puede ser perverso como muestra el ejemplo que sigue.

5.2 PADRE A CARA O CRUZ

Un hombre fue acusado en un caso de paternidad sobre la base de un
marcador genético cuya frecuencia en la población adulta es del 1% y que se
transmite con probabilidad 1 de padres a hijos. Tanto el presunto padre como
el niño causante del litigio poséıan el citado marcador, por lo que el fiscal del
caso planteó la conveniencia de obtener la probabilidad de que el acusado fuera
el padre dado que el niño teńıa el marcador. Si A ={el acusado es el padre} y
B ={el niño tiene el marcador}, la probabilidad se obtuvo aplicando Bayes

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B|A)P (A) + P (B|Ac)P (Ac)
.

Es evidente que, de acuerdo con lo dicho anteriormente, P (B|A) = 1 y
P (B|Ac) = 0.01. En cuanto a P (A) y P (Ac) se estimó conveniente que ambas
eran iguales a 0.5, valor que trataba de reflejar el desconocimiento que de la
posible paternidad se teńıa y, puesto que pod́ıa ser o no ser el padre, lo lógico
parećıa asignar igual probabilidad a ambos supuestos. El resultado no pudo
ser más concluyente en contra del acusado, porque P (A|B) ≈ 0.99.

El defensor recurrió y basó su recurso en la asignación de probabilidades
a A y Ac. Llevada a sus últimas consecuencias, dijo el defensor, semejante
asignación de probabilidades equivaĺıa a declarar padre a cualquier adulto
por el procedimiento de cara o cruz. Una vez más, prosegúıa el defensor, se
confund́ıa ignorancia con equiprobabilidad. Para rematar su discurso obtuvo
P (A|B) para distintos valores de P (A) que nosostros hemos representado en
las gráficas de la figura 3. La gráfica de la derecha es un detalle de la gráfica
de la izquierda para valores de P (A) entre 0 y 0.1 y pone en evidencia la
importancia crucial que la elección de P (A) tiene, observándose que valores
bajos, y nada hay en contra de que sean posibles, dan lugar a valores de
P (A|B) que dif́ıcilmente condenan a cualquiera.
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P(A)

1,0,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0

P(
A

|B
)

1,0

,9

,8

,7

,6

,5

,4

,3

,2

,1

0,0

P(A)

,100,080,060,040,020,000

P(
A

|B
)

1,0

,8

,6

,4

,2

0,0

Figura 3.- Valores de P (A|B) en función de P (A)

6. PLANTEAMIENTOS ENGAÑOSOS: LA FALACIA DEL FISCAL

En esta sección mostraremos algunos ejemplos de cómo cambios sutiles en
el enunciado de una proposición pueden conducir a falsedades. Volvamos por
un momento al Teorema de Bayes : la distinción entre P (A|B) y P (B|A) es
muy importante y necesita reconocerse perfectamente. Veamos dos ejemplos
que nos van a permitir enfatizar la diferencia entre ambas probabilidades. El
primero es un ejemplo clásico pero muy clarificador : sea S el suceso tengo dos
brazos y dos piernas y sea R el suceso soy un mono. Obviamente, P (S|R) = 1,
mientras que P (R|S) 	= 1. La primera probabilidad es equivalente a afirmar
que si soy un mono entonces tengo dos brazos y dos piernas, mientras que la
segunda es equivalente a si tengo dos brazos y dos piernas, no tengo porqué
ser un mono.

El segundo ejemplo justifica el t́ıtulo que hemos dado a la sección. En
cierta ciudad se ha cometido un crimen. Hay 10000 hombres en esa ciudad
que podŕıan haberlo cometido, de los que 200 trabajan en un pozo minero.
En la escena del delito se ha encontrado cierta evidencia que determina que
el criminal ha de ser uno de los 200 mineros. La evidencia puede ser restos de
minerales que sólo pueden provenir del pozo minero. Se ha identificado a un
sospechoso y en sus ropas se han encontrado restos de minerales similares a los
encontrados en la escena del delito. ¿Cómo podŕıa evaluarse esta evidencia?

Representemos la evidencia por E, el suceso se han encontrado restos de
mineral en la ropa del sospechoso que son similares a los restos de mineral en-
contrados en la escena del delito. Denotemos la hipótesis de que el sospechoso
es culpable por C y la de que es inocente por Cc (notad que son hipótesis
complementarias: una y sólo una es cierta).

Supongamos que todos los trabajadores del pozo minero tendrán en algu-
na parte de sus ropas restos de mineral similares a los encontrados en la escena
del delito. Esta suposición podŕıa no convencer a todos los lectores, pero el
razonamiento que vamos a seguir seguiŕıa siendo perfectamente válido. La pro-
babilidad de encontrar la evidencia en una persona inocente puede calcularse
de la forma siguiente: hay 9999 hombres inocentes en la ciudad, de los que 199
trabajan en la mina. Esos 199 hombres, por la suposición inicial, tendrán la
evidencia en sus ropas debido a su trabajo. Aśı pues
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P (E|Cc) =
199
9999

≈ 200
10000

= 0.02

¿Implica este resultado que una persona a la que se encuentra la evidencia,
es inocente con una probabilidad de 0.02?

En absoluto. Hay 200 hombres en la ciudad con la evidencia (E), de los
que 199 son inocentes (Cc). Por tanto

P (Cc|E) =
199
200

= 0.995

La utilización de P (E|Cc) como la probabilidad de (Cc|E) es conocida
como la falacia de la condicional transpuesta o falacia del fiscal y ejemplos de
tal falacia abundan.

El primer ejemplo está extráıdo de Gaudette & Keeping (1974). Los au-
tores realizaron un largúısimo experimento para determinar la capacidad de
las muestras de pelo para distinguir entre personas diferentes. Se realizaron
múltiples comparaciones de pelos provenientes de mucha gente diferente. En
un experimento, 9 pelos provenientes de una misma fuente, seleccionados para
ser distintos entre śı, fueron comparados uno a uno con un único pelo pro-
veniente de otra fuente diferente. Se estimó, a partir de los resultados de las
much́ısimas comparaciones, que la probabilidad de que los dos pelos examina-
dos, provenientes de distintas fuentes, fueran indistinguibles en al menos 1 de
las 9 comparaciones es de 1

4500 . Los autores concluyeron en su estudio que se
ha estimado que si un pelo humano encontrado en la escena de un delito es
indistinguible de al menos un pelo de un grupo de 9 pelos diferentes provenien-
tes de una fuente dada, la probabilidad de que pueda provenir de otra fuente
distinta es muy pequeña, aproximadamente 1 de entre 4500. Denotemos por
R el suceso un pelo humano encontrado en la escena de un delito es indistin-
guible de al menos 1 de un grupo de 9 pelos diferentes provenientes de otra
fuente. Sea S el suceso los 9 pelos diferentes provienen de una fuente distinta
a la del único pelo. Entonces, el experimento llevado a cabo por los autores
proporciona la probabilidad de P (R|S) mientras que su conclusión asigna el
valor a P (S|R).

Otros ejemplos de la falacia de la condicional transpuesta, extráıdos de
Thompson & Schumann (1987), quienes acuñaron el término falacia del fiscal,
son los siguientes:

• Hay un 10% de posibilidades de que el acusado, si fuera inocente, tu-
viera el grupo sangúıneo encontrado en la escena del delito. Por tanto,
como tiene ese grupo sangúıneo, hay un 90% de posibilidades de que sea
culpable.

• Un sospechoso tiene el mismo grupo sangúıneo que el autor de un delito.
Este grupo sangúıneo se encuentra en únicamente el 1% de la población,
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por lo tanto hay un 1% de posibilidades de que la sangre encontrada en
la escena del delito pudiera provenir de alguien diferente al sospechoso.
Puesto que hay un 1% de que algún otro pudiera cometer el delito, hay
un 99% de posibilidades de que el sospechoso sea culpable.

7. URNAS, BOMBOS, BOLAS Y EXTRACCIONES

Si hubiese que identificar a los probabilistas mediante algún objeto, nadie
dudaŕıa de que el más adecuado seŕıa un saquito con bolas en su interior. Al
igual que es imposible concebir a un ejecutivo sin su móvil, todo buen proba-
bilista que se precie lleva en su kit de viaje un saco con bolas, y ello no sólo
porque tales herramientas permiten escenificar cualquiera de aquellos clásicos
problemas que comienzan diciendo: De una urna que contiene bolas de..., si-
no porque 10 bolas numeradas del 0 al 9 y un receptáculo que las oculte de
miradas interesadas pueden hacer milagros. Pueden, por ejemplo, permitirnos
extraer cualquier muestra aleatoria imaginable, aunque si su tamaño es grande
saco y bolas deberán acompañarse de la correspondiente dosis de paciencia.

Un elemento indispensable para que la expresión extracción al azar tenga
su verdadero sentido es la presencia de equiprobabilidad, es decir, que cualquie-
ra de las bolas tenga la misma probabilidad de ser extráıda. Adicionalmente
las extracciones serán independientes si las bolas se devuelven a la urna. El
éxito popular de muchos de los juegos sociales de azar que conocemos, loteŕıa,
la Primitiva, Bono Loto, etc., se basa en la confianza que la gente tiene en que
aquellas condiciones se cumplen rigurosamente. ¿Quién jugaŕıa a La Primitiva
si sospechara que alguien manipula aquel reluciente bombo y aquellas vistosas
bolas verdes? Y a veces ocurre. Los periódicos informaban, no hace mucho, de
un fraude en la Lotto italiana, equivalente a nuestra Primitiva, consistente en
sustituir algunas bolas por otras de tacto distinto y entrenar a los niños que
las extráıan manualmente para que las reconocieran. En nuestro sistema de
sorteo este fraude es imposible.

Perversiones como la descrita aparte, nada parece más sencillo que ex-
traer una bola y que la extracción cumpla con la condición de equiprobabilidad
y, si es el caso, con la de independencia. Hay sin embargo ejemplos que nos
advierten contra esta aparente sencillez y dos de ellos los vamos a relatar a
continuación. El primero ha devenido un clásico que figura en los libros y me-
reció una publicación en Science, se trata del sorteo del reemplazo del 70 en los
Estados Unidos y prueba que todas las precauciones parecen pocas. El segun-
do, el sorteo efectuado para determinar los excedentes de cupo del reemplazo
del 98 en España, no ha conseguido todav́ıa la categoŕıa de clásico debido a su
juventud, pero tiene ya ganado un merecid́ısimo puesto en cualquier antoloǵıa
del disparate, porque a diferencia del caso americano, el sorteo estuvo mal
diseñado desde el principio.
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7.1 EL SORTEO DEL SERVICIO SELECTIVO DEL 70 EN EE.UU.

A finales del año 69 un decreto del Presidente de los EE. UU., en aquella
época Richard Nixon, establećıa que los llamamientos para el servicio militar
del año 70 deb́ıan llevarse a cabo mediante una selección aleatoria basada en
la fecha de nacimiento de los implicados. La promulgación del decreto tiene
su pequeña historia por las dificultades y prejuicios que hubo de vencer. En
ocasiones anteriores se hab́ıan utilizado sorteos para determinar la incorpo-
ración a filas, adquiriendo algunos de ellos, especialmente el del año 40, una
merecida notoriedad debido a la falta de rigor con la que se llevaron a cabo,
lo que supuso que las condiciones de equiprobabilidad e independencia no se
satisfacieran.

Se tomaron toda clase de precauciones para que el sorteo del 70 garanti-
zara la igualdad de oportunidades. En su art́ıculo Randomization and Social
Affairs: The 1970 Draft Lottery, Stephen E. Fienberg describe con detalle,
desde la forma y tamaño de las cápsulas que conteńıan las 366 fechas de naci-
miento (el 29 de febrero estaba también contemplado), hasta la manera en la
que las cápsulas eran introducidas en una caja de madera donde se mezclaban
previamente antes de ser alojadas definitivamente en el recipiente de donde
seŕıan extráıdas. El proceso de mezcla merece un comentario más extenso, por
ser probablemente el origen de lo insatisfactorio del resultado. Se comenzó
alojando las 31 fechas correspondientes a enero en el fondo de la caja, a conti-
nuación se hizo otro tanto con las 29 de febrero y se procedió a mezclar ambas.
El proceso se repitió con cada uno de los restantes meses, mezclando las bolas
después de cada introducción. Este proceso supone que mientras las bolas de
enero fueron mezcladas en 11 ocasiones, las de noviembre y diciembre sólo lo
fueron dos y una vez, respectivamente. Digamos por último que una vez las
cápsulas fueron arrojadas en el recipiente de la extracción, una gran copa de
cristal, ya no fueron agitadas.

El resultado del sorteo queda recogido en la tabla 5, apareciendo al lado
de cada fecha el orden en que fue extráıda, que seŕıa el orden en el que seŕıan
llamados a filas los que nacieron ese d́ıa. Este detalle es relevante porque los
llamamientos se haŕıan en función de las necesidades, pudiendo suceder que
después de determinado llamamiento no se efectuara ninguno más. De hecho,
fuentes del Ministerio de Defensa y de la propia Casa Blanca reconocieron por
aquellas fechas que, agrupando los 366 llamamientos en tres tercios de 122
fechas cada uno, las necesidades del servicio haćıan prever que muy probable-
mente los del tercer tercio no seŕıan llamados y tampoco parte del segundo.

El análisis de este resultado, con la intención de comprobar que la se-
cuencia de fechas obtenida era una permutación aleatoria de las 366 fechas de
nacimiento, nos obliga a una pequeña incursión en el campo de la Inferencia
Estad́ıstica, que llevaremos a cabo sin entrar en excesivos detalles técnicos, po-
niendo el énfasis en el aspecto que estudia y analiza cada una de las técnicas
empleadas.
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d́ıa ene. feb. mar. abr. may. jun. jul. agos. sept. oct. nov. dic.

1 305 86 108 32 330 249 93 111 225 359 19 129
2 159 144 29 271 298 228 350 45 161 125 34 328
3 251 297 267 83 40 301 115 261 49 244 348 157
4 215 210 275 81 276 20 279 145 232 202 266 165
5 101 214 293 269 364 28 188 54 82 24 310 56
6 224 347 139 253 155 110 327 114 6 87 76 10
7 306 91 122 147 35 85 50 168 8 234 51 12
8 199 181 213 312 321 366 13 48 184 283 97 105
9 194 338 317 219 197 335 277 106 263 342 80 43

10 325 216 323 218 65 206 284 21 71 220 282 41
11 329 150 136 14 37 134 248 324 158 237 46 39
12 221 68 300 346 133 272 15 142 242 72 66 314
13 318 152 259 124 295 69 42 307 175 138 126 163
14 238 4 354 231 178 356 331 198 1 294 127 26
15 17 89 169 273 130 180 322 102 113 171 131 320
16 121 212 166 148 55 274 120 44 207 254 107 96
17 235 189 33 260 112 73 98 154 255 288 143 304
18 140 292 332 90 278 341 190 141 246 5 146 128
19 58 25 200 336 75 104 227 311 177 241 203 240
20 280 302 239 345 183 360 187 344 63 192 185 135
21 186 363 334 62 250 60 27 291 204 243 156 70
22 337 290 265 316 326 247 153 339 160 117 9 53
23 118 57 256 252 319 109 172 116 119 201 182 162
24 59 236 258 2 31 358 23 36 195 196 230 95
25 52 179 343 351 361 137 67 286 149 176 132 84
26 92 365 170 340 357 22 303 245 18 7 309 173
27 355 205 268 74 296 64 289 352 233 264 47 78
28 77 299 223 262 308 222 88 167 257 94 281 123
29 349 285 362 191 226 353 270 61 151 229 99 16
30 164 217 208 103 209 287 333 315 38 174 3
31 211 30 313 193 11 79 100

Tabla 5.- Resultado del sorteo por d́ıa y mes

7.1.1 EL PATRÓN ESPACIAL DE PUNTOS

Los resultados de la tabla 5 se muestran gráficamente en la figura 4, en
la que hemos representado el orden de extracción (eje Y) frente a la fecha de
nacimiento (eje X). La figura revela una cierta escasez de puntos en los extre-
mos de la bisectriz del primer cuadrante. Se observa también una tendencia a
la agregación de puntos, que tiene como consecuencia la aparición de áreas en
blanco relativamente extensas. Pero como no es cuestión de limitarnos a apre-
ciaciones subjetivas, podemos llevar a cabo un contraste de aleatoriedad sobre
el patrón espacial de puntos observado, en el que la hipótesis a contrastar es
si los puntos muestran una disposición al azar (técnicamente diŕıamos que se
corresponden con un proceso puntual de Poisson) o, por el contrario, muestran
una tendencia a la agregación o a la regularidad. A pesar de las apariencias,
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el valor del test, con un p-valor asociado de 0.46, no muestra evidencias en
contra de la aleatoriedad.

Figura 4.- Gráfica del orden de extracción respecto de la fecha de nacimiento

7.1.2 LA DISTRIBUCIÓN DE FECHAS POR TERCIOS

Otro análisis del resultado del sorteo puede llevarse a cabo atendiendo a
la división por tercios del orden de extracción que, recordemos, es el orden
de incorporación a filas. El interés en establecer estos tercios se desprende
del comentario al que alud́ıamos, que pońıa en boca de representantes del
Ministerio de Defensa la casi nula probabilidad de tener que acudir a filas
para el último tercio de extracciones.

La tabla 6 recoge la doble clasificación de las fechas de nacimiento por
mes y tercio de extracción. En ella observamos que los 4 primeros meses del
año aparecen con menos frecuencia en el primer tercio que los 8 restantes.
Los 4 meses centrales están también infrarrepresentados en el segundo tercio
de extracciones. Si las cápsulas hubieran sido mezcladas aleatoriamente, la
probabilidad de observar una distribución tan extrema como la que nos mues-
tra la tabla es de 0.018, demasiado baja para aceptar que la aleatoriedad se
cumple. El test aplicado para obtener dicha probabilidad es el de la χ2 para
contrastar la hipótesis de independencia en tablas de contingencia. La tabla 6
recoge también (en cursiva) los valores esperados en cada celda si la hipótesis
de independencia fuese cierta.
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tercio ene. feb. mar. abr. may. jun. jul. agos. sept. oct. nov. dic. total

1 7 6 10 5 10 7 12 14 14 11 11 15 122
10.3 9.7 10.3 10 10.3 10 10.3 10.3 10 10.3 10 10.3 122

2 10 12 9 14 7 8 9 4 9 14 13 13 122
10.3 9.7 10.3 10 10.3 10 10.3 10.3 10 10.3 10 10.3 122

3 14 11 12 11 14 15 10 13 7 6 6 3 122
10.3 9.7 10.3 10 10.3 10 10.3 10.3 10 10.3 10 10.3 122

total 31 29 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31 366

Tabla 6.- La extracciones por tercios y mes de nacimiento

La información de la tabla 6 se resume gráficamente en la figura 5, en la
que se aprecia la desigual distribución de los meses de nacimiento (cada barra
del histograma corresponde a los nacimientos de un mes) en cada tercio. De
acuerdo con los valores esperados bajo la hipótesis de independencia, todas las
barras en todos los tercios debeŕıan tener alturas aproximadamente iguales.
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Figura 5.- Distribución de las fechas de nacimiento en cada tercio

7.1.3 ESTUDIO DE LAS MEDIAS DEL ORDEN DE EXTRACCIÓN POR MES

Un último análisis consiste en obtener los valores medios del orden de
extracción o llamamiento que han correspondido a las fechas de nacimiento
de cada mes y representar gráficamente las parejas (mes, valor medio). Los
puntos en dicha gráfica no debeŕıan presentar ningún tipo de patrón, pero
tal como se observa en la figura 6, la tendencia lineal decreciente es clara,
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especialmente para los meses de mayo a diciembre. El contraste acerca de la
linealidad acepta claramente la hipótesis.
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Figura 6.- Regresión de la media del número de extracción sobre el mes
correspondiente

Los valores de dichas medias se muestran en la tabla 7 y confirman las
primitivas sospechas que el método empleado para mezclar las cápsulas haćıa
temer. Los primeros 5 valores son, aproximadamente, iguales y ello se explica
porque la mezcla con ellos fue más homogénea, pero a medida que aumentaban
los meses las cápsulas iban siendo sometidas a menos mezclas. El bajo valor
de la media del mes de diciembre refuerza este argumento.

media orden
mes extracción
enero 201.1
febrero 203.0
marzo 225.8
abril 203.7
mayo 208.0
junio 195.7
julio 181.5
agosto 173.5
septiembre 157.3
octubre 182.5
noviembre 148.7
diciembre 121.5

Tabla 7.- Valor medio del orden de extracción por meses
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7.1.4 CONCLUSIONES

Los resultados de los anteriores estudios ofrecen, salvo en un caso, fuertes
evidencias en contra de considerar la ordenación resultante como una permu-
tación aleatoria de las 366 fechas de nacimiento. La causa seŕıa la deficiente
mezcla llevada a cabo con las 366 cápsulas que conteńıan las fechas de na-
cimiento. El corolario de todo cuanto antecede es la dificultad de conseguir
extracciones al azar de una urna, bombo o similar, aún cuando todas las pre-
cauciones han sido aparentemente tomadas.

Para finalizar, un comentario del propio Fienberg en el art́ıculo que al
principio citábamos:

Dos últimas cuestiones surgen acerca del procedimiento de extracción empleado.
La primera concierne a la fecha del 29 de febrero: habŕıa que preguntarse si debe
ser tratada como las restantes fechas de nacimiento. La segunda es acerca de
la no uniformidad de los nacimientos a lo largo del año. Ambas cuestiones
están relacionadas con efectos de segundo orden que no han sido considerados
en este estudio. Debemos señalar, sin embargo, que el efecto real de ambas no
uniformidades depende del número de hombres que fueron llamados al servicio
a partir del resultado de este sorteo.

7.2. LOS EXCEDENTES DE CUPO DEL REEMPLAZO DEL 98 EN ESPAÑA

A finales de 1997 tuvo lugar un sorteo para elegir a los llamados excedentes
de cupo, entre los jóvenes que hab́ıan de incorporarse al servicio militar durante
el año 98. Comoquiera que el excedente de cupo se libra del servicio militar y
teniendo en cuenta las pasiones que tal servicio despierta entre los que están
en edad de merecerlo, no es necesario esforzarse en justificar el gran interés
que un sorteo de estas caracteŕısticas despierta. La forma en que el sorteo
fue llevado a cabo, puso en duda el principio de equiprobabilidad al que antes
alud́ıamos, principio que en este contexto pod́ıa ser reinterpretado como el
principio de igualdad de oportunidades. Lo que sigue es una descripción del
sorteo y la obtención de algunas probabilidades que nos ayudarán a poner
de manifiesto que, como entonces se afirmó, la igualdad de oportunidades fue
vulnerada.

7.2.1 EL SORTEO

Digamos, antes de describir la mecánica del sorteo, que el número de fu-
turos reclutas implicados era de 165.342 y que de ellos 16.442 hab́ıan de ser
declarados excedentes de cupo. Estas cifras no sólo son necesarias para los
cáculos posteriores, sino que son también las causantes del desaguisado. En
efecto, los responsables del sorteo estaban obligados a darle la transparencia y
publicidad que el acontecimiento exiǵıa, pero quisieron añadirle una parafer-
nalia semejante a la de los sorteos de loteŕıa, con bombos, bolas y una especie
de niños de San Ildefonso creciditos vestidos con los uniformes de los distintos
cuerpos del ejercito.
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Se dispusieron seis bombos, Bi, i = 1, . . . , 6, uno por cada una de las 6
cifras significativas del número 165.342. Cada uno de los bombos B2, de las
decenas de millar, al B6, de las unidades, conteńıan 10 bolas numeradas de 0
a 9, mientras que el B1, de las centenas de millar, conteńıa también 10 bolas,
pero la mitad de ellas numeradas con el 0 y la otra mitad con el 1 puesto que
la primera cifra del número extráıdo hab́ıa de ser una de estas dos.

El primer problema surǵıa de una doble circunstancia, de una parte la
composición de los bombos permit́ıa extraer cualquier número comprendido
entre 0 y 199.999, de otra los mozos implicados hab́ıan tenido la indelicadeza
de no ser 200.000. Se decidió entonces efectuar el sorteo de la forma que se
describe en la siguiente tabla, en la que Bi = m indica que la bola extráıda
del bombo i es la número m y Bi ≤ m, que dicha bola es menor o igual que
m.

Bola extráıda Restricciones para las bolas
del bombo i extráıdas en los bombos restantes

B1 = 0 se permite cualquier número
B1 = 1 B2 ≤ 6, los restantes en función del valor de B2

B2 ≤ 5 se permite cualquier número
B2 = 6 B3 ≤ 5, los restantes en función del valor de B3

B3 ≤ 4 se permite cualquier número
B3 = 5 B4 ≤ 3, los restantes en función del valor de B4

B4 ≤ 2 se permite cualquier número
B4 = 3 B5 ≤ 4, los restantes en función del valor de B5

B5 ≤ 3 se permite cualquier número
B5 = 4 B6 ≤ 1

Tabla 8.- Método de extracción de las bolas de los distintos bombos

Para garantizar que Bi ≤ m, se repetiŕıa la extracción tantas cuantas
veces fuera necesario hasta que la bola extráıda cumpliera la condición.

Una vez extráıdo un número, el poseedor del mismo y los 16.441 siguientes
seŕıan declarados excedentes. Hay que añadir que la asignación de números a
los mozos hab́ıa sido hecha con anterioridad y de manera aleatoria, según
manifestó el Ministerio de Defensa.

Antes de pasar a la obtención de las distintas probabilidades asociadas
al problema, señalemos que, como la composición de los bombos permite la
extracción del número 0, el máximo número a extraer será el 165.341, lo que
explica que en la última fila de la tabla anterior B6 haya de tomar a lo sumo
el valor 1 si previamente hemos extraido la bola 4 en B5.

7.2.2 CÁLCULO DE PROBABILIDADES

El posible quebranto de la igualdad de oportunidades, léase equiprobabi-
lidad, ha de ser estudiado mediante el cálculo de la probabilidad que tiene de
ser extráıdo cada uno de los números comprendidos entre el 0 y el 165.341,
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ambos inclusive. Si la equiprobabilidad se confirma, un simple producto nos
permitirá obtener la probabilidad de formar parte del excedente de cupo, en
caso contrario el cálculo puede llegar a ser mucho más complicado.

Probabilidades de extracción.- La tabla 8 sugiere establecer la siguiente
partición en el conjunto de números que tenemos:

I1 = {0 al 99.999}
I2 = {100.000 al 159.999}
I3 = {160.000 al 164.999}
I4 = {165.000 al 165.299}
I5 = {165.300 al 165.339}
I6 = {165.340 al 165.341}

y ello porque las condiciones de las extracciones aseguran la equiprobabi-
lidad dentro de cada uno de estos intervalos. De producirse diferencias,
lo serán entre las probabilidades de cada uno de estos conjuntos. Va-
mos pues a calcular las diferentes P (Ik), probabilidad de que el número
extraido, n, pertenezca a Ik. Recordemos que mediante {Bi = m} y
{Bi ≤ m} designamos los sucesos, el número extráıdo en el bombo i es
m, y, el número extraido en el bombo i es menor o igual que m, respec-
tivamente.
Para k = 1, tendremos

P (I1) = P ({B1 = 0}) =
1
2
.

Para k = 2, tendremos

P (I2) = P ({B1 = 1} ∩ {B2 ≤ 5}) = P ({B2 ≤ 5}|{B1 = 1})P ({B1 = 1}).
Para calcular P ({B2 ≤ 5}|{B1 = 1}) recordemos que si B1 = 1 sólo se
permite del segundo bombo la extracción de una bola numerada 0, 1, 2, 3,
4, 5 o 6. Si saliera otro número, la extracción se repetiŕıa. Entonces, si por
N designamos el número extráıdo del segundo bombo, la probabilidad
que deseamos calcular se obtendŕıa:

P (N ≤ 5) = P (N ≤ 5 en el 1er intento)
+P ({N ≥ 7 en el 1er intento} ∩ {N ≤ 5 en el 2o intento})

+P (N ≥ 7 en el 1er y 2o intentos} ∩ {N ≤ 5 en el 3er intento}) + · · ·
=

6
10

+
3
10

· 6
10

+
3
10

· 3
10

· 6
10

+ · · ·

=
6
10

[
1 +

3
10

+
32

102
+ · · ·

]
=

6
7
,
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que, fijémonos, coincide con la probabilidad de sacar un número menor
o igual que 5 de un bombo reducido que contenga sólo bolas numeradas
del 0 al 6. Por tanto,

P (I2) =
6
7
· 1
2

=
6
14

.

Aśı pues, para calcular las probabilidades siguientes podemos suponer
que los bombos tienen una composición reducida: el bombo 3 sólo 6 bolas
(del 0 al 5), etc. Entonces, para k = 3 tendremos

P (I3) = P ({B1 = 1} ∩ {B2 = 6} ∩ {B3 ≤ 4})
= P ({B3 ≤ 4}|{B1 = 1} ∩ {B2 = 6})

·P ({B2 = 6}|{B1 = 1})P ({B1 = 1})
=

5
6
· 1
7
· 1
2

=
5
84

,

y aśı sucesivamente. La tabla 9 resume estos resultados y en su última
columna, P(puntual), recoge la probabilidad de ser extráıdo para cada
uno de los elementos del conjunto Ik. Los resultados expuestos en la tabla
ahorran cualquier comentario acerca de la equiprobabilidad del proceso.

P(Ik) puntos en Ik P(puntual)

k=1 1
2 100.000 1

200.000

k=2 6
14 60.000 1

140.000

k=3 5
84 5.000 1

84.000

k=4 3
336 300 1

33.600

k=5 4
1680 40 1

16.800

k=6 1
1680 2 1

3.360

Tabla 9.- Probabilidades de extracción para los números de cada Ik

Probabilidades de formar parte del excedente de cupo.- No existien-
do una distribución uniforme de probabilidad en el conjunto de los
165.342 mozos, no es posible obtener de forma sencilla y única la pro-
babilidad de ser declarado excedente de cupo, porque ésta dependerá
del número asignado al mozo, aún cuando éste lo haya sido de manera
aleatoria.
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Como ya hemos dicho, el poseedor del número extráıdo y los 16.441
siguientes son declarados excedentes de cupo, utilizándose la lista de
forma circular caso de sobrepasarse el extremo superior. De acuerdo con
esto, un número cualquiera, n, pertenecerá a este colectivo si el número
extráıdo es alguno de los del conjunto Jn = {n − 16.441 al n}, con el
extremo inferior igual a 165.341− |n− 16.441| si la diferencia n− 16.441
es negativa, dado el carácter circular de la lista. Aśı pues, si An designa
el suceso, el número n es declarado excedente de cupo, y, abusando de la
notación, designamos por Jn el suceso, el número extráıdo pertenece al
conjunto Jn,

P (An) = P (Jn),

pero los conjuntos Ik constituyen un partición de la lista y podremos
escribir,

P (Jn) =
k=6∑
k=1

P (Jn ∩ Ik). (7)

Si |A| = card(A), la expresión (7) podemos escribirla

P (Jn) =
|Jn

⋂
I1|

200.000
+

|Jn
⋂

I2|
140.000

+
|Jn

⋂
I3|

84.000
+

+
|Jn

⋂
I4|

33.600
+

|Jn
⋂

I5|
16.800

+
|Jn

⋂
I6|

3.360
,

expresión que es posible explicitar todav́ıa más. El mı́nimo de P (Jn) se
alcanza para aquellos n tales que Jn ⊂ I1, P (Jn) = 0, 08221, el máximo
lo toma en n = 165.341, P (J165.341) = 0, 15071, lo que supone casi 2 veces
la probabilidad de los menos afortunados. En la tabla 10 se recogen los
valores de P (An) para los valores significativos de n. La representación
gráfica de la variación de P (An) en función de n se muestra en la figura
7 y en ella se aprecia que la probabilidad crece o decrece linealmente o
se mantiene constante.

número 0 11.099 16.099 16.399 16.439 16.441 99.999
P(An) 0.15071 0.12693 0.0924 0.08497 0.08279 0.08221 0.08221

número 116.441 159.999 164.999 165.299 165.339 165.341
P(An) 0.11744 0.11744 0.14125 0.14804 0.15013 0.15071

Tabla 10.- Probabilidad de ser declarado excedente de cupo para distintos n
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Figura 7.- Gráfica de P (An) en función de n

7.2.3 MÉTODOS ALTERNATIVOS

Los medios de comunicación se preocuparon mucho del asunto en aque-
llos d́ıas, acompañando sus comentarios con opiniones y análisis de expertos,
algunos de los cuales dieron sugerencias de cómo llevar a cabo el sorteo con
garant́ıa de equiprobabilidad. Algunas de estas sugerencias eran:

1. Llevar a cabo una extracción completa de los 6 bombos sin restricción
alguna, si el número extráıdo supera al 165.341 se repite el proceso hasta
conseguir un número adecuado. Como hay 34.658 números inconvenien-
tes (199.999 − 165.342), la probabilidad de obtener uno de ellos es del
orden de 0.17.

2. Se sugeŕıa también que si la asignación previa de números a mozos hab́ıa
sido aleatoria, bastaba con declarar excedentes de cupo a los 16.442
primeros.

3. Es más que probable que la asignación previa se hubiera llevado a ca-
bo mediante un ordenador recurriendo a un buen generador de números
pseudoaletorios. Pod́ıa haberse utilizado este mismo método para la ex-
tracción, aunque, eso śı, se hubiera perdido la componente de espectáculo
que se quiso dar al sorteo. Pero eso pod́ıa haberse arreglado disfrazando
al ordenador de cabo de gastadores o de cabo furriel.
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