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con la ayuda de Mathematica®
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Maria Teresa Lozano

La existencia del ordenador, v en particular de programas que permiten
hacer cileulo simbolico y representaciones graficas, ha dado una nueva orien-
tacion a la manera de hacer investigacién en matématicas. Es evidente gque
la potencia, v veloeidad de cileulo de los ordenadores permite realizar ope-
raciones que una persona jamas podria concluir, y desde luego eliminan la
posibilidad de cometer pequenos errores aleatorios que pueden alterar sustan-
cialmente el resnltado. Por esta razén, hoy en dia es posible estudiar con
detalle muchos ejemplos concretos de una familia de objetos matematicos que
interese investigar. Fste estudio de easos particulares indiea el tipo de resul-
tados que se pueden esperar en un contexto general. Sin embargo, esto no
evita que ¢l investigador tenga que trabajar también en la forma tradicional
enunciando v demostrando teoremas. La diferencia esta en que ahora tiene a
su disposicion esta potente herramienta que aumenta su capacidad de caleu-
lo v visualizacién, v le permite presentar ademds aplicaciones imposibles de
realizar sin su ayuda.

En esta nota trataré de reflejar como hemos utilizado el programa Mathe-
matica® en parte de la investigacidn que he realizado en los iltimos anos, en
colaboracion con H. Hilden y J.M. Montesinos.

En primer lugar voy a situar nuestro tema de investigacion dentro del
panorama de las Matematicas.

Probablemente los espacios topoldgicos mas interesantes y con mayor can-
po de aplicacion son las variedades, Una variedad de dimension n es un espacio
topoldgico localmente homeomaorfo a B" . El prineipal problema en el estudio
de variedades es su elasificacion topoldgiea (a menos de homeomorlismo), Se
conoce la clasificacion completa de variedades de dimension 1 (lineas) v de
dimension 2 (superficies). El problema de la elasificacion de variedades de
dimension 3 es hoy en dia un activo campo de investigacion.

Otro problema importante en topologia es la clasificacion de encajes de
unas variedades en otras, por ejemplo la clasificacion de nudos v enlaces, que
son encajes de circunferencias en la esfera S°.

Ambos problemas estan relacionados. De hecho algunos de los procedi-
mientos que existen para construir todas las variedades de dimension 3 orien
tables v cerradas, involucran nudos v enlaces en S*, por ejemplo cirugia en
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un enlace de la esfera §%, o espacio reenbridor de §% ramificado sobre un
enlace. Estos procedimientos no resuelven todavia el problema de clasificacion
porque en todos ellos existen repeticiones, es decir distintas cirugias o distintos
espacios recubridores pueden dar Ingar a nna misma variedad.

Para avanzar en la resolucién de problemas de elasificacidn de nudos, en-
laces v variedades, se ntilizan invariantes. En la investigacion de nuevos inva-
riantes se ha de tener siempre en cuenta que son especialimente 1tiles aquellos
invariantes que sean calculables y que tengan suficiente capacidad de distin-
cidn. La Topologia Algebraica, que surgio de la necesidad de encontrar este
tipo de invariantes, proporciona algunos invarientes algebraicos interesantes,
aunque ninguno de ellos puede distingnir espacios del mismo tipo de homo-
topia. Recientemente, debido a los trabajos realizados en los 1ltimos veinte
anos por Thurston y otros geometras, ha tomado gran importancia la in-
vestigacion y el calculo de los llamados invariantes geométricos. Estos estan
asociados a las estructuras hiperbolicas existentes en el complemento de nudos
v enlaces (con cierta singularidad en el enlace) y por tanto en las variedades
hiperbélicas obtenidas a partir de ellos. Se deduee del Teorema de Rigidez
de Mostov, que asegura la unicidad de tales estructuras, que estos invarian-
tes son topoldgicos, es decir, son invariantes que distinguen variedades salvo
homeomorfismo.

Nosotros hemos utilizado Mathematica®, para investigar y calcular algunos
invariantes de este tipo. Hemos utilizado Mathematica® para realizar caleulo
simbdlico, cdleulo numérico, representaciones grificas en dimension 2 y 3, v
como lenguaje de programacion para implementar algoritmaos.

Concretamente: Sea K un nudo hiperbdlico en la esfera $*. Eso significa
que el exterior del nudo, Ny, es un variedad de dimension 3 con una tnica
estructura Riemanniana completa de curvatura constante negativa, es decir
una variedad hiperbdlica. Por tanto su espacio recubridor universal es el espa-
cio hiperbélico H?, y su grupo fundamental, G/(K), que es el grupo del nudo,
actua en H®, como un grupo discreto de isometrias, dando como cociente
Ny, Esta estructura corresponde a una representacion discreta de G(K) en
el grupo de matrices PSL(2,C) isomorfo al grupo de isometrias directas de
H?. Toda representacion de G(K) en PSL(2,C), que envien los meridianos
del nudo a giros de angulo «, para a entre 0 y cierto valor ay, corresponden a
una estructura hiperbalica en 5% que tiene al nudo como linea singular, puesto
que el dngulo alrededor de K mide & en lugar de 27, como sucede en cualguier
linea regular. Esta estructura se denomina variedad cdnica y la designamos
por (%, K,.).

Citaré a continuacion, a modo de ejemplo, como hemos utilizado el pro-
grama Mathematica® en tres tipos de resultados relativos a estas variedades
conicas.
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1.- Las representaciones correspondientes son puntos de una variedad alge-
braica conocida como la curva de trazas del nudo. Utilizando cdlculo simbéli-
co con Mathematica® hemos implementado un algoritmo que, entre otras
cosas, calcula un polinomio que define la curva de trazas de cualquier nudo o
enlace racional, p/q [1]. El grupo de un enlace o nudo racional tiene una pre-
sentacion con dos generadores (a.h) v una relacion, que se calenla algoritmiea-
mente a partir de los mimeros p y ¢. Hemos programado una formula recursiva
hasada esencialmente en la sipniente propiedad de las trazas de matrices de

SL(2,C):

trazal AB) = traza(Ajtraza(B) — traza(AB Ly

formula que se deduce facilmente de la conocida ecuacion de Hamilton:
A? —traza(A)A+1=0. Las variables utilizadas en la eurva de trazas han sido
las siguientes: = —traza(p(a®)), 2 —traza(p(ab)), donde p: G(K) = SL(2,C)
es la representacion asociada.

La curva de trazas del nudo p/q depende de la presentacion del grupo
elegida, pero su discriminante, que es un polinomio hix), es un invariante
polindmico del nudo ficilmente calculable con Mathematica®. El valor oy, es
una rafz del polinomio k(x), lo que prueba que e es un mimero algebraico, es
el llamado limite de hiperbolicidad. El invariante A(x) es un ejemplo de invari-
ante geométrico obtenido usando cdleulo simbdlico, uno de los aspectos que
ofrece el programa Mathematica®. Reproducimos aqui, a modo de ejemplo,
la parte (simplificada) del algoritmo que lo calcula.

Datos del nudo

n = (p-1)/2
Table[p-Mod[q*i,2p),{i,1,p-1}];

e = Table[%[[i]]/Abs[%[[i]]]. {i,1.p-1}]
t = Table[e[[n-i+1]]*e[[n-i+2]},{i,1,n}]

n-—.
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Férmula de recurrencia para calcular la curva de trazas
r{0] = 1;
r(1] = (z-1);
r[2] = 1-2%t[[2]]4x-t[[2]]*x-2*z+t[[2]]*2z-x*2 /24 t[[2]]*x*z/2+2%;

r[n ] := r[n] = Expand[(-t[[n]]*r[n-3] + (-t[[n]] + ((1-t[[n]])/2) x +
t[[n]] 2)*r[n-2] + (-1+42z-((1-t[[n]])/2) x)*r[n-1]) ]

Curva de trazas
n = (p-1)/2;
r = r(nj

Factor[r|

h-polinomio

hpol = Factor[Resultant[Expand[D][r],z]], r,z]]

2.~ Por otra parte, una variedad hiperbdlica cénica se obtiene a partir de
un poliedro del espacio hiperhdlico H?, identificando pares de earas mediente
isometrias de H®. Cuando se dispone de una familia de variedades conicas,
dependiente de un parametro, por ejemplo {(53. K, )|y > a > 0}, la visua-
lizacion de los poliedros hiperbdlicos correspondientes a los miembros de
la familia permite conocer algunos aspectos interesantes, como su tipo com-
binatorio, simetrias, situacidn en los valores limite del parametro. El estudio
realizado en [2] con el nudo racional 5/3, conocido como nudo de Saboya, nudo
lasca o nudo “ocho”, es un ejemplo de este tipo de investigacion., Partiendo
del poliedro euclideo para el valor ap se obtiene los correspondientes a to-
das las variedades cénicas del nudo de Saboya. Para el valor 0 del angulo, el
tipo combinatorio cambia. En este momento se obtiene un poliedro con dos
vertices ideales, PPy Q que da la estructura completa en el complementao del
nudo. Gracias a este estudio, que podemos calificar como grafico, observamos
que la familia continia mas alla del dngulo cero. Demostramos entonces con
rigor que se produce un fendmeno, denominado cirugia espontianea, tras el
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que los poliedros corresponden a una nueva familia de varidades hiperbolicas
conicas con soporte la variedad M, obtemda al hacer cirugia cero en el nmudo
de Sabova, en lugar de 5%,

La H‘!_"ll['.'-l minestra illll_l‘H]Iﬁ:\' |‘|n|'ll'ill‘u'_-€ de estas familias. Los 5 |||'i1||{'ru_-.

corresponden a estructuras conicas en 8% con singularidad el nudo de Saboya

Yy i'ITl:.’Jllllh: "; Tr e g ¥ Cero, los restantes corresponden a estructuras conicas

en la variedad A, con singularidad el danima de la cirngia, v dngalos:
3Ty casi 2. Se observa que en los cuatro primeros se trata de un policdro

.,
con 4 pentagonos v 8 triangulos, en los que las arista superior ¢ inferior (que
se provectan en la singularidad) disminuyen en longitud hasta redocirse cada
una de ellas a un punto (17 v @) en el poliedro que ocupa el quinto lugar, gque
tiene 4 cuadriliteros v B triangulos. Es el momento de la cirngia espontidnea
Despucs vuelven a aparecer otras dos aristas en lugar de Py 2, pero como
interseccion de las otras dos caras, que pasan de tridngulos a cuadriliateros.
Los dltimos cuatro poliedros bienen entonces 8 cuadrilateros v 4 triangnlos.
Mathematica®™ permite ver cada poliedro desde cualquier punto de vista [4], o

realizar una animacion donde se obscerva la transformacion de los poliedros al

variar el angulo.
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3. Dos importantes invariantes geométricos de las variedades hiperbélicas
son el volumen y el invariante de Chern-Simons, que se definen también para
variedades hiperbdlicas conicas. El volumen de la variedad es el volumen del
poliedro hiperbdlico del que procede, y el invariante Chern-Simons esta rela-
cionado con el giro que se produce en el pegado de las caras. La existencia
de férmulas que relacionan la diferencial de ambos invariantes con funciones
continuas asociadas a la singularidad, como son su longitud y giro, permite
utilizar calculo numérico para obtener su valor [3].

Estos ejemplos constituyen sélo una pequena muestra de la enorme canti-
dad de posibilidades que ofrece Mathematica®. Si algiin investigador decide
explorar entre sus funciones y paquetes, seguro que en poco tiempo encon-
trarda nna utilidad insospechada de este programa en su trabajo.

Bibliografia

[1] HILDEN, H. M., LozZANO, M, T., MONTESINOS-AMILIBIA, J. M.: On the arithmetic 2-
bridge knots and link orbifolds and a new knot invariant. Journal of Knots Theory
ands [ts Ramifications 4, 1995, 81-114.

[2] HiLpEN, H. M., LozaNO, M. T, MONTESINOS AMILIBIA, J. M.: On a remarkable poly-
hedron geometrizing the Figure Eight knot cone manifolds. J. Math. Sei Unan
Tokyo. 2, 1995, 501-561.

[3] HILDEN, H. M., LozaNO, M. T, MONTESINOS-AMILIBIA, J. M. Volumes and Chern-
Simons invariants of cyclic coverings over rational knots. Topology and Teichmiiller
spaces, Sadayoshi KOJIMA et al., Waorld Scientific Puh. Co., 1996, 31-55.

[4] LozaNo, M T . Variedades tridimenstonales conicas: geometria e invariantes Rev. R.
Acad, Ciencias Madrid LXXXIX, 1995, 173-181.

Maria Teresa Lozano, Departamento de Matematicas
Universidad de Zaragoza, 50009 Zaragoza





