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Problemas inversos en ecuaciones
en derivadas parciales
por

Bartolomé Barceld y Alberto Ruiz

A principios de siglo Hadamard enuncié tres principios para que un
problema de ecuaciones en derivadas parciales se considerara bien plantea-
do (“well posed”). Para que el problema corresponda a un modelo [isico
realista, Hadamard requeria que eazsta una dnica solucion y que ésta de-
penda de manera continua de los datos. Esto es existencia, unicidad y esta-
bilidad. Los problemas que no enmplian estos requisitos fueron usualmente
ignorados por la comunidad matemadtica y se les llamaba incorrectos o mal
planteados (“ill posed”™).

En general cuando damos una ecuacion en derivadas parciales, unos
datos frontera y un dominio completamente determinado, el problema de
hallar la solucidn, que podemos llamar problema directo, estd bien plantea-
do. Sin embargo si parte de los coeficientes de la ecuacion o del dominio
son desconocidos y debemos determinarlos a partir del conocimiento de
las soluciones, el problema esta generalmente mal planteado y se les suele
conocer con el nombre de problemas inversos.

En las ltimas décadas numerosos problemas relacionados con la me-
dicina tales como el TAC (tomograffa axial computarizada), problemas de
geofisica como la determinacién de la forma de placas internas de la Tierra
o de reservas de petréleo a través de ondas sismicas o problemas de scatte-
ring, radar, etc. han sido tratados con éxito por los ingenieros, gracias en
parte al desarrollo de ordenadores de alta velocidad de cileulo. El hecho
de que estos métodos funcionen plantea problemas matemidticos serios y en
su andlisis intervienen la modelizacién, su estudio matematico y su cdleulo
numérico.

1. Determinacion de la conductividad en el interior de una regién por
medidas en la frontera (problema de la tomografia eléctrica).

Dado un dominio €2 si la conductividad en cada punto es y(z), en-
tonces la ecuacion estatica para el potencial eléctrico u(z) es

div(y(z)Vu) = 0

en §1. Si imponemos un potencial estatico up en la frontera 942, es
decir, una condicién de contorno de Dirichlet u|pn = ug, entonces
la corriente inducida que atraviesa la frontera en un punto zg es la
derivada en la direccién de la normal gﬁ(zﬂ). De este modo se define
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PRECUNTAS EN BUSCA DE RESPUESTAS

la aplicacién de Dirichlet-Neumann A como

du
o on
donde » es 1a solucion de la ecuacion en forma divergencia anterior. La
pregunta es: Conocida la aplicacidn Dirichlet-Neumann A, jse puede
determinar y(z)? En particular nos interesa la unicidad, es decir, si
A determina univocamente ~(z). El problema esta sobredeterminado
en R", n > 3, esto permite contestar afirmativamente a la unicidad,
supuestas ciertas condiciones a priori sobre y(x) (ver [11]). Por ejem-
plo si y(z) € W2?, p > n/2 se sabe que hay unicidad. También si
V7 € B'/?| es decir, si hay 3/2 de derivada de v, (ver [4]). La clase
natural de v sdlo requiere una derivada, por lo cual queda abierto el
problema si  tiene menos de 3/2 derivadas.

El problema en dimensidn 2 se ha resuelto utilizando la transforma-
cién de scattering y el método 8, 3 en scattering debido a Beals, Coif-
man vy otros. Aunque el problema no esta sobredeterminado, dicho
meétodo permite sacar toda la informacién a la aplicacién Dirichlet-
Neum:la.ml y probar la unicidad en el plano con la hipdtesis natural
v &0

El método #, 8 ha sido utilizado para estudiar ecnaciones en derivadas
parciales no lineales via la transformada de scattering ([3]). En dimen-
sién mayor no se conoce método alguno parecido.

La estabilidad estd demostrada en n > 3, suponiendo suficiente re-
gularidad a priori de (z) ([1], [2]). La estabilidad probada es muy
débil, es de tipo logaritmico. Los métodos de reconstruccion ([10]) no
son muy adecuados ya que utilizan funciones que tienen crecimiento
exponencial en ciertas direcciones del espacio, lo cual hace muy difieil
el tratamiento numérico.

. Otra gama de problemas inversos son los llamados del obstaculo elec-

tromagnético o acustico.

Supongamos un objeto desconocido £ al que hacemos incidir una
onda plana de [recuencia de tal manera que se obtiene una respuesta
estacionaria u(x) que serd una solucion de la ecuacion de Helmholtz
en el exterior de 2

[A+kJu=0 en Q°

con dato frontera u|gy = 0 y condicién de radiaciéon para u’(xr) =
u[.r:. e elkd-_r.

/ |—g?-iku|2da‘~+{} T — 0o
Js, Or
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La respuesta es u*(x; k,d) que se puede desarrollar asintéticamente
en || — oo de la forma

4 Eikd‘f T l
Weiit) = T el v Ol

la funcién definida sobre la esfera unidad S? u (7w, d) se denomina
“amplitud de scattering” o “far field pattern”.

)l

Se trata de ver que este objeto estda determinado por el conocimiento
de u®*(x; k,d) para ciertos valores de k y de d. La solucidn es iinica
si se conoce una cantidad finita de funciones u*(r;k,d;) i1 =1... N,
donde N depende del tamafnio de la regién en la que sabemos que el
objeto esta confinado ([6]).

El problema estd abierto para una sola direccion de incidencia. Se sabe
que hay otro tipo de ondas incidentes cuya respuesta no determina
univocamente el objeto, pero esta onda no es plana sino que se trata
de una onda esférica. El objeto en este caso puede ser una bola de
distintos radios en un conjunto discreto de mimeros reales.
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