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Topologia Algebraica Efectiva

por
Julio Rubio

Si alguien se aproxima a la Topologia Algebraica a través de los li-
bros recientes dedicados a esta disciplina, o signiendo los contenidos de
las materias que bajo dicho nombre se imparten en las licenciaturas de
Matemiticas, podria extranarse al ver relacionada esta abstracta rama de
las Matematicas con la programacién de computadores que, en principio,
parece ocuparse de la manipulacién de objetos mucho mas concretos y cer-
canos. Y sin embargo, desde los inicios mismos de la Topologia Algebraica
la necesidad de realizar calculos explicitos ha sido esencial en el desarro-
llo de la misma. La naturaleza de los espacios topologicos es demasiado
abstracta para permitir, de un modo comodo, no sélo la clasificacion de
los mismos, sino incluso la demostracion de que dos de tales espacios no
son esencialmente iguales, esto es, no son homeomorfos. De ahi naeié el
concepto de invariante topoldgico. Si asociamos a un espacio topoldgico
X un objeto algebraico H de modo que enalquier otro espacio topolégico
homeomorfo a X tenga asociado, por el mismo procedimiento, un objeto
algebraico isomorfo a H, es decir, si H es un invariante de X, tendremos la
puerta abierta para detectar cuando dos espacios topoldgicos no son homeo-
morfos: bastara comprobar que los invariantes asociados al uno y al otro
no son womorfos. (En el anterior argumento subyace la filosofia de que los
objetos algebraicos serin mads ficiles de identificar, clasificar y distinguir
que los topologicos; o mas generalmente, que el Algehra es mas facil que la
Geometria,)

No es por tanto sorprendente que los primeros esfuerzos en Topologia
Algebraica se concentrasen en el cdlculo de invariantes para espacios concre-
tos. Y del estudio sistemiitico de estos procesos de calculo se llegd de modo
natural a la descripeion algoritmeca de dichos procedimientos. Asi en 1931,
en uno de los primeros textos [7] dedicados en exclusiva a la Topologia
(denominada todavia con su nombre primitivo:  Analysis Situs), (). Ve-
blen recoge un algoritmo de cdleulo de uno de los primeros invariantes que
fueron introducidos: los grupos de homologia asociados a ciertos espacios
que admiten triangulaciones finitas.

Pese a este origen esencialmente computacional de la Topologia Alge
braica, los posteriores desarrollos de 1a disciplina parecieron abandonar este
camino, dedicandose mas bien a generalizar de modo elegante v fructifero
¢l puente entre distintas ramas que supone la nocion de invariante. Como
consecuencia de este enfoque cada vez mas abstracto nacieron dreas como
el Algebra Homologica v la Teoria de Categorias, que, a posteriori, han
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determinado los resultados, v el lengnaje en que éstos eran presentados, en
Topologia Algebraica.

Es de destacar que, pese a lo anterior, los esfuerzos por mejorar el edlen-
lo explicito de invariantes nunca desaparecieron totalmente v, por ejemplo,
se estudié el problema de buscar modelos combinatoriales de los espacios
topologicos mismos, con el objeto de facilitar posteriormente la lectura en
ellos de los invariantes (se introdujeron asi las nociones de CW-complejo,
de complejo poliedral, de complejo sunplicial, de conjunto simplicial, ete.).
Mas no fue hasta mediados de los anos 80, con el auge de la informitica
personal en todas las universidades, cuando el proyecto inicial centrado en
la algoritmica no se retomd con energia, apoyado en la programacion de
computadores. Para entender este fendmeno, hay que tener presente que,
como saben todos los que se dedican a las Matematicas efectivas, la dis-
tancia entre lo calculable v lo calculado suele ser muy grande. Iasta que la
técnica informatica no permitio a los investigadores contar con herramien-
tas suficientemente eficaces, muchos de los algoritmos de la Topologia es-
taban totalmente alejados de las aplicaciones pricticas, lo que explica que
los esfuerzos se concentrasen mis en las partes estructurales que en las
computacionales. Para conocer los diferentes proyectos relacionados con el
cdleulo por computador en Topologia Algehraica que aparecieron en los 80
puede consultarse [1].

Entre las distintas propuestas que surgieron en esos anos, aparecio la
teoria de homologia efectiva, debida a F. Sergeraert, que pretende ser un
marco general en el que abordar tanto el problema de la calculabilidad en
Topologia Algebraica como el desarrollo concreto de sistemas de caleulo
simbolico en esa area. Uno de los cuellos de botella para el caleulo con
ordenador en Topologia Algebraica reside en que muchos de los espacios
inferesantes tienen una naturaleza infinita, es decir no admiten una des-
cripeidn combinatorial en términos de un mimero finito de elementos. Por
ejemplo, si empleamos los conjuntos simpliciales como modelos combinato-
riales de los espacios topolagicos, podemos decir que el algoritmo de Veblen
para el caleulo de la homologia mencionado mas arriba se aplica sobre los
conjuntos simpliciales de tipo finito (los que tienen esencialmente solo un
nimero finito de células en cada dimension), pero no sobre muchos otros
que, pese a no ser de tipo finito, s1 tienen homologia de tipo linito y, por
tanto, susceptible de ser calculada por medio de un computador. Sin en
trar en detalles técnicos, el objetivo de Sergeraert al introducir la nocion
de congunto simplicial con homologia cfectiva fue enriquecer los conjuntos
simpliciales con informacidn adicional que permita aplicar sobre ellos un
algoritmo de cileulo de su homologia. aun en el caso de que dichos con-
juntos no sean de tipo finito. Para alcanzar dicho objetivo se debieron
superar, como era de esperar, serias dificultades desde el punto de vista de
la caleulabilidad tedrica, relativas a la manipulacion en el computador de
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representaciones de espacios de naturaleza infinita. Para estudiar la solu-
cién encontrada por Sergeraert (que se apoya en el uso esencial de téenicas
de programacion funcional), asi como una presentacién general de su teoria
v los resultados genéricos de la misma, puede consultarse [6].

Por otra parte, el primer analisis detallado de un problema abordable
utilizando las técnicas introducidas por Sergeraert se presentd en [3]. En
esa memoria se estudid el cdleulo de la homologia de espacios de lazos
iterados, primera familia de espacios que son de naturaleza infinita v que
tienen, simultaneamente, un gran interés para el desarrollo tedrico de la
Topologia Algebraica. Dicho estudio dié lugar a un programa de computa-
dor denominado EAT (por “Effective Algebraic Topology™) desarrollado
conjuntamente por Sergeraert y el autor de esta nota. EAT es un pro-
grama escrito en el lenguaje de programacion Common Lisp y que, por
tanto, puede ser ejecutado sobre cualquier equipo que disponga de dicho
lenguaje. El sistema puede ser obtenido por ftp andnimo en la direccidn
fourier.ujf-grenoble.fr en el directorio /pub/EAT. Para facilitar su uso, se
dispone de un manual de referencia [5] que contiene diversos ejemplos. En
las siguientes secciones mostramos brevemente algunos de esos ejemplos.

Un EJEMPLO ELEMENTAL

Como primer ejemplo, vamos a describir como puede ser usado el
programa para trabajar con grafos. El grafo orientado que aparece en
la siguiente ligura es un caso particular de conjunto simplicial, con sélo
dos conjuntos de simplices (no degenerados): el conjunto de los vértices
v el conjunto de las aristas, eayas caras son los vértices que las limitan.
Este conjunto simplicial es construido por la funecién build-finite-ss.
Los argumentos que se le dan a esta funcién se corresponden directamente
con los elementos del grafo. En dimensién 0, los vértices son ternas como
0 ’b (). Una tal terna debe ser interpretada del signiente modo: el vérti-
ce llamado b es de dimensiom 0 y no tiene ninguna cara. En dimension |
las aristas (orientadas) son representadas por medio de ternas como
1 é1 (b a), con la siguiente interpretacion: el es de dimension 1 y la
lista de sus caras esta constituida por los vértices B y A (en ese orden).
En lo que sigue, las entradas para el programa serin escritas en caracteres
inclinados v las salidas en letras de maquina de eseribir.

(setf graph (build-finite-ss
‘a ; A es el punto base
0°b()0'c()0d()
0'e()0F()0%()
0°h()
1'el’(ba)l’e'(ch)1 el ’(dc)
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‘e '(ed) 1’e5 '(fe) 1 €6 (g f)
'e7 '(h g) 1 '8 '(a h)

1 (b k) 12 (db) 172 (d b)

14 (h f)

‘gl '(d a) 192 (fec) 193 '(he)
94 '(bg) )

A partir del objeto graph, que representa un conjunto simplicial, pode-
mos construir un complejo de cadenas (un complejo de cadenas es un grupo
graduado {C,}, dotado de morfismos d,, : C,, — €, | que verifican la
condicidén de diferencial: d,d, ., = 0) con sélo dos componentes no nulas
en las dimensiones 0 y 1. Mds concretamente, el complejo de cadenas ten-
drd solamente base no vacia en esas dos dimensiones v, entre ambas, un
operador diferencial. La funcién ss-cc construye ese complejo de cadenas
v, en particular, define la diferencial a partir de la descripcion de las caras,
almacendndola en la estructura que representa al complejo de cadenas.
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(setf cc-graph (ss-cc graph))

Las siguientes instrucciones proporcionan las bases del complejo de ea-
denas ce-graph en dimensiones () y 1, respectivamente.

(cbs cc-graph 0)
(HGFEDCBA)
(cbs cc-graph 1)

(G4 G3 G2 G1 F4 F3 F2 F1 E8 E7 E6 E5 E4 E3 E2 E1)
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La siguiente instruccion crea el elemento el 4+-3%e24-5 f14-Txgl+ 11+g4,
que pertenece al grupo que es la componente del complejo de cadenas en
dimension 1 (dicho con otras palabras, dicho elemento es una combinacidn
de grado 1). La diferencial de ese elemento es

Jxc—5+h+Txd—8+xa+14+xb—1l=xg

(una combinacion de grado (). Estos cdleulos son realizados respectiva-
mente por las funciones emb y d-777.

(setf comb (emb 1 1 "el 3 e2 5 'f1 7 'qf 11 'q4))

--------------------------------- {cMB 1}
<MNM 11 * G4>

<MNM 7 * G1>

<MNM & = Fi>

<MNM 3 = E2»

<MNM 1 = Ei>

{d-¥¥¢ co-graph comb)
----------------------------- ---{CHB 0}
<MNM 3 * C>

<MNM -5 = H>»

<MNM T & D>

<MNM -8 = A>

<MNM 14 =* B>
<MNM -11 = G»

Mas interesante ¢ue estas pequenas manipulaciones resulta el cileulo
de 1a homologia en dimension 1, gue proporciona un conjunto de lazos
independientes en el grafo, en concreto 9 lazos en el caso que nos ocupa,
descritos en términos de las aristas (que, como hemos visto, forman la
base del complejo de cadenas en dimension 1), Este cdleulo es llevado a
cabo por la funcién cc-homology-gen. El algoritmo para caleular H,,, el
n-ésimo grupo de homologia de un complejo de cadenas, es bien conocido
desde el comienzo mismo de la Topologia Algebraica y fue ya recogido por
Veblen en (7], como hemos evocado en la introduecidn.  Llamemos MZ a
la matriz del homomorfismo diferencial o, « €', — C,,_,. donde (', es el
n-ésimo grupo del complejo de cadenas v sea NB la matriz correspondiente
ad,,:C,.y — C,. Sillamamos B, ala imagen de d,,.| v Z,, al niicleo de
d,,, entonces la definicién del n—ésimo grupo de homologia es: H,, — Z,,/8,,.
Este grupo es determinado a partir de las matrices MZ y NB por medio de
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un conocido algoritmo de diagonalizacion (véase [7] o, para una referencia
mas reciente, [2]): la matriz MZ es utilizada para encontrar una base para el
niicleo Z,, y la matriz NB permite determinar en Z,, una presentacion por
generadores y relaciones del grupo H,, = 2, /8,,.

(ce-homology-gen ce-graph 1)

Homology in dimemsion 1 :

Component Z Component Z Component Z
Generator : Generator : Generator :
1 * EB 1 * G3 1 * F4
1 = E7 -1 » E7 -1 = ET
1 * EB6 o | * E6& -1 * EG
1 + EB -1 + EbB
1 » E4 Component Z
1 * E3 Component Z
1 = E2 Generator :
1 * E1 Genarator : 1 = F3
1 = G2 -1 = E3
Component 7 -1 +« ES§ -1 * EZ2
| = E4
Generator : -1 +« E3 Component Z
1 Fl
1 * E7 Component Z Generator
1 = E6 1 * F2
1 « Eb Generator : =1 « E3
1 * E4 1 * Gl -1 » E2
i = E3 -4 + E3
1 * E2 o | * E2
=1 « Ei
Component. Z
Generator :
1 * G4
1 E6
i * EB5
i *« Ed4
1 = E3
1 # E2
-=—done---

LAS SUPERFICIES

El programa EAT puede ser utilizado, por supuesto, sobre conjuntos
gsimpliciales mis complicados, como las superficies. Por ejemplo, es bien
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conocido que el toro puede ser representado por el diagrama siguiente, en el
que los elementos etiquetados con el mismo simbolo deben ser identificados.

vl = el vl
1 R
10
e2
s0) e Aeo
L 1
0 _ 1
v T e vo
Torus

(setf toruss (buld-finile-ss
wfl ; Vi es el punlo base
[ el) '(v0 vld) 1 el (o) vi)) 1’2 '(ul) vi)
210 (el e2 e0) 2 't1 (e e2 el) ))

(setf toruss-ce (ss-cc toruss))

En este momento, un complejo de cadenas asociado al conjunto simpli-
rial toruss ha sido definido y podemos consultar su homologia en dimen-
siones 0, 1 y 2. Los resultados impresos significan respectivamente que en
dimension 0 el grupo de homologia es isomorfo a Z (el espacio es conexo),
en dimensién 1 el grupo de homologia es isomorfo a Z 4 Z, v en dimension
2 el grupo de homologia es isomorfo a Z (el toro es una superficie orientable
y sin borde),

(dotimes (v 3) (cc-homology toruss-ce i)

Homology in dimension 0 :
Component Z
Homology in dimension 1 :

Component Z
Component Z

Homology in dimension 2 :

Component Z
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UN EJEMPLO MAS SOFISTICADO

Los ejemplos precedentes son bien conocidos y pueden ser encontrados
en cualquier libro de texto. Se trata de espacios elementales puesto que
sus complejos de cadenas asociados son de tipo finito, es decir, sus bases
son finitas en cada dimension. Pero, de hecho, estas aplicaciones de EAT
no son mas que sub-productos, puesto gque el programa fue disenado para
el estudio de espacios enyos complejos de cadenas no son de tipo finito,
aundgue su homologia si es de tipo finito. No podemas, en el marco de esta
breve nota, entrar en los detalles involucrados en este género de calculos,
pero vamos a ilustrar las verdaderas posibilidades de EAT por medio de
un ejemplo. Comenzamos por la construccién paso a paso de Q2'(5%), el
primer espacio de lazos de la esfera de dimension 3. (El espacio de lazos
de un espacio se define como el conjunto de aquellas funciones continuas
de la circunferencia en el espacio que preservan el punto base, dotado de
Ia topologia compacto-abierta; en realidad lo que el programa construye y
manipula es un conjunto simplicial que es una versidn comhinataria de dicho
espacio; como se puede esperar dicho conjunto simplicial es de naturaleza
infinita). En primer lugar, construimos la esfera S5

(setf si (sphere 1))

a continuacion un objeto con homologia efectiva asociado a ese conjunto
simplicial:

(setf sdeh (ess-sseh s3))
y finalmente el objeto con homologia efectiva que es un modelo de Q!(8*):
(setf vsFeh (loop-space-eh s3eh))

El calculo de la homologia en dimension 2 es obtenido por evaluacion
de:

(homology osSeh 2)

Homology in dimension 2
Component Z

Generator :

P

El resultado asi impreso es la representacion del opuesto del simplice
“fundamental” del espacio de lazos. En la siguiente instruceion redefinimos
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un generador de H,(Q'S?) que est4 ligado al simbolo fund-simp:
(self fund-simp (asm nil (loop3 nil '<83> 1)))

<ASM + <<LO0OP (<PWR = <S53> =% 3>)>>>

La siguiente instruccion nos permite construir el “lazo nulo” (el que
corresponde a la aplicacion constante sobre el punto base) en dimension 2:

(setf null-simp (null-asm-loop 2))

<ASM 1-0 <<LOOP =>5>>

Ahora estamos en condiciones de construir un nuevo objeto con ho-
mologia efectiva, nuestro modelo del espacio X = '(S%)|J, D?, obtenido
pegando el disco D? a través de una aplicacién de grado 2. Esto se consigue
con la siguiente llamada a la funcién disk-paste-eh:

(setf dos3eh (disk-paste-eh osSeh 3
(list fund-simp null-simp fund-simp null-simp) mew "< D3> ))

La homologia en dimension 2 de este nuevo espacio X, ligado al simbolo
dos3eh, no es nada sorprendente:

(homology dos3eh 2)

Homology in dimension 2:
Component Z/2Z

Generator :

.

Sin embargo, si sobre X aplicamos de nuevo la construccion “espacio
de lazos con homologia efectiva”, podemos obtener informacion acerca de
la homologia de £2.X, informacion que parece ser de dificil acceso utilizando
métodos tedricos. Por ejemplo, EAT permite calenlar H;(QX).

(setf odos3eh (loop-space-eh dos3eh))

(homology odosiel 5)
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Homology in dimension 6 :

Compenent Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z
Component Z/2Z

Component 2

EricienciA ¥ TIEMPOS DE EJECUCION

Presentamos en la siguiente tabla algunos resultados obtenidos sobre
una Sun-Spare 10. En general, los cdlculos para espacios finitos con un
numero razonable de simplices (como grafos, superficies, etc.) son ins-
tantaneos. Iin los casos interesantes que involucran espacios que no son de
tipo finito, los grupos en dimensiones bajas son calculados en breve tiempo,
pero éste crece de un modo altamente exponencial con la dimension. Para
los dos espacios resenados en la tabla, el cileulo de Hyg hubiese requerido
varios dias de tiempo de CPUL Sin embargo, Sergeraert anuncia para 1998
nna nueva version del programa que mejorarda considerablemente, entre
otras cosas, el tiempo de ejecucion. Algunos grupos de dimensidn alta, que
eran imposibles de calcular con la version que esta siendo comentada (por
ejemplo, Hy de £225%), son calculados en la nueva versién en un tiempo
razonable.

Espacios 02ss Qs Yy, b%)
H, Z 30 mseg Z[2Z 70 mseg
Hs Z/2Z 110 mseg Z[2Z 170 mseg
Hy Z/2Z 170 mseg Z® (Z/22)° 280 mseg
Ha ZNRLBHLIIL | 2.6 seg (Z/2Z)" 3.0 seg
Hy | Z/2Z @ Z/37, | 2.6 sog Z® (Z]2Z)° 4.0 seg
He (Z/22)* 900 seg || Z/6Z & (Z/2Z)"7 | 850 seg
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