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LA cOLUMNA DE MATEMATICA COMPUTACIONAL
Seccién a cargo de

Tomas Recio

LA COLUMNA

El objetivo de esta columna es presentar de manera sucinta, en cada
uno de los nimeros de La Gaceta, alguna cuestién matematica en la que
los calculos, en un sentido muy amplio, tengan un papel destacado. Para
cumplir este objetivo el editor de la columna (sin otros méritos que su
interés y sin otros recursos que su mejor voluntad) quisiera contar con la
colaboracién de los lectores, a los que anima a remitirle (a la direccién que
se indica al final de esta columna) los trabajos y sugerencias que consideren
oportunos.

EL NUMERO DE RAICES REALES DE UN POLINOMIO

Determinar el nimero de raices reales de un polinomio de grado n,
f(z) =2" +a, 12" ' + ... + ag, es un problema clasico al que uno puede
aproximarse de diversas formas. Supongamos, para restringir la tematica,
que el polinomio f(z) tiene coeficientes enteros, que podemos manipular
tales mimeros sin problemas de precision y que buscamos algoritmos exactos
cuyo resultado sea el nimero de raices reales de f(x).

En tal caso el algoritmo de Sturm es, posiblemente, el mas conocido.
Procede dividendo, al modo euclideo, el polinomio dado f(x) (que renom-
braremos f(z) = fo(x)) por su polinomio derivado f'(x) = f(x); toman-
do, luego, el resto de esta division multiplicado por —1, digamos fi(z) =
f(z)— f'(z)g(x) y continuando con este proceso mediante la divisién suce-
siva de f; 1 por f;, etc...Se calcula el signo en —oo y en 400 de cada uno
de los polinomios de la sucesién {fo, fi, f2,..., fr} asi obtenida. Sean es-
tas dos sucesiones de signos {fo, fi, f2,. .-, fr}-oc ¥ {fo, f1, f2, oo fr } oo,
respectivamente. Entonces el niimero de raices reales distintas de f(z) es
exactamente la diferencia entre el niimero de alternancias de signo (tam-
bién llamadas variaciones de signo) presentes en { fo, f1, f2,- .., fr} o y €l
nimero de alternancias de signo de {fo, f1, f2,..., fr} +00. Es decir:

Vm"[fﬂ;fl:fzw-- afr}-—oo - Var{fﬁ:flsfh v !f'-"}+OO
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EJEMPLO

El siguiente ejemplo de célculo de la sucesion de Sturm esta realiza-
do mediante un pequeno programa de Maple V (Release 2), sin utilizar,
para mejor comprension del proceso, la llamada a la funcién sturmseq de
Maple, que daria directamente la sucesion L. La ultima instruccién trata
de obtener el output en forma Latex.

> P_(0) :=subs(a=-5, b=0, c=1, x"4+a*x"2+b*x+c):
P_(1):=diff(P_(0),x): L:=[P_(0),P_(1)]:

for j from 2 to 4
do
P_(j) :=—rem(P_(j-2),P_(j-1),x):
L:=[op(L),P_(j)]:
od:
latex(L);
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Obviamente, la lista L de polinomios tiene los signos [+,—,+,—,+] en
—00 y los signos [+, +,+, +,+] en 400, luego tiene 4 y 0 variaciones de
signo, respectivamente. Asi pues, tendremos 4 — 0 = 4 raices reales para el
polinomio ol —5z2 + 1.

EL PROBLEMA DE LA ESPECIALIZACION

El método que acabamos de esbozar tiene algunos inconvenientes. Uno
de ellos (entre otros) es que no es especializable. Expliquemos esto. Por
ejemplo, un polinomio de grado dos z? + bx + ¢ tiene dos raices reales si
b? — 4¢ > 0; o una séla raiz real si b> — 4¢c = 0. Tenemos en ambos casos
una férmula que vale, tras sustitucién de las letras {b, ¢} por los coeficientes
correspondientes (la especilizacion de la féormula), para cualquier polinomio
de grado dos. Anélogamente, seria muy deseable que el célculo del niimero
de raices reales de cualquier polinomio de un grado fijo n pudiese hacerse
del mismo modo, calculando la sucesién de Sturm para un sélo polinomio
genérico de grado n, con coeficientes indeterminados, y luego asignando a
dichas indeterminadas, en cada polinomio de la sucesion, los valores con-
cretos de los coeficientes de cada polinomio especifico. Calculemos, como
en el ejemplo anterior, la sucesién de Sturm para el polinomio genérico de
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grado 4, z' 4 az® + bz + ¢, en el que mediante una pequena transformacion
hemos eliminado el término de grado 3.

[:r4 + az? +bx+c,4:r:3+2a$+b.—JT - = il
(—8ac+9b* +2a*)x  b(12¢ + a?)
A a? B a? ;

a® (256 ¢* — 128 a%c? + 144 ach?® + 16 a'c — 27b* — 4 b‘*a“)l
4 (—8ac+9b2 + 2a%)?

Desgraciadamente, salvo casos como el de grado dos, la sucesion de Sturm
no es especializable, pues la division de polinomios procede verificando si
ciertos coeficientes del divisor son o no son cero (y la respuesta a esta com-
probacion sera diversa para valores concretos de los coeficientes de diversos
polinomios). Por ejemplo, en el calculo precedente es claro que no se puede
sustituir el valor a = 0 en la sucesién obtenida.

EL METODO DE HERMITE

Una solucién clasica a este problema de especializacion consiste en
determinar el nimero de raices reales de otro modo, como la signatura de
una forma cuadratica peculiar que se construye a partir del polinomio dado.
Brevemente, se considera la matriz simétrica cuya primera fila esta formada
por las sumas de Newton Ny, Ny, ..., Ny 1 de las raices del polinomio, cuya
segunda fila tiene la sumas Ny, Ny, ..., Ny, etc. ..y cuya fila d-ésima tiene
las sumas Ny, Ny,...,Nyg 2. Las sumas de Newton N; se definen como
las sumas de las potencias i-ésimas de las raices (reales o complejas) del
polinomio; como son unas funciones simétricas en estas raices, se pueden
expresar en términos de los coeficientes del polinomio dado. Por ejemplo,
en el caso del polinomio genérico de grado 4 descrito arriba,

No=4, Ny =0, Ny=—2a, N3=—3b, Ny=2a®-—4c,

Ns = bab, Ng = —2a® + 6ac + 3b*

Considerariamos, pues, la matriz,

4 0 —2a ~3b 1
0 —2a -3b 2a% —4c¢
-2a  -3b 2a®—4c 5ab
| —3b 2a*—4c¢  5ab —2a” 4+ 6ac+ 3b* |
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y hallariamos su signatura (la diferencia entre el niimero de raices positivas
y negativas de su polinomio caracteristico) en funcién de los parametros
{a,b,c}, por ejemplo, como la diferencia entre el mimero de permanencias
y de variaciones de signo de la sucesion de menores principales de la matriz
(anadiendo un término constante igual a 1 al comienzo de esta sucesion):

0p=1,0p =4,00 = —8a,d; = —8a® + 32ac — 36 b2

8y = 16a’c — 4a°b® — 128 a’c? + 144 ach® — 27b* = 256 ¢*

Naturalmente, este proceso matricial es bastante especializable, puesto que
las funciones simétricas se especializan bien y lo mismo ocurre con el calculo
de determinantes. Para el ejemplo con los valores a = —5,b = 0,¢ = 1 si
repetimos el proceso de hallar las sumas de Newton obtendriamos la matriz

4 0 10 0
0 10 0 46
10 0 46 0
0 46 0 220

y la sucesién de menores {1,4,40,840,7056}, que tiene cuatro permanen-
cias de signo y ninguna variacion, lo que confirma la existencia de cuatro
raices reales conocida previamente a través del método de Sturm. Com-
pruébese que la misma sucesion {1,4,40,840, 7056} se obtiene directamente
sustituyendo los valores elegidos en cada una de las expresiones simbélicas
d; de los menores principales calculadas arriba. Una referencia que puede
ser 1til para més detalles sobre este método y para la gran cantidad de de-
sarrollos actuales relacionados con él (polinomios subresultantes, sucesion
de Sturm-Habicht, etc...) es [3].

LA ESPECIALIZACION DE LA FORMULA

Con el método de Hermite acabamos de observar que el recuento del
numero de raices reales puede realizarse a través de una unica sucesion de
polinomios en ciertos parametros, dando valores concretos a los mismos.
Pero ocurre ahora que el cdlculo de las permanencias y las variaciones de
signo de una sucesién presenta problemas de especializacion. Veamos un
caso: es obvio que el polinomio genérico de grado cuatro tiene cuatro raices
reales si d; > 0,02 > 0,03 > 0,04 > 0 (pues es la tinica forma de obtener
cuatro permanencias de signo y ninguna variacion, dado que §y = 1 siem-
pre). Pero, jcémo debemos acomodar esta conjuncion de desigualdades
estrictas de modo que represente el conjunto de valores concretos de los
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coeficientes {a, b, ¢} tales que el polinomio de grado cuatro correspondiente
tenga todas sus raices reales (esto es, que sea un polinomio hiperbélico)?
Resulta que el conjunto de R* formado por los coeficientes de los poli-
nomios hiperbélicos de grado cuatro es cerrado (en la topologia euclidea)
y definible a través de desigualdades polinémicas (usando alguno de los
métodos esbozados arriba), luego puede escribirse con solo desigualdades
> (por el denominado Teorema de Finitud, ver [5], [1]) ;Ser4 igual al con-
junto 8y > 0,62 > 0,83 > 0,84 > 07 Ahora bien, cuando a = 0,b = 0,c¢ = 1
tenemos &; = 4,8, = 0,83 = 0,4 = 256, pero el polinomio z' 4 1 no tiene
ninguna raiz real, luego esta forma “evidente”de especializar la férmula no
es correcta.

Del mismo modo, cualquier combinacién (conjuncién y disyuncion) de
signos estrictos de los polinomios d; que exprese la existencia de raiz real
para el polinomio genérico va requerir el estudio especifico de los casos en
los que alguno de ellos se anula. Aunque el conjunto de coeficientes que
corresponden a polinomios de grado cuatro con alguna raiz real es cerrado,
los signos de la formula genérica obtenida via Hermite no son especializa-
bles mediante la simple regla de sustituir las desigualdades estrictas > por
desigualdades laxas >. En el caso de polinomios de grado cuatro, como
los que estamos tratando, hay dos raices reales si do < 0,03 < 0,84 < 0
(por ejemplo, si a = 1,b = —1,¢ = —1); pero no hay ninguna raiz real
si 09 < 0,03 = 0,04 = 0 (por ejemplo, si a = 1,b = 0,¢ = 1/4). Este
problema, bien conocido desde hace tiempo, se debe a que el cilculo de
la signatura como diferencia entre permanencias y variaciones de signo de
la sucesion de menores principales no funciona correctamente cuando hay
ceros intermedios en la misma, aunque puede resolverse asignando median-
te cierto convenio un signo ficticio a los ceros intermedios (vease [2]). Por
ejemplo, puede establecerse que no hay ninguna raiz real si y sélo si los
coeficientes verifican

{5-3 < 0A &4 >U}V{(52 < 0/\53=0}V{52 >0A0;3 <0A§; >0}
mientras que la férmula genérica se reduce a

{62 <OANd >0}V {d2>0Ad3 <0A >0}

EL TAMANO DE LA FORMULA

El lector puede pensar, llegado a este punto, que asi quedaria resuelto
el problema de determinar el niimero de raices reales para cada polinomio
de un grado dado con un sélo calculo para cada grado, considerando coe-
ficientes genéricos, el método de Hermite (u otros métodos especializables)
y utilizando el recurso a esos signos ficticios a los que acabamos de hacer
referencia.
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Pero esta solucion, en cualquier caso, requiere escribir la férmula que
exprese el nimero de raices reales con muchas mas disyunciones de signos
(positivo, cero o negativo) sobre los polinomios d; que en el caso genérico,
pues precisa abrir una nueva disyuncién, en principio, para cada posible
anulacién de uno de estos polinomios. Naturalmente, si deseamos tener
esa formula precalculada para utilizarla muchas veces con cada polinomio
especifico, deberiamos preocuparnos del coste computacional de evaluarla.
Se pueden plantear, pues, cuestiones del siguiente tipo:

e ;Habra algin otro procedimiento algorimico cuyo resultado sea, di-
gamos, una formula genérica que exprese la existencia de raiz real,
pero de modo que esta se especialice mediante la simple sustitucién
de los signos > por >7

e ;Habra una férmula (expresando la existencia de raiz real) valida para
todos los polinomios de grado cuatro que no necesite disyunciones o
s6lo muy pocas?

Obviamente, podemos formular preguntas similares para polinomios de
otros grados o para la determinaciéon de un niimero concreto de raices reales,
etc... La respuesta a la primera pregunta es afirmativa: es posible cons-
truir algorimicamente, a partir de una férmula genérica, otra descripcién
de la misma (como unién e interseccién de desigualdades estrictas con otros
polinomios) tal que la clausura topoldlogica se obtenga por el simple pro-
cedimiento de relajar las desigualdades estrictas a desigualdades laxas en
esta nueva descripcion. El argumento utilizado se basa en un lema de R.
Thom (véase [1]) y no es totalmente trivial. El nuevo problema que surge
es que el nimero de los polinomios que aparecen en la nueva forma de
escribir la férmula genérica a la Thom es muy elevado (siguiendo el método
que se conoce hoy dia; tal vez haya otro mejor...): hay que anadir, para
empezar, los polinomios involucrados en la descripcion de partida y todas
sus derivadas,. ..

La respuesta a la segunda pregunta es negativa y sirve para ejemplificar
otro aspecto interesante del problema de la especializacion. Si pudieramos
expresar el conjunto

{(a,b,c) € R*/3r € R,7* + ar® + br + ¢ =0}

como una interseccion de desigualdades e ignaldades polinémicas, entonces
podriamos aplicar esta expresién al polinomio (z? 4 ¢)(z? + t3) que tiene
alguna raiz real si y sélo si {t; < 0} V {t, < 0}. Ahora bien, este conjunto
no es expresable mediante una simple interseccion de condiciones de signo:
es necesario introducir alguna disyuncién (veése [4]).

Naturalmente, ambas preguntas son casos muy sencillos de la verdadera
cuestion de fondo: hallar una forma de expresar la existencia de de raiz real,
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que sea valida por sustitucion para todos los polinomios de un grado dado
y que sea la mas simple de evaluar, donde la simplicidad debe medirse en
algin modelo de computacion adecuado (arboles de computacién, straight
line programs, etc...). Un problema bésico en este contexto es, para em-
pezar, la determinacion de algunas cotas inferiores al tamano de la férmula.
Se sabe muy poco acerca de ello: los escasos resultados obtenidos en algunas
de las referencias [4], apuntan a que una tal férmula debe crecer al menos
linealmente con el grado del polinomio, pero las cotas superiores conocidas

(usando alguno de los métodos expuestos aqui) son exponenciales en dicho
grado!
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