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SUMARIO

El objetivo de este articulo es analizar algunos aspectos relevantes de dos
tunciones que pueden usarse para facilitar la comprensién de los resultados
mas importantes, a que se llega en un curso de introduccién a la teoria de
numeros de una carrera universitaria. Las dos funciones pueden ser usadas
de distintas formas —por el profesor o por el alumno—, con lo que se afiade
variedad al curso: se las puede relacionar con las funciones clasicas, pueden
demostrarse en paralelo las propiedades mas importantes, y sirven para obtener
ruevas expresiones de algunos resultados de la teoria de niimeros. A lo largo de
este trabajo se verin ejemplos de cada una de estas aplicaciones. No preten-
demos obtener nuevos resulatdos: nuestro objetivo es ilustrar las propiedades
«de estas funciones. Este articulo contintia la obra del sefior Cuiiat Collado [2].

1. INTRODUCCION

Definimos dos funciones aritméticas:

si m| s,

8 (m, 5) = g 0 si mno divide a s, 1.1
¥
0 si g/:/71(ms), 1< <mn, (1.2)
pu(my$) = 4 o cualquier’otro caso. ’

Se pueden relacionar con las funciones clasicas de la teoria de ntimeros;
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por ejemplo, la identidad de Menon [6] se puede escribir sencillamente como

Dl LG —Lm =0 6 (),

=1

donde q)(n) representa la funcién de Euler, o (n) representa el niimero de
divisores de #, y (@, b) es el maximo comiin divisor de @ v b. Otro resultado
que puede ser usado para demostrar otras identidades es

Z 3 (m, i) = [n/m)],

i=1

donde [a] representa la porcién integral de a.

2. NUMEROS PRIMOS

Un sencillo ejercicio que suele hacerse al principio de un curso de progra-
macién es el disefiar un programa de ordenador para generar niimeros primos.
Aqui se usan dos funciones aritméticas para formular expresiones que generan
niimeros primos. Si bien esto podria parecer un trozo bien proporcionado de
matematicas divertidas, es importante tener presente el objetivo del articulo.

Si convenimos para simplificar la notacién en llamar

pn=pn(n,n),

tenemos

1 sizes 16 un nimero primo
P» =1 0 en otro caso.

(p, es por tanto la funcién caracteristica del conjunto de enteros positivos
que son la unidad o niimeros primos).
Por tanto

&
Dloi=1+=0),

j=1
donde (k) es el ntimero de niimeros primos < k.

El n— avo ntimero primo, p,, viene dado por

7 )

;,.:24-2(1—5(':,[”//2”]». (2.1)

j=1
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Para demostrar eso, necesitamos

t=afmfn ) STe]) =} u 1Aty

j=1

DEMOSTRACION.—Sea
&
K== E 07
j=1

Si 1<k<p, entonces 1<K ' n, como

2
min Kl= 2 pi=p1+p=2

1< k<t =~
y
2,1
max K{ = R - —_
1<h<[,,; { g:p,—-x(pn )4+ 1=mn.
S
1<K<£n,
entonces
0<[#/K]<n, y nnodividea[#/K], y & [#/K])=0.
S
2< pu <
entonces
1<n<K,
como
n>1, y K=x(pa)+1=n+1>n.
Si
1<n<K,
ehtonces

[(7K]=0, y n|[#/K], y 3(n[n/K)=1,

que completa la demostracion del lema.

2.2



DEeMOSTRACION DE (2.1).—La parte derecha de (2.1) es igual a

”

2+ (1 — 3 [n)(ps + o)) + ... + (l'a(”‘["//zp"]»jL

Jj=1

Pn N k
b el bbb -
/ j=1 /j=1
=24+1+4+1+4...+140+4 ... 4 0=p,como se queria demostrar..

Pn — 2 veces

El resultado se puede expresar también como una relacién recurrente..

COROLARIO.

2" &
p.=pn+.+1+Z‘(1—a(n,[n//Zp;)])). n>1

k=g =2

donde
p=1+4Pnuy.
Parece que las férmulas demandan el conocimiento de los 2 primeros nis

meros primos. Sin embargo la caracteristica principal del resultado es que uno
conoce cuindo se ha llegado a p, al aparecer el primer cero en el sumatorio.

En este momento se detiene el proceso. Por ejemplo,
£=24+01-3(1,0)=2,
1 =2+01—-32,[22)+1—32[2/3)=2+1+0=3.
3. SuMaA DE DIVISORES

Definimos la matriz X 7

D=[3 (/)]

donde i son filas y j columnas. Consideremos la suma de todos los elementos
incluidos en las # primeras filas y las columnas m a 7 de D; si llamamos

Xnm=i Z’la(j,i).

i=1 j=m
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Los primeros valores de X, aparecen en la tabla:

N 7

N 1 2 3 4 5 & 1
7\

1 1

2 3 1

3 5 2 1

4 8 4 2 1

5 10 5 3 2 1

6 14 8 5 3 2 1

7 16 9 6 4 3 2 1

Por conveniencia definimos X, =0 para n <m.
[ntroducimos A, V:

A X = Xpm — Xn—-l, m

\v Xom = Xum — Xn, m+1.

Entonces tenemos

n=y xnl, (3 . 1)

Go () = A Koy, 8.2)

oy (n) = A X 3.3

oy (m) = D (v Xum)?d (m, 7). (3.4)
m=1

donde o, (n) representa la suma de las potencias i-ésimas de los divisores de
#, y hemos usado que

8 (m, 1) =9 A X,

DEMOSTRACION DE (3.2).

”
A Xy =X, _x,,-,,1=Z'a(j, n) = o, ().

i=1
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Pcdemos continuar esto para demostrar que o (n),

7+l n+l
co(n):.f f S([y), [x)aydx, (3.6)
porque
" " j+1 n+l n+l
Sum=3[ swimey=[ [ stbnases
Jj=1 i=1; n 1

que es un resultado demostrado en primer lugar por G. L. Cohen del
N. S. W. 1. T.

4. CONVOLUCIONES

Una convolucién o producto de Dirichlet de dos funciones aritméticas f (n)
y g (n) se puede definir como

Fmrgm= > Fdgnd) (Popken (5]

d|n
Entonces

1 s n=1  (Horadam[4])
=<">=§ 0 si n=1

actie como una identidad de Dirichlet
Jf(n)=jf(n)xe(n) (Gémez S4nchez[3])
Es natural pensar entonces en f~! (u) como la funcidén inversa de Dirichlet
e(n)=7(n)* [ (n).

En lo que sigue, consideraremos que la primera variable del paréntesis de
las funciones 8 y p es la indicada para el producto de convoluciones; por tante,

el )= ¢(d)d(n)d,n)

d|n
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b () p () 53 (mym) = D () p (d, m) B (] d, ),

d\n
«donde p (n) es la funcién de Mobius. Nuestro primer resultado es que
3(n,n =e(n)*d(nmn).

DEMOSTRACION.

e(n)%3(n,n) = ed)d(n/d,n)=1¢c1)3(n,n) + 0=25(n,n)
2

”

lo que muestra que e (n) actila como la funcién identidad en los productos de
Dirichlet, de modo que buscamos una inversa de 8 (u, #) cuya notacién serd
8= (n, n):

3V (n,m = (n)pn(n,n).

DEMOSTRACION.

P'(l)"—"ll 8(”!")=lv 9"(1v”)=1»

w@)=—1, d(n/d,m=1, pal(d,n=1,
«donde d, es el menor factor primo de . Asi si
dyln y dy>dy, paldyn =0.

Por tanto

(1) o (2, ) %3 (m, ) = D 11 () g (ds 1) B (8]0 ) =

d|n

1 si =1

=1-140404...40=1 § g ,o=

=e(n) =371 (n,n) % (1n,n)

que completa la demostracion.
Resaltamos que si para un producto de Dirichlet

b (n)=f,n) g (n)
k(m)=s)g(n)+/(n)g()
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s6lo cuando # es primo, entonces se dice que el producto es discriminativo.
371 (m,m)* 3 (n,n) esdiscriminativa.
DeMosTRACION.—Cuando » es primo p, tenemos
(23 (2 =W ps (LA (2, 2) (2 os (5 2L =1 —1=¢(p).

“Cuando # > 1 es mdltiplo, ¢ (n) es cero otra vez y

(D pn (L, n)d (mm) 4 () pu(n, ) B(1, 7)) =1 =¢(n).

;5. CoNcLUSION

El uso de las funciones ayuda a comprender las funciones clasicas de la
teoria de nuimeros. Se supone que esta percepcion clara se logra con la pric-
tica que se adquiere con los ejercicios de los textos clasicos y tratando de
-estudiarlos de los diversos métodos que acabamos de exponer. Las dos fun-
.ciones ofrecen también la oportunidad para unas cuestiones pendientes como
por ejemplo tratar de desarrollar analogias de las clasicas funciones de ele-
‘mentos de sucesiones integrales como la sucesion de Fibonacci {F,}; por

ejemplo,
O (Fu) =1~ 1— ¢ (Fy), 5.1)
«donde
n—1 n—1
Y= D" 3"pr, FmF)3 (F, )3 (Fon, Fo),
m=3 s=2
Fmt1

s una analogia de la funcién de Euler para niimeros de Fibonacci. Por tanto
F,=1, Fy=1, F,=38, Fy=35

:son coprimos con F = 8; por tanto, ¢ (F,)) =4, y

b 5
¢ (Fo) = Z‘ Z’ 08 (Fomy ) 3 (Fym, F) 3 (Fm, 8) =

m=2 s=2

Fmk1

5
= Z ps (F3, Fs) 8 (F3, Fs) = pg (F5, F3) 8 (Fy, Fg) =1

s=12
¥ por tanto

b (F)=6—1—1=4.
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Cuando consideramos la sucesion de enteros positivos {z}, (5.1) se re-

duce a

¢ (p)=p—1 paraun niimero primo p,

porque

S(mp)=0 para 1<m<p.

La programacién de propiedades de la teoria de ntmeros (por ejemplo,

Andrews [1, Ch. 8] es otro modo de aumentar la comprensién vy el programa
BASIC, que se acompafia, ilustra (2.1)).

(1l
[2]
[3]
[4]
[53

[61
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SUPLEMENTS
List Run
1 REM PRIME NUMBER GENERATOR P2 =3
27 REM (IN BASIC ON AN HP9S3ZA) PB) =5
3 READ N1, Pg, NG& P4 =T
4% FOR N = Ng@ TO N1 PGB =11
5 Mi1=2N P6) =13
6 M2 =1+ Pg PN =17
79 FOR M = M2 TO M1 P8 =19
8% R =N P9 =23
9% FOR J=M2 TO M POAg) =29
1% FOR K=2 TO J—1 P(11) =31
11 C=]J/K P(2) =37

12 IF C = INTC THEN 15& P(13) =41



13
140
150
16
1
183
19
200
21
2205
230
2405
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NEXT K

R =RG +1

NEXT J

PY =PZ +1

C = INT(N/RZ)/N

IF C = INTC THEN 2@
NEXT M

FORMAT «P(», F3.@») =», F5.0
WRITE (15, 20@) N, PQ
NEXT N

DATA 25, 2, 2

END

P4) =

P(15)
P(16)
P(17)

P(8) =

P(19)
P(20)
P(21)

P(22) =
P(23) =

P(24)

P(25) =



