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SOBRE LOS ESPACIOS DE BANACH CON
MULTIPLICACION

por
M.2 Jost MIJANGOS
INTRODUCCION

Consideremos un espacio X sobre el cuerpo C de los nlimeros complejos.
‘Sabemos que X posee al menos una base de Hamel & y que podemos definir
la dimensién » de X como el cardinal de B. Si w7~ 8, siempre podemos de-
finir en X una norma para la cual es un espacio de Banach. En efecto: sea
Y un espacio de Banach tal que dim Y = dim X. Como es bien sabido existe
un isomorfismo lineal T: X —> Y entre ambos espacios vectoriales. Es ruti-
‘nario comprobar que la aplicacién || - ||: X —> R dada por [z | = | T (#) |
.define una norma completa en X.

Si consideramos que X es 4lgebra sobre C serd logico plantear una cues-
‘tion similar: ¢es posible definir en X una norma que le dé estructura de
algebra de Banach? Sin embargo la respuesta en este caso es negativa (por
-supuesto la cuestidn sélo se refiere al caso en que dim X 7% x):

En efecto: sea S el conjunto de todas las sucesiones de nftmeros complejos

s=§f=(t,.):’__1/f..€C(.

‘Es claro que S es un algebra conmutativa con las operaciones habituales y
-el producto término a término. Sea

x=(n)7_, €8S.
‘Es muy sencillo comprobar que el espectro de este elemento es el conjunto
-de los ntimeros naturales, o (#) = N, subconjunto no compacto de C. Asi pues
-en el algebra S nunca podremos definir una norma para la cual S sea un alge-
bra de Banach.

Por tanto nuestra pregunta inicial se transforma en: «Dada un Aalgebra
¢cuando podemos definir en ella una norma que la convierta en &lgebra de
"Banach ?»

Teniendo en cuenta la primera observacién sobre los espacios vectoriales
-pedemos reformular la cuestiébn de una forma méis precisa: «Dado un espacio



de Banach X en el que hay definida una multiplicacién que le confiere estruc—
tura de algebra, ;qué debemos asumir para que X sea un algebra de Banach?»

El objetivo del trabajo que se desarrolla a continuacién es dar respuestas-
a esta pregunta.

DEerFINICION 1.—Un espacio de Banach X sobre el cuerpo C de los niimeros-
complejos en el que estd definida una multiplicacién

XXX ——X

(® ¥) ~— x y

tal que
i) X es un algebra, es decir:
x(y+tz)y=x9txz; (y+2)x=yx+4+2x y=x92€X
x(yz)=(x9y)z vx92€X
a(xy)=(ax)y=x(ay) Vxy€X va€ C

if) La multiplicacién es continua, es decir:

IM>0 talque Jlxy|l €M x| lyll vxyeX

se denomina dlgebra de Banach.
Si ademis de i) y ii) la multiplicacién es conmutativa, se dice que X es:
un 4lgebra de Banach conmutativa.

Si ademéas de i) y ii) la multiplicacién tiene elemento neutro, se dice que-
X es un algebra de Banach con unidad.
G
TeoREMA 1.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul--
tiplicacién que le da estructura de algebra conmutativa. Si la aplicacién

X —— X

X ~~—s X2

es continua, entonces X es un &algebra de Banach.

DEMOSTRACION.—Sean

(x"):=1v (y"):zl

dos sucesiones en X tales que

In ——> & N g —> .
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Veamos que
Xp Yy ——> XY

En efecto:

2l xnyn—xyll = I (%n—gu)? —(x—9)2—(xa — ) — (yu2 —*) || £
Ll (en—yn)t—(x—9)t | F | 2l =2 || + [| 52— 52 |
Ahora bien:
Xp2 ——> x?

Xy —> X

= 92— 9
Xn—Ju—>x —9 ==> (Xn—yn)? —> (x—y)?

In—>Y

De donde en efecto x,y, —> x y.

LemA 1.—Sea X un algebra conmutativa vy k€ N. Entonces 'Vxl, ces 4, € X0
se cumple:

(1) 0= Z (—-l)k_(sl+"'+ek)(slxl-{—...—f—ekxk)“
2;=0V1
i=1,..., %
N
donde =€
l<a<k

E— (s e +ey)
@)  xy...omp= L > -1 Et e o) e ) R
b1

T e=0V1
i=1,...,k

DemostrACION.—Lo demostraremos por induccidén sobre k:

k =1. Para demostrar (1) tomamos a =0

(—1)171x0 4 (—1)10° =1 —-1=0

=1 5 =0

Veamos que también se cumple (2)

o= (=100 =y
b 1 =0 C.0.D.

& =
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Supongamos que se cumplen (1) y (2) hasta un cierto niimero k€ N. De
anostremos que se cumplen para k + 1.

Ltilicemos la notacién:

a=k—(e+.. +u)

A=c x+ ... e,

Sea 0 K ae<<k+1y veamos que se cumple (1):

k+1— eee
Z (—1) Fl—(e+ ... +ehpq) (6 %y -+ v A ehrt x0t1)® =
S‘-=0v1
=1,..0,k+1

+1—¢
Z (—1)° AL (A 4-eper XRe1) =
g=0V1
P=loa k4L

= 3 (—nmraty 3 (—) (Adma)t =
B'.=0<1 s'.==0V1
i=1i.nk i1,k

=—3(—1) A4 Z(—1)e (3)1\" +z(_1)a(:) AT wpyg +

—i—E(—l)“(;)A"_’xiH +oek B(—1)e (Z)x;ﬂ =0

hip. ind.

Veamos que también se cumple (2):

y : ! Z (_I)Hl_(s‘h””kﬂ)(ixx1+-..+e/.+1xk+1)*+1 —
k-4 1)! eV
i=1,..,k+1
= 1 Z (_1)a+l—'/.+1 (A + er+1 xk+1)k+1 —
(k41)
5;=0V1

i=1...,k+1

1 [ S‘ (— 1)+t AR+ + Z (— 1)"(A+xk+1)k+1] _

= gL -
ol &, LS
f==1,..., % i=1,...,k

— 1 B R+
_(k-{-—l)![_z(_l) Ak+1+2(_1)( 0 )Ak+1_,_
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+z(—1)a(Hl’1)A/=x,,+1+z(-1;a(’é“§1)u—1x§+1+...+
CafE1Y AE1]_ 1 o
+Z(-1 (k-f-l)xk—{-l]_(?—-—}:l_)![('é—l-l)'k! Ky o een v Xpo Xhy

T I c. 0. D.

TeorEMA 2.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul-
tiplicacién que le da estructura de algebra conmutativa con unidad.
Si la aplicacién

X — X

x/'\/——kxk

con k > 3 es continua, entonces X es un algebra de Banach.

DEMOSTRACION.—Sean

1)y, ® (k ©
(xfu))n=1 ""‘(xn))u=1
& sucesiones en X tales que
@ — 0

Vamos a demostrar que

2L
En efecto: Aplicando el lema 1

O

=71T Z (—1)k—(s’+'“-"!")(el xg)—l—...—{—sbx‘"k))k
) [AVA Y

g =
i=1,...,4%

Ahora bien
xn) —_— s 0
n

se e nteeeea e = e,,x;”..{__.,_lr_skxik) 0=

= (xPDf ) ——0
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Por tanto

1 ]
x;)-...-xi)——”—»o

y la aplicacién
Xx.iioo 2 X —— X
(%1, 000y Xk) A~ K] aees Ay,
es una aplicacién continua. Como X tiene unidad es claro que
XXX —X
(%1, %3) ~— %y x5

es continua.

(OBSERVACION

La hipétesis de existencia de unidad en el caso k > 3 es necesaria. En
efecto: Consideremos el espacio vectorial

Co=1{(tu)cC |ty —> 0}
que es un espacio de Banach con la norma
2]l =sup | x| con 2z=(2t,)€C,.
”
Por ser C0 un espacio infinito dimensional existe un funcional lineal F:
C,—> C discontinuo.
Denotamos e, = @,0,0,...,0,...) € Co.
Podemos suponer F (e,) =0. (Si « =F (e,) 70, considerando
e*: g —— C

t=(1ty) ~— *(t)=1

1

v tomando el nuevo funcional lineal discontinuo F = —F —e¢ se cumpliria
a )

. 1
F(e) = —a- Fe)—e* (e)=1—1=0)
Mediante este funcional podemos definir una multiplicacién en C,

Co X C—> G

(a,0) ~—> ab=F(a).F(&).¢
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siendo rutinario comprobar que C,: i) es un algebra conmutativa sin unidad,
il) no es un algebra de Banach ya que la multiplicaciéon asi definida es discon-

tinua al ser F discontinuo.
Sin embargo la aplicacion

Co, — C,

a ~— a*

con K > 3 es continua ya que a-a = F (a) F (a) ¢,
@=(aa)a=(F (a)F (a)e;)a=TF(F(a)F(a)e,)F(a)el=
=F(a)F(a)F(¢;)F(a)e,=0

Luego a* =0 V k> 8.
Lema 2.—Sea X un espacio de Banach y Gys -oes @€ X. Sea

w:[—11] —— X

z ~N—> w(t)=ayta t+ ... + ant”

Si existe M tal que

le@) Il =1a+tart...+at"|| M, yv#€[—11]

entonces || a, [ < 20 M.
DeMOSTRACION.—Este resultado no es mas que una generalizacién del co-
nocido teorema de Tchebyshev:
Sean

ay, .00y an € C y w:[—%11] —— C
4 ~—> W(t)=a°+a,t+...+a,,i"

Si Jlw(@)|'<M Vte€[—1,1] entonces |a,| << 2" M.
Veamos que en efecto la generalizacién es posible:
Consideremos #*'€ X* tal que || 4™ |!<1 y establezcamos la siguiente

composicion de funciones:
w =¥
[—1,1] > X C
? ~N— w(t)=a,tajt+...Fat* 1 x*(w(2))=

=x*(ay)+ ... +*x*(a,)

Por tanto #* (w (t)) puede considerarse como un polinomio en ¢ de grado
menor o igual que » con coeficientes 2% (a,) € C, i =0, ..., n. Ademas

a* (W) I £l - lw(2) ]| £1-M
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Por tanto aplicando el teorema de Tchebyshev
| 2* (an) | «27M

siendo valido V¥ #*:€ X* tal que [ +*| < 1.
Asi

l @an |l = sup | «*(ax) | £2#M Cc. Q. D.
TeoreMa 3.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul-
tiplicaciéon que le da estructura de algebra conmutativa y con unidad.
Si
22X — X
X o~ P(x)=agt X+ o FanxnT fam

con a,€ C, 1=0,..,n—1, y n>2 es continua en » = 0, entonces X es
un algebra de Banach.

DEMOSTRACION.—Sea ¢ = 1. Como p es continua en » =0 3§ >0 tal que

si |2 |'<< 8 entonces [[p(#)—p(0) || <1

Por tanto
lxll €0 => |lp(x) [l £1+ ] a | =M

Consideremos fijado # € K (0, 9).
V ti€ [—1,1] se tiene tx € K(0,8) y asi

Np(tx) |l =l ag+a (tx)+ ...+ any (Ex)"" 1 (tx)"|| £M
Aplicando el lema 2 ‘
| == | £2"M
Tenemos por tanto que
el £5 => x|l £2*M

Sea 0 7% x€ X, es claro que

—— € K(9,0
TR

s

y asi
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y por consiguiente

22M || x| 7

henll £ ———— vx€X

Luego si (Fp) o~ €s una sucesion en X tal que

Ky —> 0 > || 2, ||# —— 0 =>
m m

= || & | —> 0 => w7y ——> 0
m m

L, X —— X . .
Resultando que la aplicacion es continua con n > 2.
X ~—> X"
Aplicando el teorema 1 o el teorema 2 concluimos que X es un algebra de
Banach.

TeorREMA 4.—Sea X un espacio de Banach con una multiplicaciéon que le
estructura como algebra conmutativa y con unidad. Sea (a");‘=1 c C una
sucesién tal que @, 70 para algin z, > 2.

Si i)
L
F (x)= Z Ty X"
n=0
es convergente en x € K (0, 8) — X.
if)
L
D (x)= 2 a, x"
n=20

es continua en x = 0.
Entonces X es un algebra de Banach

DEMOSTRACION.—Sea ¢ = 1. Por ser
®
g (x)= D anx
n=0
continua en x =0 I3, 0 <3 <3 tal que
lxll €3 => || @ (x)— & (0) ]| £1
y por tanto
T (=)l €141 g(0)]| =M
Consideremos fijado € X tal que ||« ['<<3,.
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Sea r* € X* tal que || 2#*| 1 y establezcamos la aplicacién:
D« KO,1)c C —— C

N Do W)= Z wr x* (an x™)

w
n=0
se cumple:
i) &, esti bien definida.
En efecto:
el €1 = llexll €3 => | G x|l =1 Zasprx] £M
y por tanto
L , e
| Do (p) 1 = | D) wrx* (ann) =’x*(2 v an x)lé
n=20 n=20
0
< | =* || lZ wWwrasx* | £1. M=M
0
i) .. es continua en K (0,1).
iii) &,, es analitica en B (0, 1).
Por el teorema de Cauchy como
®
B (p)= D #* (anan)pr
n=20
se tiene
1
X (a2 ) = Do (B) at
2xi g+t
1 .
R By
9 J | &] 7+t
1
= | D (8) 1dE< M.2z=M
2m T
Asi que
I anan || = sup | «* (ana") | <My

=<1
x* €X°
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Aplicando a n

M .
| amy 2% || <M => )| 2w | < ——— =M

| @ny |

Tenemos por tanto que

Il <8 => || xm | <M

Sea 03 5 € X, entonces

x3, x8 \™
€K (0,3 =
I = |l IER!

M || x|
8,"0

M= xm || £

Tuego Y€ X

M [ x|
| em || £ ———
B,uo

Por tanto la aplicacion

X —— X

X o~ XM
es continua y aplicando el teorema 1 o el teorema 2 concluimos que X es un
slgebra de Banach.

Lema 8.—Sea (#,)7_, una sucesién en un espacio de Banach X tal que

V #* € X* la sucesién (+* (:\:n)),""___1 es acotada en C. Entonces (x"):’=1 es una
sucesién acotada en X.

DeMOSTRACION.—Llamemos

Am=1a* €X*| | #* (xa)| £m n=1,2,3...}

Se cumple:

-]
—_ LJ A,y = X*

m=1
— A, es cerrado VY m.

Aplicando el teorema de las categorias de Baire Im €N, 0<r €R y
x,¥ € X* tales que

K (x0%, 79) C A,
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Sea x, un elemento cualquiera de la sucesion y x* € X* tales que || #* || < 1.
Como '

= (ry x* +xg* —x*)

rox* 4 x,* € K (%%, 79) C Am,

xo‘ € K (xo.a ro)C Amn

se tiene Yn € N

1
| x* (x0) | = - ! (rox* +x*) (%n) — x* (2n) | £
1 1 o 2m,
< o L (rox* 4 xe*) (%) | + | 2" (%) |1 £ = (mo+mo) =—,
0 (] [}
De donde
sl = sup | *"(#)] £——; vn€eN c. Q. D.
2* € x* 0
a1l L1

TeOREMA 5.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul-
tiplicacién que le da estructura de 4lgebra conmutativa y con unidad.
Denotemos

X"'=jx€X g«

Si i) la aplicacién

es continua.
il) e€ INT X-1,
Entonces X es un algebra de Banach.

DEeMOSTRACION.—Por ser e € INTX-1 J8§>0 tal que K (e 8)c X-1.
Por tanto

e+ x € X1

hxl £3=>
e—x € X1
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Sea # € X un elemento fijo tal que ||+ ]| <8y sea R>1 tal que Y € C

-

)
con |p| <R se cumpla p 2 € K (0,8) (si x40 basta tomar R =

ll 1l

y sk
r = 0 cualquier R > 1 es valido), asi ¢ — p € X-1.
Sea x*€ X* y consideremos la aplicacion

@, B(OLR)C C —> C

" ~—> Qx*(p.)=x“[(¢—p.x)‘1]

se cumple:
— Ty €5 continua.

En efecto: Sea pu € B(0,R) y u—>p, en B (0, R)

R T e —pr ——>e— g x = (e—px)Th—> (e —pox)7t >
=> G (p)=s*[(e—px)]—> 2* [(¢—pox)71]= T, (1)

— @,4 admite derivada de cualquier orden.

Para ver que es cierto demostraremos:

Lema 4.—Con las mismas hipétesis del teorema 5 y con la misma eleccion
de # y de R, si w—>p, en B (0, R)«— C entonces:

1) vz€X wympeN s(e—ppx)m(e—px)f—>z(e — pox)mtt

@2 wvmpeN wneNUIOl ar(e—pyx) m(e—px)?—>

—> x" (e —yyx)"m2

DEMOSTRACION.

d m
1) z(e—pox)?(e—px)m=1z(e— pyx)? [2(-——1)"( .)e(px)"] —

i=0 ¢

m

m
-——*z(ﬂ—llox)p[ Z (_1)"(.) ‘(Pox)iJ =
=0 :

=z(e—pyx)l(e—pyx)m=12z(e~—pox)nts

(2) Por induccién sobre #» = 0,1,2, ...

n =0 Aplicando (1) con z = ¢ obtenemos

(e—pox)n(e—px)f —— (e6—ypyx)mts
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¥y por la hipdtesis i)

(e—po®) " (e—px)d —> (e—pyx) mt
Supongamos que (2) es cierto hasta # —1 y demostraremos que
¥ (e—pox)"m(e—px)ft — x"(e—pyx)"m?
En efecto: Sea A € C tal que (# — A, ) € X-1 (cualquier A€ C con

05|21, | <R lo verifica).

Llamamos

Yp=E =) (e —po¥)" (¢ —px)? -(1—)'* (. —hge)™" (e — po2)¥2 =>

=0T (=M (e —pox) A=
z n . .
= [ Z (—1)"( ) x"-'l'o] (6 — o x)~m2
i=0 ¢

Por otra parte segiin la definicién de y,:

* *y‘Tl=(x—koe)"(e-p0x)‘"'(e—px)‘P:

2 "
= [ 2, (—1)¢ ( )x""‘k’},] (e—pox) " ™(e—px)"?
i

i=0
Ahora bien, por la hipétesis de induccidn:
vi 0<iLn x*ri(e—pyx)m(e—px)?—>xn"i(e —pyx)"m"2
Luego comparando ’y sk

£ (e —pox) (€= px) P —> 27 (€= pgx)Tmp

Cc.Q.D.

Continuamos con el teorema 5 pasando a demostrar que la aplicacion &,
admite derivada de cualquier orden. Probaremos por induccién sobre » que:

BU (py=nta* (2 (e —px)nt)
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n=1
D) — Do) x*[(e —p )7 —a*[( —pox;71]

Dt (pg) = lim = lim — =

>t v P‘Q R i ]

) (r—m)x(e—px)~te—px)!

=ux* lim = x*(x(6—pox)7?
= o
[T ) lema

Supongamos cierta la igualdad hasta un #'€ N. Veamos que también se
cumple para n + 1:

B ()= lim W - BT

1> po |l o
nla*[axn(e —px) 77— nla¥[xn (e — pyx)]7!
= lim — =
B>y * to
xn [(g — Pox,n'*l —_ (e,_P_x)n+1] (e -~ p.x)_"’l (e — Fox)—n-ﬂ
=n!x* lim =
po * to
. n+1 n+1
=n!x* lim [xq[Z(_l)i( ) )e(pox),-_
B> i=0 [
n+1l ) ”_+_1 . /
—Z (= 1)’( . ) ‘(P‘X)'](‘—P‘x)_"-l("’ }lox)-"'l/ (P_Po)]=
im0 ¢

n+1l n+1
xn[ Z(_ 1)i-1 ( ) ) (Pf — P"‘O)x{l (e — px)"""‘(e - p_ox)-n'l

z
R i=1
=n!x* lim =

B> -~ to
n+1 i—1
n+41
=nlx* lim x"[Z(— 1>f—!( )[proi—j—t] x']
p>w LD 4 =0
n+1 ” 1
(e-—p.x)"""(d-—p.ox)‘”'1=n!x*x"Z(—l)""( . )iy."o‘lx"(e—-pox)"""z—-.:

i=1

”n ) n :
Z (— 1) ( .)P’.o xftl ] (6 — pox)"2n-2 =

i=0 4

=n!(n+1)x“‘x"[

=nln4+1)x*fxntl(e —pox)t (e —pov) "t 3 = (4 1) La* [xn+) (6 — pgx)~ "2

C.Q.D.
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Por tanto @, es analitica en B (0, R) asi que
0 0
@70
ved el <R Ba = 2 DT pr= D (e
n=20 n. n=2~0

Como R>1 Jp € C tal que R> |y |>1y por tanto:

B )= D & (2%) b

n=20

Al ser la sucesién #* (um #") convergente aplicando el lema 3

1
lpren Il <7 yn=> Jlanll 27 ——
I el
Sea ahora x€ C tal que |p|<< | #y |- Entonces
fpl \=
P e P
| o |
v por tanto la serie | pu |»| 27 || es convergente ya que 5 ! < 1. En par-
o

ticular se cumpliri para p =1 obteniendo asi que = | 47| es convergente y
por ser X un espacio de Banach obtenemos que I x" es convergente.
Tenemos que si || x || <38 entonces

Bx)= 2 =
n=0
es convergente. Ademas
D(x)=etxtx?+...Fa"+...=etx(etat... +x"4...)=
=e+x J(x)

De donde @& (#) = (e — )~ y es continua en x =0 ya que
Xp —> 0 D e—xy —> 6 = (¢— x)! —>

—— ¢ => F(xy) —— D (0)

Aplicando el teorema 4 concluimos que X es un algebra de Banach.
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QBSERVACIONES

Las dos hipétesis del teorema 5 son independientes. En efecto:

(1) Sea X un espacio vectorial sobre C de dimensién ¢, con una multipli-
<acién definida en él de forma que X sea un cuerpo conmutativo. (Basta con-
siderar por ejemplo el algebra M (X) de funciones meromorfas de una variable
compleja.)

Podemos suponer, segiin se explica en la introduccién, que X es un es-
pacio de Banach para una cierta norma | - |. Ahora bien, X no es un algebra
de Banach porque si lo fuera, segin el teorema de Mazur-Gelfand, seria iso-
morfo a C en contra de que dim X = c.

Sin embargo este algebra con la norma | - || verifica que ¢ € INT X~1 ya
que X-1 =X — {0} y el espacio es Hausdorff.

(2) Sea X un 4lgebra sobre C, conmutativa con unidad tal que

dim X =¢
X" t=}he L€ C — {0}
X" X —)0!

(Por ejemplo, sea T un conjunto tal que card T = ¢ y consideremos el con-
junto A de los polinomios generalizados por T o generados por los elementos
de la forma

" . ... %7
‘%

donde

1, ...,kaT
IRIREET ﬂ/.E N U 30(

Es claro que definiendo en A las operaciones generalizadas de las usuales
en &L (x) obtenemos un 4algebra que cumple los requisitos solicitados.)

Consideremos una norma | - || en X de forma que X sea un espacio de
Banach. Asi la aplicacion

X-1 —— X-1

1

e ~—on> — &

es claramente continua.

Sin embargo X no es un algebra de Banach ya que INT X-1 = ¥ puesto
que X-1 estd contenido en el subespacio S={Ae/A€ C} de dimensién
uno y por tanto de interior vacio.
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