
— 29 

SOBRE LOS ESPACIOS DE BÀNACH CON 
MULTIPLICACIÓN 

por 

M.a JOSÉ MIJANGOS 

INTRODUCCIÓN 

Consideremos un espacio X sobre el cuerpo C de los números complejos. 
'Sabemos que X posee al menos una base de Hamel ¿B y que podemos definir 
la dimensión w de X como el cardinal de ^ . Si to 7^ R siempre podemos de-
-finir en X una norma para la cual es un espacio de Banach. En efecto : sea 
Y un espacio de Banach tal que dim Y = dim X. Como es bien sabido existe 

mn isomorfismo lineal T : X —> Y entre ambos espacios vectoriales. Es ruti-
•tiario comprobar que la aplicación |1 • U : X —> R dada por || jr || = || T (x) \\ 
-define una norma completa en X. 

Si consideramos que X es álgebra sobre C será lógico plantear una cues
tión similar: ¿es posible definir en X una norma que le dé estructura de 
álgebra de Banach ? Sin embargo la respuesta en este caso es negativa (por 

-supuesto la cuestión sólo se refiere al caso en que dim X^^XQ)' 

En efecto : sea S el conjunto de todas las sucesiones de números complejos 

Es claro que S es un álgebra conmutativa con las operaciones habituales y 
el producto término a término. Sea 

x= ( « ) ^ ^ i 6 S . 

Es muy sencillo comprobar que el espectro de este elemento es el conjunto 
•de los números naturales, cr (x) = N, subconjunto no compacto de C- Así pues 
-en el álgebra S nunca podremos definir una norma para la cual S sea un álge
bra de Banach. 

Por tanto nuestra pregunta inicial se transforma en : «Dada un álgebra 
¿cuándo podemos definir en ella una norma que la convierta en álgebra de 
IBanach?» 

Teniendo en cuenta la primera observación sobre los espacios vectoriales 
•podemos reformular la cuestión de una forma más precisa: «Dado un espacio 
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dé Banach X en el que hay definida una multiplicación que le confiere es t ruc

tura de álgebra, ¿qué debemos asumir para que X sea un álgebra de Banach?»-

El objetivo del trabajo que se desarrolla a continuación es dar respuestas-

a esta pregunta. 

DEFINICIÓN 1.—Un espacio de Banach X sobre el cuerpo C de los números-
complejos en el que está definida una multiplicación 

X X X > X 

(x, y ) ^-xo-^ X y 

tal que 

i) X es un álgebra, es decir: 

x(y-^z)f=^xy-{-xz; {y-{-z)x=yx-\-zx yf x^ y^ z ^ X 

X {y z) = (xy} z \f x,y, z ^ X 

a{xy) = (ax)y = x(ay) y^ x, y ^ X V « € C 

ii) La multiplicación es continua, es decir: 

3 M > 0 t a lque || ^_)f || ^ M || ÍC || || JK II y x, y ^ ^ 

se denomina álgebra de Banach, 

Si además de i) y ii) la multiplicación es conmutativa, se dice que X ts-

un álgebra de Banach conmutativa. 

Si además de i) y ii) la multiplicación tiene elemento neutro, se dice que-

X es un álgebra de Banach con unidad. 

TEOREMA 1.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una m u l 
tiplicación que le da estructura de álgebra conmutativa. Si la aplicación 

X > X 

X ^ - ^ ^ x'^ 

es continua, entonces X es un álgebra de Banach. 

DEMOSTRACIÓN.—Sean 

dos sucesiones en X tales que 

x„ y X /\ y„ >- y . 
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Veamos que 

x„ yn > oc y 

En efecto: 

2 II Xnyn-Xy\\ = II {Xn-yn)^ -(x-^y)^-{Xn^--X^)-{yn^-^y^) || ^ : 

^ II (Xn~yn)^-{x-y)^ II + II Xn^-X^ \\ + || ^ ' ^ - ^ « || 

Ahora bien : 

x„¿ >. xa 
x„ ^ X 

2 y ^2 

x^—y^ >x--y ==:> (xn—yn)^ ^ (x—y)* 

De donde en efecto x„ y —^ x y. 

LEMA 1.—Sea X un álgebra conmutativa y ^ ' ^ N. Entonces y x , ..., x^,^ XI 
se cumple: 

(1) 0 = 2 ^ (_> l )^ -^^^- - -V(e ,^ ,+ . . . + a , : . , ) « 

( aíC N 
donde { 

O < a < ^ 

(2) x,...x,= ± y {-!)' ^ ^ ^ ^ • • • • ^ ^ ^ ^ ( e , ^ , + . . . + e , x , l ^ -

e,. = o V 1 
i = l, ...,k 

DEMOSTRACIÓÍÍ.—Lo demostraremos por inducción sobre k : 

k = 1. Para demostrar (1) tomamos a = O 

(-l)l-^X,^ _|_ ( - p i p o = 1 - 1 : ^ 0 

Ej = 1 cj = O 

Veamos que también se cumple (2) 

J L [(-pi-ix, + ( - 1 ) 1 - 0 Q i ] = x^ 

^- e^ = l Ei = 0 C. Q. D. 
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Supongamos que se cumplen (1) y (2) hasta un cierto número fe >£ N. De 
«mostremos que se cumplen para fe + 1. 

'Utilicemos la notación: 

a = k --{B^ + ,. + e¿) 

Sea 0 « ^ a < f e 4 - l y veamos que se cumple (1) : 

2 . ( - 1 ) ( s, ^1 + • • • + s^+1 ^k+1 ) == 
e , .=:0 V I 

= 1, ...,>fe + l 

e,. == O V 1 

ê . = o < 1 ê . = O V 1 

í « l . . . . , * < — 1 , . . . ,A 

^ ^ ' * ^ ' hip. ind. 

Veamos que también se cumple (2) : 

= — i — y {~ir^'~''^^MA+s,^i^,+i)**^ = 
^ ' ' 8,. = o V 1 

í = l, . . . , * + ! 

= 1— í y (-i)''^^ A*̂ ^ 4- y (-i)MA+^>fc+i)*^M = 
(^-Ll)f l - 6 - ^ J 

= 1 [ « 2 («_ i)a A *+i -f 2 (~ 1)W '̂  j ~ M A *-fl 
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+ 0 + . . . 4 - 0 ] = ATj . . . . . xk^, C. Q, D, 

TEOREMA 2.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul
tiplicación que le da estructura de álgebra conmutativa con unidad. 

Si la aplicación 

X ^ X 

X ^->^—>. x^ 

con ^ ^ 3 es continua, entonces X es un álgebra de Banach. 

DEMOSTRACIÓN.—Sean 

k sucesiones en X tales que 

X ^í) > O 

J^-) ^ o 

Vamos a demostrar que 

^ L " - . . . • 
ft 

En efecto : Aplicando el lema 1 

* < • > • 

^ W , 
" n 

. . . - !*' = 

= Tr Z (-^)*~*""'"'* (^.--'+---+^''--") 
e,. = O V 1 

A h o r a bien 

'^') > O 

Si 
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-> O 

Por tanto 

y la aplicación 

X X X X > X 

( ^1 , . . . » ^A ) , - s . . ~ > Xi • ' X;, 

es una aplicación continua. Como X tiene unidad es claro que 

X X X • X 

( Â i , X^) r->^—;». X^ X2 

es continua. 

OBSERVACIÓN 

La hipótesis de existencia de unidad en el caso ^ ^ 3 es necesaria. En 
efecto : Consideremos el espacio vectorial 

CQ=z]{tn)C C Itn > o i 

que es un espacio de Banach con la norma 

II / II = sup I /« I ; con / = ( / „ ) ç CQ . 

Por ser C un espacio infinito dimensional existe un funcional lineal F : 
CQ —>• C discontinuo. 

Denotamos e^ = (1, O, O, ..., O, ...) «C C^. 
Podemos suponer F {e^) — 0. (Si a = F {e^) 7^ O, considerando 

ei* : Co > C 

1 
V tomando el nuevo funcional lineal discontinuo F = — F — e se cumpliría 

a 
1 

Mediante este funcional podemos definir una multiplicación en C^ 

C0 X C0 > CQ 
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siendo rutinario comprobar que C : i) es un álgebra conmutativa sin unidad, 
ii) no es un álgebra de Banach ya que la multiplicación así definida es discon
tinua al ser F discontinuo. 

Sin embargo la aplicación 

Co > C, 

con K ^ 3 es continua ya que a • a = F (a) F (a) e 

a^ = (aa)a = {F {a)F {a)ei)a= F (F {a) F (a) e^) F (a) ^^1= 

=zF(a)F{a)F(e^)F (a)e^ = 0 

Luego o^ = O V ^ > 3 . 

LEMA 2.—Sea X un espacio de Banach y a , . . . , o^ iÇX. Sea 

te^: ( — 1 , 1] • X 

Si existe M tal que 

II «'(O II = II ̂ 0 + ^,^+. . .+^-^" il :^M, V^ € [ -1 ,1] 

entonces || o^ || i < 2» M. 

DEMOSTRACIÓN.—Este resultado no es mks que una generalización del co
nocido teorema de Tchebyshev: 

Sean 

^0 , . - ^ ^ ^ € C y w : ( — 1 , 1 ] > C 

/ ,.^>-> O' (/) = tfg + a, / + . . . 4- ¿7„ ̂ '» 

Si I zcj (¿) r < M V ¿ '€ [— 1,1] entonces ] a^ \ < 2« M. 
Veamos que en efecto la generalización es posible : 
Consideremos x* £ X* tal que |j x* || !«^ 1 y establezcamos la siguiente 

composición de funciones : 

w ** 

[ — 1,11 »• X > C 

/ .«s^-^ ze' ( / )== «o + <ï, / + . . . + a« / " . - ^ _ > x*(w(t ) ) = 

Por tanto x* {w (¿)) puede considerarse como un polinomio en t de grado 
menor o igual que n con coeficientes 4r*(a j ) '€C, i = O, ..., w. Además 

I : » : » ( W ( 0 ) I ¿ II *• II • II U>(t) II ¿ 1 . M 
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Por tanto aplicando el teorema de Tchebyshev 

I X* {a„) I ^ 2« M 

siendo válido V ^* '€ X* tal que |1 x* \\ <^ 1. 
Así 

II a„ II = sup \ X* (a„) \ ^2»M C. Q, D. 
II ^ ' fl ^ 1 

TEOREMA 3.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul
tiplicación que le da estructura de álgebra conmutativa y con unidad. 

Si 

X ^ 

-^ X 

( AT ) = Íl0 - [ - (ij Jf - | - . . . - | - On^x JC'»"^ -|~ ^** 

con a. 1̂  Cj i = o, ..., w — 1, y w ^ 2 es continua en jr = O, entonces X es 
un álgebra de Banach. 

DEMOSTRACIÓN.—Sea e = 1. Como p es continua en x — ^ 3 8 > O tal que 

si II jr II : < S entonces || p (x) — p (0) || < 1. 

Por tanto 

X I ^ : pix) II ^ 1 + M o M 

Consideremos fijado jr iÇ K (O, 8). 

V í ' € [ — 1 , 1 ] se tiene ¿ jr Ĉ K (O, a) y así 

| | / ( / ^ ) II = ¡I ^o + a, ( ^ ^ ) + ,..+a„_,{tx)»-^ + {tx)»\\ ^ M 

Aplicando el lema 2 

X» II ^ 2« M 

Tenemos por tanto que 

X ^ ^6 x" II z:: 2« M 

Sea 0^x¡£X, es claro que 

€ K ( 0 , a ) 

y asi 

/ ATO \ « 

\ II ^ II / 
z : 2« Vi 
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y por consiguiente 

2« M II A: Il « 
X- Il ^ V ^ € X 

Luego si (^ ) °̂  . e s una sucesión en X tal que 

x ^ > 0 =^ Il ^m II « > 0 
m m 

'^=> Il ^«m II ^ 0 :=> X^m ^ 

X > X 
Resultando que la aplicación ^ es continua con n ^ 2. 

Aplicando el teorema 1 o el teorema 2 concluimos que X es un álgebra de 
Banach. 

TEOREMA 4.—Sea X un espacio de Banach con una multiplicación que le 

estructura como álgebra conmutativa y con unidad. Sea (fl„)^^j^ d C una 
sucp^iión tal que a^ :^0 para algún n ^ 2. 

Si i) 

00 

« = 0 

es convergente en ^ £ K (O, 8) CI X. 

ii) 

00 

0 (x) = ^ a„ X** 

es continua en x = 0. 
Entonces X es un álgebra de Banach 

DEMOSTRACIÓN.—Sea e = 1. Por ser 

0 (x)= ^ Un X» 

continua en x = O 3 8^, O < 8̂  < 8 tal que 

II X II ^ B i ^ = > II 0 { x ) ^ 0 ( 0 ) II ^ 1 

y por tanto 

II 0 ( ^ ) II ^ 1 + II 0 ( 0 ) II = M 

Consideremos fijado x^^X tal que || x || '<^ 8^. 
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Sea X* £ X* tal que || x* || <^ 1 y establezcamos la aplicación : 

0 , * ; K (0,1) C C ^ C 

|i . - 0 - > 0^* W = ^ P-" ^* (^« ^"^ ) 

se cumple: 

i) 0a.* está bien definida. 
En efecto : 

I L̂ i ^ 1 í = > II ^x II ¿ 8 , | = > II 0 ÍV.X) II = II Sa„iJ."*-| | ^ M 

y por tanto 

I 0 . * (i^)l = 

^ '̂ 

^ It" AT* ( íz„ :r« ) = I ;sf* I ^ ^« ¿ï„ :v« I 

«= O I I ^ «=0 / 
00 

^ 

^ 1. M = M 

ii) 0^:» es continua en K (0,1). 

iii) 0x* ^s analítica en B (0,1). 

Por el teorema de Cauchy como 

0x* (i^)=- 2 ^* i^nX**)^^ 

se tiene 

jip* {a„x**)= ; — 
2 ic i J P^'+i 

Si ^ 

dz 

, */ «M / ^ r I 0x* ( i ) i . . 
2x -̂  I Ph + i 

= — L f I 0 , , ( $ ) 1 ^ 5 ^ - 1 - M.2ic = M 
2 x y 2Tt 

Asi que 

an X** II = sup \ X* (a„ X**) \ í^M y^ n 
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Aplicando a n 

U 
II an, xno II ^ M = > II xno || < = M 

I an, I 

Tenemos por tanto que 

Il ^ Il r^ ^I = > Il ^«« II é: M 

Sea O 7^ X ^ X, entonces 

6 K(0,B,) =Í> 
II ^ 

Luego V ^ € X 

\ ll^ll / 

M II A: II «o 
^ M = > II Xf9 II ^ 

B,«o 

M II í e | | «o 
J|f«0 II ^ 

Por tanto la aplicación 

X > X 

€s continua y aplicando el teorema 1 o el teorema 2 concluimos que X es un 
álgebra de Banach. 

LEMA 3.—Sea (•*'^)*_| una sucesión en un espacio de Banach X tal que 

V;ir* 'CX* la sucesión (x*(jr„))* , es acotada en C. Entonces {^„)*_. es una 

sucesión acotada en X. 

DEMOSTRACIÓN.—Llamemos 

A^ = ]x* ^X^l I X* {xn)\ ^m « = 1, 2, 3, . . . i 

Se cumple : 

u Afn — X 

— A^ es cerrado V *̂ î-
Aplicando el teorema de las categorías de Baire 3 m^ '6 N, O < r̂ ^ € R y 

•*'Q*€ X* tales que 

Î  ( V > ^o) C Amo 
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Sea x^ un elemento cualquiera de la sucesión y jir* £ X* tales que ]| x* \\ <^ 1 . 
Como 

1 
x*= ( ^0 ^* 4- ^0* ~ ^0* ) 

^ 0 

y 

( rf^ X* + x^,* ^ K ( XQ* , TQ ) C Amo 

( :J:O* € K ( :xr(j* , ro ) CI A^^ 

se tiene V ^ € JN 

I ^* ( ^ « ) l = — I {r,x*-\-x,*){x„)-^x^* (xn)\ ^ 

De donde 

2m 

x„ II = sup I X* (x) \ é: ; v« € N c. Q. jy. 

TEOREMA 5.—Sea X un espacio de Banach en el que hay definida una mul
tiplicación que le da estructura de álgebra conmutativa y con unidad. 

Denotemos 

Si i) la aplicación 

x - i > x - i 

X r^^—> j e " * 

es continua. 
ii) e Ç: INT X - i . 
Entonces X es un álgebra de Banach. 

DEMOSTRACIÓN.—Por ser e £ INT X~i 3 S > O tal que K (/, 8) sçz X - i . 

Por tanto 

i e-{-x Ç:X-^ 
X \\ ^l =^\ 
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Sea X £ X un elemento fijo tal que || jr [| < S y sea R > 1 tal que V M € C 

o 
con I // I < R se cumpla n x £ K (O, 6) (si x :^ O basta tomar R = y sï 

Ikll 
r = 0 cualquier R > 1 es válido), así e — }xx£X~^. 

Sea X* 'Ç X* y consideremos la aplicación 

0^^ : B ( O, R ) C C > C 

se cumple : 

— 02;* es continua. 

En efecto : Sea /x̂  Ç: B (O, R) y M —^ /̂ ^ en B (O, R) 

|t > |jLg =C> g — ^ áir > e — ]i.Q X = í > ( ¿ — | i ¿c )" ' i > {e — |IQ A; )""* = í > 

— 0^^. admite derivada de cualquier orden. 

Para ver que es cierto demostraremos : 

LEMA 4.—Con las mismas hipótesis del teorema 5 y con la misma eleccióiT 
de ;r y de R, si ,a —> a en B (O, R) (CI C entonces : 

(1) v ^ € X v ^ ' ^ € N z{e-'^Qx)^{e^)^x)P >z{e-^^^x)*»""^ 

(2) ^m.p^M V í C N U i O j x*'(e^^Qx)-^{e-^x)-P > 

> X** {e — ^^Q x)-**'-p 

DEMOSTRACIÓN. 

(1) 2{e — ^Qx)P(e--'^x)»'=:z(e-^ç^ 

(2) Por inducción sobre w = 0 , 1 , 2, ... 

« = O Aplicando (1) con z — e obtenemos 

(e — \^^x)'"{€'-\^x)P > {e — S^QX)*^''P 
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y por la hipótesis i) 

Supongamos que (2) es cierto hasta n — 1 y demostraremos que 

x**{e — ̂ Q x)"**^ (e — ^ x)-P > X** {e -^ ^QX)'^'**~P 

En efecto : Sea Â  £ C tal que {x — Â  e) Ç X-i (cualquier Â  '6 C con 
O 7¿: I A J < R lo verifica). 

Llamamos 

^ a) 

= ^ ( - 1 ) ' I I x^-n*^ \(e-H ^r'^-^ 

Por otra parte según la definición de y'. 

* * y'^^ =(x '-'k^e)** (e — ^Q x)-*** {e — ^ x)'P = 

= ^ ( — I ) ' I I ^«-'X'o (e--^ç,x)-^{e-\i.x)-P 

Ahora bien, por la hipótesis de inducción: 

^ { 0 < í ^ f JKJ^-'(¿Î — {J.0 Ar ) -«» ( ^ — |JL ^ ) ' " / * > x**''^{e -^QX)-»^-P 

Luego comparando :}; y :iĉ  

xn (g ^^^ x)-*" (¿ — ^ x)^P > X** {e -^ ^Q x)-'***^P 

C. Q.D, 

Continuamos con el teorema 5 pasando a demostrar que la aplicación 0^^ 

admite derivada de cualquier orden. Probaremos por inducción sobre n que: 

0^:^ (H-) = «'- ^* í^'* ( ^ - 1 1 ^ ) - " - ^ 
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11 = 1: 

0,» (ii) - 0^* (Po) *̂ [(̂  - p ^)" '1 ~ *̂ [(̂  - H-o ^r 'J 
0 U W = lira = ^^^ " — 

= jtr* Hm = x^ (x ie — IAA JĈ )~̂ ) 
u, — UQ , X \ r u / / 

{1 - • fio l ema 

Supongamos cierta la igualdad hasta un « '^ M. Veamos que también se 
cumple para « + 1 : 

0 r - MlXo)= lim 
{X - > tio H- ~ ~ H-0 

n î A;* [jtr" (tf — |i. tr)-«- » — n\ x* [x^ {e — JÍQ X)]~*^^'^ 
= lim — = 

x**[{e — \LQX}**-^^ — (tf — |i.Ar)«+i](g - jjLa;)-«-i(« — H-o^)"""^ 
= « ! ji?* l i m 

x^i y (~ i ) ' ( ^(i^o^)''-
U- = o \ i I 

;«!;«:* lim 

• « + 1 / « L 1 V I- «•— 1 

=zn\ X* lim if** I 
ft->ÎX0 

•[Z(-l)--ft^)[|.^>o.--]..] 

"K-' /« + n 
(* —H *:)-«-'(<! —(10*^)"""' = «'.Jc**-" _ ¿ (— 1)»"' I l»n'o-'a:'(<f — (ios:)-«''-8 = 

= «!(« + !) A;* A:" _ 2 (-!)•• 1 U'o*^'*' (i-li„^)-2«-' = 

= » ! ( » + !)*:* [a;« + ' (« — n, «:)« (e — ix„ r)-»»"»] = (« + 1) \ x* [x''+' (î - ¡jio x)-''-'¡\ 

C. Q. D. 
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Por tanto 0^^ es analítica en B (O, R) así que 

Vix ^ l l i | <R: 0^. (jx)== 2 L ^ - ^ !̂ '' = 2 L ^*(^'')|^" 
« = 0 « 1 « = 6 

Como R > 1 3 /*Q '€ C tal que R > | /x̂  | > 1 y por tanto : 

« = 0 

Al ser la sucesión x* (/¿«^ ,x^) convergente aplicando el lema 3 

1 
II lio" ^" II ^ ^ V « = > II xn \\ ^ r ¡ 

I 1̂0 I 

Sea ahora /JL £ C tal que | /* | < | /Ĵ Q i- Entonces 

I ^^ II ^ r 

y por tanto la serie Ŝ | /JI |" || ^^ || es convergente ya que < 1. En par

ticular se cumplirá para /A = 1 obteniendo así que ÜS || x^ \\ es convergente y 
por ser X un espacio de Banach obtenemos que S x^ es convergente. 

Tenemos que si || jjr || < 8 entonces 

0(^)== ^ ^^ 

es convergente. Además 

— e + x0 (x) 

De donde 0 {x) = {e — jtr)-i y es continua en ;r = O ya que 

x„ > O =^ e — x„ > e =í> {e~ x)~^ > 

> e = > 0{x„) > 0 ( 0 ) 

Aplicando el teorema 4 concluimos que X es un álgebra de Banach. 
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OBSERVACIONES 

Las dos hipótesis del teorema 5 son independientes. En efecto : 

(1) Sea X un espacio vectorial sobre C de dimensión c, con una multipli-
•cación definida en él de forma que X sea un cuerpo conmutativo. (Basta con
siderar por ejemplo el álgebra ÍM (X) de funciones meromorfas de una variable 
compleja.) 

Podemos suponer, según se explica en la introducción, que X es un es
pacio de Banach para una cierta norma || • ||. Ahora bien, X no es un álgebra 
de Banach porque si lo fuera, según el teorema de Mazur-Gelfand, sería iso-
tíiorfo a C en contra de que dim X = c. 

Sin embargo este álgebra con la norma || • || verifica que e Ç I NT X - i ya 
•que X-^ = X — {0} y el espacio es Hausdorff. 

(2) Sea X un álgebra sobre C, conmutativa con unidad tal que 

dim X = c 

X - i zfr X - I O í 

•(Por ejemplo, sea T un conjunto tal que card T = c y consideremos el con
junto A de los polinomios generalizados por T o generados por los elementos 
•de la forma 

x; ' . . . - x: 

donde 

U f * € T 

« «* 6 W U Î 0 ! 

Es claro que definiendo en A las operaciones generalizadas de las usuales 
•en ^ (^) obtenemos un álgebra que cumple los requisitos solicitados.) 

Consideremos una norma || • || en X de forma que X sea un espacio de 
Banach. Así la aplicación 

X-» > X- i 

\e ^.^__^ e 
X 

•es claramente continua. 
Sin embargo X no es un álgebra de Banach ya que I NT X-^ = 0 puesto 

que X - i está contenido en el subespacio S = ' { A ^ / À ' ^ C } de dimensión 
tino y por tanto de interior vacío. 
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