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Diremos previamente que la palabra curva esta tomada directamente deb
latin, siendo parecida o igual su ortografia en las lenguas de los paises que
geograficamente nos son préximos: Courbe (en {rancés), curva (italiano y
portugués), curve (inglés), Kurve (aleman), etc.

Su concepto intuitivo es inmediato, pues podemos imaginar las curvas como
trayectorias de un punto en movimiento. No fue asi el conseguir la definiciéon
légica y rigurosa equivalente a tal concepto; definicién que ha pasado por
numerosas vicisitudes en su forma, como consecuencia de un mayor desme-
nuzamiento de sus propiedades y un mayor niimero de restricciones en su
concepcion. Corroborando esas numerosas vicisitudes por las que ha pasado
el concepto de curva para ser introducido en el lenguaje de la Matematica,
con el rigor que ésta implica, tenemos la frase que pronunciara Study (1):
«Los matematicos no se han puesto de acuerdo todavia acerca del concepto
de curvar.

Ya en el libro I de Los Elementos de Euclides (matematico griego del
siglo 111 antes de J. C.), dentro de la parte correspondiente a Definiciones,
tenemos :

«La linea es una longitud sin anchura» (Definicién 2).

«Los extremos de las superficies son lineasy (Definicién 6).

Asi se trataba de expresar en términos logicos la idea de linea; ahora bien
estas definiciones no son, por supuesto, suficientes, sirviendo principalmente
para explicar sus propiedades.

Hasta la época del Renacimiento no se ofrecen aspectos nuevos, respon-
diendo a los principios de la Geometria griega el tratamiento de los problemas
matematicos.

En el siglo xvir se introduce la nocidn de funcién y se la precisa con
una gran diversidad de formas. La expresiéon «curva cualquiera» aparece
con frecuencia; posiblemente se concibe bajo forma cinematica o experimen-

(1) Study (Eduardo).—Matematico aleman, profesor de la Universidad de
Bonn, nacié el 23 de marzo de 1862.
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tal, sin que se crea necesario que una curva sea capaz de una caracterizacién
analitica o geométrica que pueda servir de objeto a los razonamientos. De esta
forma proceden, principalmente, Cavalieri (2), Pascal (3) y Barrow (4), en
concreto el Gltimo, al razonar sobre la curva plana

v =kt y=f()

afirma (junto a la hipdtesis de que f (¢) sea creciente): «no importa en abso-
luto que f (¢) crezca con regularidad siguiendo una ley cualquiera, o hien
irregularmente».

René Descartes (soldado, filésofo y matemitico francés), en su Géométrie
(1637) pone en correspondencia (por medio de la cstablecida entre los puntos
del plano y los pares de nimeros reales), los conceptos de linea y funcidn.
Desde entonces la nocién de curva se ha ido desarrollando paralelamente a la
de funcién, pero con cierto retraso respecto de ella. En el libro II de su
Géométrie, Descartes se pregunta: Jcuiles son las lineas que pueden admi-
tirse en Geometria?; y concluye que solamente las algebraicas. Leibniz (5)
amplié punto de vista tan estrecho, y proclama (1684) el derecho de otras
curvas (por ejemplo: la cicloide) a ser incluidas en la Geometria.

Es desde entonces cuando el concepto de curva ha pasado por una evolu-
cién mas interesante.

En 1879 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (matematico aleman, Osten-
felde 1815-Berlin, 1897) llama cwrve analtica «al conjunto de puntos reales
e imaginarios definidos por dos series convergentes:

ao+alt+a,2t2+...
y=b‘0+b1t+b12t2+...

ordenadas segtin las potencias del parametro it».

Esta definiciéon comprende las curvas algebraicas y todas las trascendentes
hasta entonces conocidas (5).

Mas esta nocién se hizo pronto insuficiente, por lo que considerando soélo
puntos reales, fue ripidamente generalizada por los matematicos de la escuela
de Weierstrass (Stolz, Du Bois-Reymond, etc.), los cuales consideran como
curva real el «conjunto de los puntos definidos por dos funciones reales cua-
lesquiera x = ¢ (£), y = ¥ (f)», teniendo la palabra funcidn el sentido ampli-
simo de Dirichlet. Naturalmente, s6lo en el caso de funciones continuas muy
especiales resultan conjuntos de puntos que corresponden a la idea intuitiva
de curva.

(2) Cavalieri (Rvdo. P. Bonaventura).—Jesuita y matematico italiano (Milan
hacia 1598-Bolonia, 1647).

(3) Pascal (Blaise).—Matemitico, fisico y filésofo francés (Clermont-
Ferrand, 1623-Paris, 1662).

(4) Barrow (Isaac).—Matemético inglés, nacié en Londres el afio 1630 y
murié en la misma ciudad el 1677.

(5) Leibniz, alias Leibnitz (Gottfried Wilhelm).—Filésofo y matematico
aleman (Leipzig, 1646-Hannover, 1716). Prefiri6 llamar algebraicas y trascen-
dentes a las curvas que Descartes habia llamado, respectivamente, geométricas
y mecdnicas.
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Sobre las restricciones que se debe imponer a estas funciones, para no caer
en el estudio de lugares que nada se parecen al concepto vulgar de curva,
hay muchos criterios, siendo la nocién mas general de curva real que parecia
.admisible: «Lugar de puntos (#,y) definidos por dos funciones continuas
z =¢(t), y =19 (), definidas en un intervalo»; o a la manera geométrica
de Hurwitz (6): «Curva plana es un conjunto de puntos en correspondencia
-continua con los de un segmento».

Dentro de esta idea tan amplia de curva, caben infinidad de entes que nada
de comin tienen con la nocidén vulgar de curva. Asi, Peano (7), Hilbert (8),
-etc., han dado pares de funciones continuas y uniformes, tales que la curva
por ellos definida contiene todos los puntos de un cuadrado. Para evitar tan
-excesiva amplitud del concepto, se idearon diversas restricciones cuyo objeto
era no alejarse demasiado de la idea intuitiva de curva.

Acerca de curvas que llenan un 4rea (como las de Peano, etc.) expongamos
la construcciéon dada por Schoenflies (9):

«Dado un segmento y un cuadrado, dividamos aquél en nueve partes igua-
les, y éste en nueve cuadrados también iguales, haciendo corresponder éstos

1
3 s il
4 5 22 3 3 78
12 7 55
Z 3 43 7 7
17 i Z] 7 §
1% 4 3 6
. 16 10 70 54
is 45 39 9
1 7 3 3 5] 5 3
4 4 52 5
) 7)
AN 59
o)
0 6 8 4 54 60

1 ] 1 I 1 1 1

[ | T— | 1 Jo ]l Ll [ IR UNUSU SUU |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 9 18 27 36 45 54 63 72 81

a aquéllos en el orden indicado en la figura primera. Obtenemos asi diez
puntos del segmento (los de divisidn), a los cuales asignamos sus correspon-
-dientes en el cuadrado, como indican los extremos de los trazos marcados en
la figura. Subdividamos ahora cada segmento y cada cuadrado en nueve par-
‘tes iguales, haciéndolas corresponder en el orden indicado por la segunda
figura. Asi tenemos 82 pares de puntos correspondientes. Siguiendo de este

(6) Mat. Congres Zurich.

193g) Peano (Giuseppe).—Ldgico y matemitico italiano (Cueno, 1858-Turin,
(8) Hilbert ﬁDavid).——Matemético aleman (Konigsbert, 1862-Gotinga, 1943).
(9) Schoenflies (Arthur).—Matematico alemin (1853-1927).
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modo, obtenemos dos redes de puntos, cada vez mas densas, en el segmento y
en el cuadrado.

Dado un punto cualquiera del segmento, caben dos posibilidades: o llega
a obtenerse como punto de subdivision, en cuyo caso ya le hemos asignado
su correspondiente en el cuadrado, o aparece dicho punto como limite de una
sucesion indefinida de segmentos, cada vez mas pequefios, contenido cada uno
en el anterior, a los cuales corresponden cuadrados también contenidos uncs.
en otros, y que también tienden a cero; por consiguiente, en virtud del axioma
de Dedekind, existe un punto tinico contenido a la vez en todos; y este punto
lo asignamos a aquel primero como correspondiente. Reciprocamente, todo:
punto del cuadrado tiene al menos un correspondiente en el segmento».

Facilmente se ve que la correspondencia establecida (univoca, pero no biuni--
voca) es continua; a cada punto del segmento corresponde uno solo del cua-
drado; pero hay puntos de éste que tienen varios homoélogos en aquél.

Cantor, en 1883, concretindose a las lineas planas las define como «un con-
junto continuo de puntos del plano sin puntos anteriores», pero esta definiciom
de Cantor (10) que viene a coincidir con la de Euclides («linea es longitud sin-
anchura»), aunque mdis perfeccionada, comprende ademis de los entes intuiti-
vos que designamos como lineas, otros que se hallan muy lejos de parecér—
seles, como, por ejemplo: «la constituida por los cuatro lados de un cuadrado,.
de longitud igual a la unidad, méis los segmentos de igual longitud contenidos-
en él y las paralelas trazadas por todos los puntos del eje O X de abscisas-
racionales cuyo denominador sea una potencia de 2, los cuales dividen al cua--
drado en infinitos rectingulos y para la intuicién parecen llenar por completo-
el cuadrado».

Afladiedo ciertas restricciones llegamos al concepto de curva de Jorddiw
(1893). Se llama curva de Jordin «todo conjunto de puntos en correspondencia.
biunivoca y continua con los valores ¢ de un intervalo [, t,1, o con los pun-
tos del segmento que le representar. Analiticamente, dos funciones continuas.
en el intervalo [ty 2,1

r=9@), y=v¢(@

nos definirin las coordenadas #,y de los puntos de la curva. Ambas ecuacio--
nes constituyen las llamadas ecuaciones paramétricas de la curva. La ecuacioém
ordinaria y = f (x) se obtendrd eliminando t entre esas dos ecuaciones.

Si hay un solo punto de la curva al cual corresponden los dos extremos
del segmento, la curva es cerrada; en caso contrario, es abierta. En ambos-
casos carece de puntos miltiples.

El haber impuesto la condicién de biunivocidad, ademas de la de continui-
dad, evita el que estas curvas puedan llenar un 4rea plana, como las de Peano,.
gracias al caricter invariante del nimero de dimensiones del espacio, demos-

(10) Cantor (Georg Ferdinand Ludwig).—Matematico ruso (San Petersbur-
go, 1845-Halle, 1918). Victima de la incomprensién de sus contemporineos,.
murié en un hospital psiquiatrico.
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trado por Brouwer (11) y Lebesgue (12) en 1911, cuestién importantisima para-
la Matematica, «porque si existiesen curvas de Jordin como las de Peano se-
reduciria el estudio de los espacios de cualquier niimero de dimensiones al de-
los de una sola dimensién, y el de las funciones de cualquier niimero de varia-
bles independientes a las de una sola variable».

En realidad, Camille Jordin (Lyon, 1838-Paris, 1922), generaliz6 las ideas-
conjuntistas de Cantor al continuo geométrico, y establecié asi un equivalente-
en Topologia del concepto clisico de linea geométrica (13).

t

—~ N
t/ S
(a) ' ,
fo — tl \ (b)
A (c)
ta
Ko Mz My A “
— : ta Ny

te ™™ to ts

(a) Curva de Jorddn abierta.
(b) Curva de Jordadn cerrada.
(c) No es curva de Jordéan.

Ahora bien, las curvas de Jordan, que hemos definido en la pagina anterior,.
pueden carecer de tangentes. Un ejemplo de curvas de Jordan sin tangentes-
lo tenemos en las curvas de Von Koch (14). La curva de Von Koch se cons-
truye asi: «un segmento A B se divide en tres partes iguales

y sobre la central se construye un tridngulo equildtero Bl B’ Bz; cada uno-
cada uno de los segmentos

AB,B B,B'B,B,B,

(11) Brouwer (Luitzen Egbertus Jan).—Matematico y logico holandés-
(Overschie, 1881).

(12) Lebesgue (Henri Leon).—Matematico francés (Beauvais, 1875-Paris,.
1941).

(13) Con lenguaje moderno, se llama arco simple de Jordan, o simplemente:
arco, en un espacio topoldgico, a la imagen por una homeomorfia de una cir-
cunferencia. (Una biyeccién bicontinua f de un espacio topolégico E sobre-
otro espacio topoldgico F, que eventualmente puede ser el mismo, se llama
homeomorfismo).

(14) Herce voN Kocu: Sur une courbe continue sans tangente obtenue par
une construction géometrique élémentaire. «Acta mathematica», t. 30 (1906),.
pags. 145-174.
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:se divide en tres partes, y sobre la central de cada uno se construye hacia
:afuera un tridngulo equilitero, y asi se sigue indefinidamente.

En la figura aparece claramente la correspondencia biunivoca continua cor
-los puntos del segmento; se han trazado solamente los tres primeros poligo-
‘nos inscritos, y se observa que las semirrectas que unen cada punto con los
-vértices préximos hacia un lado oscilan indefinidamente dentro de un 4ngulo
-de 380°. La curva asi definida carece, pues, de tangente en cada punto del
-conjunto construido con este proceso; y tampoco lo hay (como puede demos-
trarse) en los puntos de acumulacién, que corresponden a los valores de ¢t no
-expresables finitamente en el sistema de base 4».

t t t + t + + + t 1

A C,C CgBy B

Imponiendo a las curvas de Jordin la existencia de tangentes, o sea, ser
«definidas por pares de funciones, x# = x (¢), y = ¥ (), uniformes, continuas y
-desarrollables, con derivada tnica, excepto en ciertos puntos del intervalo de
-definicién», se han obtenido las llamadas curvas regulares. (Si una curva no
fuese regular en todo el intervalo de definicién, pero se pudiera descomponer
-éste en intervalos parciales en ntmero finito, a cuyos valores de ¢ correspun-
-diesen arcos regulares de la curva, ésta se llamaria regular a trozos). Exigien-
.do ademés, a dichas funciones, que sean monétonas por secciones (15) han
resultado los arcos de curvas ordinarias.

Finalmente, si cada una de las funciones que definen una curva de Jordaa,
es desarrollable en serie de Taylor convergente en un entorno de todo punto
t del intervalo en que estin definidas, estas curvas se llaman analiticas en dicho
:intervalo.

Con lenguaje actual, representemos con E, y V, un plano euclideo y el
‘plano vectorial asociado, respectivamente. Sea (0; e , e,) un sistema de refe-
‘rencia métrico de E,, cumpliéndose:

(ei ce = 851: G¢,7=1,2).

(15) Llamamos funcién mondtona la que no tiene dentro del intervalo de
existencia ninglin méiximo ni minimo.

Una funcién es mondtona por secciones cuando, «tanto ella como sus trans-
formadas mediante cualquier sustitucién lineal, finicamente poseen un niimero
“finito de maximos y minimos».
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Sea ademis & (f) una aplicacién biunivoca y diferenciable de un intervals
I(¢) en V,.

A todo ¢ del intervalo I se le hace corresponder un punto X de E, tal
«que: OX =x(2).

Llamamos arco de curva plana al conjunto de todos los puntos X asi deter-
minados. Se llama curva plana a todo conjunto de puntos del plano que sea
.unién de un ntmero finito de arcos de curva y de sus puntos de acumulacidn.

Anélogamente definimos el arco de curva de E : Ahora representamos con
E, el espacio euclideo y con V, el espacio vectorial asociado. Un sistema de
‘referencia métrico de E, lo representamos:

;e e, e,

.Sea x = x (¢) una aplicacién biunivoca de un intervalo I de la recta real en
V,. (Suponemos que x (¢) tiene derivadas terceras continuas.)

A cada vector x (¢) se le hace corresponder, respecto del origen 0, un
punto X (#) de E.. Al lugar constituido por estos puntos le llamamos arco
-de curva de E,.
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