— 81 —

ALGUNAS DESIGUALDADES ELEMENTALES

por

J. B. RoMERO MARQUEZ
Catedrdtico de Matemdticas de I. N. B.

1. El objeto de este trabajo es establecer desigualdades importantes del
Analisis, utilizando como punto de partida las funciones

PR—R, fx+n=f®+f0) Vxry€R
continuas. Es conocido que para tales funciones J ¢ € R tnico,
f@) =cx Vr€R.

Existen otras caracterizaciones equivalentes de las funciones lineales, entre
espacios vectoriales, ver [1].

También es conocido que existen funciones
fPR=—R, fx+n=f®+f0) #y€ER

no continuas (Hamel). Las funciones lineales de R — R, juegan un papel
esencial en la Geometria, a la hora de establecer la medida del area y volu-
men de los cuerpos geométricos.

2. Motivacion.—Nos planteamos los siguientes problemas:

2a) ¢Dada f: D-—— R (D 7—£¢) (D intervalo abierto, cerrado, etc., aco-
tado o no), Ja€ R—{1}| siexr €DV +€D, flar) af) 6 af»)'K
< f(ax)? (problema local).

2b) ¢Dada f: D—> R, D en las mismas condiciones anteriores, encon-
trar el mayor conjunto A C R tal que ¥V (#,2)€D X A, ax €D, f(ar) K
<af@) 6 af(»)'< f(ax)? (problema global).

2¢) ¢Dada f: D —> R, encontrar los mayores subconjuntos A y BC R
tales que VY (2,0, 2) € AXxB xDax, bxr €D VYr€D, bfar) Laf(bx)
6afr)<bflax)?

2d) Dada f: D—> R, si A es el mayor conjunto del problema 2b) y si
designamos por F*(D,A)={f:D—R|f@r) <af(¥) V(a,2)€AXD,
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tal que ax €D} y F,(D,A)={f:D—>R|af(») <f(a®x) V¥ (a,%) €AX

x D, tal que ax€ D}, jqué estructura tiene tales conjuntos de funciones?
2e) ;Qué propiedad geométrica o diferencial caracteriza a las funciones

f:D—>R, para las que Ja€ R—{1} f(e#x) <af(*) 6 af(») < f(e#)?
Observaciones:

1) Siempre 1€ A para 2b), el caso de interés es, cuando A {1}
2) En particular si D=R y A =R,

F,(R,R)NF*(R, R) = L(R, R),

espacio vectorial de las funciones lineales de R en R.
3) A los conjuntos D y A del problema 2b), donde f verifica que

fler) Laf(®) 6 af(x)€flax),

les llamaremos los maximos conjuntos, donde la funcién f se desvia por encima

o por debajo de las funciones lineales homogéneas. '
4) Si f: D—> R es simétrica respecto al origen y si A es el conjunto

del problema 2b) entonces A D{—1,1} ya que V¥ #€D, f(—x) = (—1)f ().

8. Convexidad de Hierarchy.—Hagamos un breve resumen de [1].

Sea K (b) ={f: R—> R |f es continua y no negativa sobre el segmento

=[0,5] y f(0) =0} Llamamos funcién media F de la funcién f€ K (b),
a la funcién definida como sigue:

1 x
F(x):—x—f fhdt O<x<b) y F@O) =0
1]

Por el teorema fundamental del Calculo, F € K (b). Si designamos

K @®)={f€eK(®|f es convexa en 1};
K,(0) ={f€K@®)|FeK (0)};
K,(0) ={f|Vx€Il y Vt€[0,1], f(tx) <tf()};

K (b)={flf(4‘+3')>f(4‘)+f(y) Vxy v+y€l};
(&) ={f|FeK, ()}
@G ={/IFe K4(b)}-

Bruckner y Ostrow prueban que

K, (K, c K, () K, (b)c K, (b)cK,(b)
y Beckenbach prueba que los contenidos anteriores pueden ser estrictos. Pe-
trovic: «Si f es una funcién convexa sobre el segmento I = [0,a], si », €1

(G=1,..,n)y x, + ... + %, €I, entonces

FEI+ - +fE)<TE + .+ 1)+ 0—1)f(0),
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[1j, pags. 826, 362-380; [2], pags. 1-55; [3], pags. 251-274, y [4], cap. VIiI.

4. Resultados.
Proposicién 41.—Sea f: D—> R, y si Ja € R,
fler)<af(x) 6 af@)<<f@x), er€D V#€D,
entonces si Y n€N, a»x€ D, ¥ 2+€ D se tiene
flarr) <a"f») 6 o f») <fld"%) Vre€D.

Demostracidn.—La prueba es obvia por induccién sobre =€ N.

Proposicion j.2—Sea f: D—> R y si

Ja € R*, au, '3;— €D VxeD,

entonces
x
a

1
fan <afr) VreD<D> + f<f(Z) vreD.

Demostracion.—=> Y x €D, f(x) =fl@aa12) Laf (%—) = —;—* F() <

x 1 1
</ (&) vreD <) vreD, 1) =1 (—a— @) > —fen=
= f@#) <af(x) VreD.

Corolario 43—Si f: D—>R ysiJa€R, 0 Ka<lyar€D Vr€D
y si f@x)<<af(®) 6 af(s) <f(ax) ¥ x€D entonces

3w f@ @ & S
2 @< 65— <;f(a ¥ V€D

Demostracion.—Consecuencia de la proposicién 4.1 y tener en cuenta la
serie geométrica.

Definicién 4.4 (Funciones convexas).—Sea C un conjunto convexo de R”;
se dirdA que una funcién numérica f(x) es convexa en C si x,4 €C,
(¢, #") € P,; entonces, f(px+ p' )<< pf@)+p' ). Se dird que f(#)
es concava en C si f(px+ p'a) > pf(2)+ p f(&). Ast f(¥) es conca-
va <> — f(x) es convexa. Si las desigualdades precedentes son estrictas para
rZ ', p,p’#0 se dird que f(x) es estrictamente convexa, o estrictamente
cOncava respectivamente.

Observacion.—Si 2’ =0€C y f(0) =0, entonces si f es convexa =>
=> f€F* Lo mismo si f es concava, f € &F,.
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Proposicion 45.—Si f: D—> R y si AcC R es tal que ¥ (¢,#) € A x D,
ax€D, ysiflar)<af(®) 6 af(») <f(e+) V+€D, entonces A es un
semigrupo unitario multiplicativo.

Demostracion.—Supongamos por ejemplo que f: D—> R, f(a %) < af(s),
V(e x)€D, ax€D. Es claro que 1€ A~ . Sean a, b€ A y sea c =ab,
entonces ¥ € D,

flex)=f(abx)=f(a(bx) <af(br)<abf)=cf),

luego ¢ € A. Por tanto, A es un semigrupo unitario multiplicativo de R.

Teorema 4.6.—Sea f: [0, + oo [ —> R, f creciente (resp. decreciente) y
si 0 <o 1, entonces V (a,x) € [0,1] x [0, 00[, se tiene que:

flar)—ef@)<fO)Q—0a) ¢ fO)A—0a)<f(a2)—0af(#).

Demostracidon.—Se tiene Y (¢, )€ [0,1] x [0,00[, 0 L axr v y si f es
creciente, entonces f (0) < f (@) < f (#). Ahora sea g, ¢ [0,0[ — R,
g, @) =fl@ax)—af(s), %1€ [0,00[ es derivable, y, g, (#) =a(f (ax)—
—F @); de aqui como Vr€[0,00[, 0.<F W) —F (@x) => g, @) <0
para # > 0. Por tanto, g, es decreciente para #+>0 y g, (#)'<< g,(0) si
#>0. Como g,(0) =f(0)—af(0) =@—a)f(0), entonces ’

fl@r)—af@» < @A—a)f(0) si a>0.

Si f* es decreciente, entonces f (x) <fE@r)<<fO) sin>0y g, @)>0
si # > 0, y por tanto g, es creciente para & > 0, y por tanto g, (0) < &, ()
si # > 0 y, de aqui se obtiene que:

1—a)fO) < f(@x)—afx) para #x>0.
Pruebas similares se pueden hacer si a € R — [0,1], con los cambios ade-
cuados en las desigualdades.
Corolario 47.—Si f: R—> R y f creciente (resp. decreciente) y si a € R,
0'<< a <1, entonces

fl@ar)—af@@)'<fO@—a) 6 fOA—a)<Kflex)—afl») Vs€R

Obxeh/aciones‘ .
1) Si f(0) =0, entonces el teorema 4.6 toma ahora la forma para

0<a<1? fler) <af@) 6 af() <f(ax) para x> 0.

Corolario 4.8—Si f: R+—> R y f creciente continua (resp. decreciente)
y si a€R, 0L a<1, entonces Y#€RH, f0)—ca<<f#) 6 f(#)<
<fO)—cax.

Demostracion.—Por el corolario 4.7, tenemos que f(ax)—oaf(¥) K
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<f0@—a) 6 fO)(1—a)i<f(@x)—af(x) para ¥ > 0; entonces para
0i< e <1, supongamos por ejemplo que f(as)—af(@) </f(0)(1—a)
para # > 0, entonces
fl@ax)—af(»)
1—

<f(@) para x>0

Pasando al limite, tenemos

y flax)—af(x)
m — <f0) para x>0

a—>1- 1

De aqui, por la regla de L’Hopital, se tiene f(#)—wf (#) < f(0) para
x> 0. Por ello, para ¥ >0
!

d i) 1(0)
dx ( )-<

k)

x x2

¢ integrando, se tiene

—f® — 1)

E2 < x

+C para x>0

Esto es para # > 0, f(0) —cx < f ().

Observacidn.—1) Sea f: R+*—> R, f > 0, f creciente (resp. decreciente)
y si 0 <a <1, entonces sabemos que V (a,#)€ [0,1] x [0, o[, f(a*)—
—af (%) <fO@A—a) 6 f(O)A—a) < flax)—af(x). Estas desigualda-
des se escriben asi: V (a,#)€ [0,1] x [0,00[, f(ax) <af@) +f(0)(1—0a)
6 fOA—a) +ef@I<f@s). Aqui af@)+70)1L—a) V€0 o0l
se interpreta, como la media baricéntrica de f(#) y f(0), con pesos ¢ y 1 —a.
2) Si en 1) hacemos x =1, tenemos

f@—af@IKfO@—0a) 6 fOA—a) << (@)—0af@).

para 0'<< @ < 1, que coincide parcialmente con el corolario 4.8.

Teorema 4.9.—Sea f: R+ —> R, f creciente (resp. decreciente), si 0 <
< a < b, entonces

af(br)<bflax) o bf(ax)<<af(ba)

para todo & > 0, si f(0) = 0.

Demostracion.—Si f/ es creciente y 0 < a < b, entonces

VreERY, 0gar<br y j’(0)<f(ax)<f’(bx),
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Sea
&,p° Rt—R, g, ,(®) = bf(a#)—af(b#), x€RH

Es claro que ga.,,(O) =0y que 84,5 €S derivable. Su derivada es:
Bap () =ab(f@ar)—f (b)) <0 para r>0=>¢,,

es decreciente en & > 0. Por tanto, g, , () < &, 5 (0) para » > 0. Luego
bflax)—af(bx)<0 para #>0, y de aqui b f (s )< af(bx) para x> 0.

Si f es decreciente y 0 < a<<b, entonces Vr € R+, 0 Kar by y
PFr)<<f@r) <70 Tomando de nuevo g, p» tenemos ahora que
&4, >0 para x> 0. Luego 8q,p €5 creciente I;ara % >0 y por tanto
&a,b 0) < &a,p (#) para # > 0. De aqui: 0. bf(aw)—af(bx) para > 0.

Nota.—La hipotesis f(0) = 0 no es esencial.

Teorema 4.10—Sea f: Rt—> R, f(0) =0, f >0 (resp. f<0), si
0 < ai< b < ¢, entonces '

af(bex)+bfl@acx)y+cflabr)>0

O

af(bex)+bfacr)+cfl@abr) <0

para todo x > 0.

Demostracion.—Sea f >0 y &ap, ¢t Rt—R, £a,b, ¢ @) =af(bcr)+
+bf(@cx)+ cf(abx), continua y con derivada para x> 0:

g'a,;,,c(i’)=abc(]"(bcx)+f’(acx)+f'(abx)),

De la hipétesis sobre >0 => g, , , >0 => g, , es creciente para
x>0 y de aqui se tiene el resultado.

De forma similar se procede para f < 0.

Observaciones.—1) La generalizacion a 0'< 0, < 0,'< .- <@, se hace
de forma obvia.

2) También podemos obtener otras generalizaciones, considerando f:
R—>R y los a € R.

8) Integraciones con respecto a una o varias variables en los dominios
adecuados, en los teoremas y corolarios que van desde 4.6 a 4.10, permiten
asimismo obtener nuevas desigualdades importantes.

Teorema 4.11.—a) Si f: Rt —> R es integrable en todo intervalo finito
de R+ y si f(0)=0y Ja€R—{1}, tal que, far)Kaf(#) 6 af(¥)
< f(ax) ¥ %€ Rt entonces

A FH)—FONKF@n—FO
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F(a2)—F (0) <o (F () —F(0)),

donde F (#) = f f(t)dt es una primitiva local de f.

0
bY En las mismas condiciones que en a), pero supuesto que f (a 4) << a f (¥)
6 af(x) <flax), V(e,#)€A xR+ con AC R+ intervalo finito de R+,
entonces Y a,,a, i€ A con e, <g, se tiene

x f (%)
F (a2 z)—F (az1 x) < -—2—-—— (a,z2 —_ 012)
6
% f(x) \ ,
-—-——-2—--——(@2 —e,?) < F(a,#)—F (e 7
para x > 0.

Demostracidn.—a) Se sigue por integracion respecto de x, y b) por inte-
gracién respecto de a. Las generalizaciones de este teorema tienen varias ver-
tientes naturales.

5. Desigualdades de Bernoulli y Jordan.

k4
5a) Teorema 6.1 (Jordan).—Si 0<|6| < —2- , entonces

2 0

T < sen @

<1l

x
Demostracion.—Sabemos para(O << —5—) , sec? 6 > 1; integrando sobre

T
el intervalo ]0, 6[, llegamos que tg 6 > 6 (0 << —2—) .

De otra parte,

d ( sen 6

cos 6 T
= 6 —tg 6 0 I<o<<—})
— - ) (0—tg0) <0 para ( 2)

62

sen 6 T
luego Y es descreciente en (0 <¥# <—§—) . Tenemos asi:

sen 6 sen —5~ 2 T
—_ . =—( 0<¥é -_
S - ( <7 )
2
Se obtiene la igualdad en (1) si y solo si 6 = —g— .
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De otra parte, tenemos sen 6 < 6 (6 > 0) (2). Combinando @) y (2), le
gamos (3)

2 sén 0 -,:
T<—0— <1 (0<|0|< ~2-)
Observaciones:
1) La (3) también se puede cbtener como una consecuencia de la conca
vidad de § —> sen 6 en [0’ %I .
2) La (3) puede escribirsec omo:

2, o< 0 [OL]
- << sen \< para o |-

Integrando en el intervalo [0, 6] se tiene:
o L .
Vﬁ<sen2:<2’ <<2

3) Redheffer prueba que para 6 real,

sen 6 2 — 2

p) >

72+ 62
(4); la (3) y (4) no se implican mutuamente.

T
Teorema 5.2 (Garnir)—Si 0<b<a<< —,

2
sen a a tga
sen b <T< tg b

Demostracion.—I) En [1] se prueba esta desigualdad, estudiando la mo

sen ¥

notonia de f(x) = que decrece en

T tg x
[0,—2-'])’ g(v@‘)=T

T
crece en Ja,—|°
2

II) Lema—Si 0<b<a< -

2

, entonces Y x € [0,1] se tiene:

0Sasenbyr—bsengxr < asenbh—psena.
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Demostracion.—Sea g, ,: [0,1]1—R, g, ,(#) =asenbr—bsenaux,
para x:€ [0,1]. Observamos que g, , estd bien definida y es derivable en
{0,1]. Entonces g, ; (#) = a b (cos b ¥ —cosax).

T
Como I<t<o =D l0<br<aor<ae< —;— Como coseno en[O,—g‘l

es decreciente, entonces
V+€10,1[, cosaxr<<cosbxr => g’a’b @ >0 => 8a,p

es creciente en I10,1I. Por tanto, g, ,(0)<g, ,*) <g,, ). Como
8,50 =0y g, , (@) =asenb—bsena, entonces

O<asenbxr—bsenaxr<asenb—bsena para € 10,1[.

Sea hy 52 [0,11—R, h, ,(#) =atgbs—btgaxr es continua y deri-
vable. Entonces su derivada es:

1 1
/%4 x)=ab —
a0 ) ( cos?2 b x cos2 a & )

Como V » € 10,1[, igual que antes tenemos,

cosaxr<<cosbx => cos2axr<<cos2bax =>
1 1

== h’a' » <0

cos? b x < cos?a x
en 10,1 => ha'.,b es decreciente en ]0,1[. Luego
hw, » ) <y y @) < ha’ » (0).
Como ha" , (1) =atgb—btga y ha, » (0) =0, entonces para x€ 10,1[,

tenemos atgb—btga<atgbr—btgar <O0.
El teorema 5.2 es entonces una consecuencia de este lema.

. S
Teorema 5.3.—Si 0<b<a< -5 entonces

b2 sena a—tg

a
_Ursene 2
a?sen b < b
2

(4

., . . 1[ .
Demostracion,—Por el lema anterior, si 0 <b <o < 5y 0Ly <1, in
9 St
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tegrando entre [0, 1], queda

1 1 :
af(senbxf—senb)dx<bf(senax—-sena)dx»
0 0

y después efectuar operaciones.

Observaciones:

. . L3 1 26 —tgb
1) Sia =20 se tiene para 0<b<—2—,T cosbh<< —

5
by

a b
2) Si en (4), llamamos th=A y tg—2—= B, entonces 0 <A <1y

0<<B<1ly 0<B < A, entonces

2A
: 14 A2 a— A
2B < b—B
@ —
1+ B2
y de aqui
1+ B2  Ap? a—A
1+ A2 Ba? < b—B

a b
Teorema 5.4—Si 0<b<a< % , (cos b)Y << {cosa), ebttea—-cated (§).

Demostracion.—Utilizando el lema anterior, tenemos:
btgar —tga)<a(tgbxr—tgh)

para 0 < # < 1. Integrando respecto de », extendido a [0, 1], llegamos a la
desigualdad.

Observacidn.—1) La integracién por separado respecto de a, b, #, o en
cenjunto respecto a varias variables en los dominios adecuados, dan otras des-
igualdades interesantes, algunas muy fttiles para el calculo numérico.

5b) Desigualdad de Bernoulli.

Teorema 55.—a) Si —1l<zxy sia<0, 1+ >1+axr.
b) Si —l<rysiO<a<l QA4+ <1l4+aux.

Demostracion.—En [1] se prueba utilizando el desarrollo de Taylor. Sin
embargo nosotros lo veremos utilizando la técnica anterior.

Sea f: 1—1, o[ — R, f(#) = L1+ #) es derivable en ]—1, oo [.

Sid<ae<l, yr>—1,ar>—a>—1=>ags¢€]—100][. Ademas
1+4>0y1+aex>0, xi€]—1,00[.
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Sea g,: 1—1, o[— R, g,(#) =LA +ax)—aL 1+ %), es deriva-
tle en J—1, oo [. Por tanto,

e a 1 ’ 1
! (%) = J— = — E=3
£'a (%) l+ax 1+ a(1+ax 1+ )
ax(1l—a)
>0 => g,

= Q+and+a

es creciente en ]—1, co[; por tanto, en particular, g, (0) < & (#) para
r <0y de aqui (1+x)“<1+ax.
Si —1<v'<g0, g, <0 => g, es decreciente en

—1l<r<g0 => g, 0 ) = QA+ <<l +axr

De esta forma queda probado b). De forma similar se prueba a).

Corolario 56.—Si x>—1 y si a>b>1 6 b<a<0, entonces
I+aex) LA+ b ).

Demostracion.—Se considera g, ,: ]—1, co[ — R,
ga’b(:r) =aL(A4+bx)—bL(1A+ax)
y se procede como en el teorema 5.5
Demostracion similar se puede hacer para 0<b<a<ly #>—1.

Observacion.—Integrando respecto a una o varias variables en dominios
adecuados, se obtienen nuevas desigualdades notables.

Teorema 57.—Si # >0 y 0<a<b, entonces a(l— e?*) < b @A — e®).
Demostracidn.—Sea f: [0,00[ —> R, f(x) = e*. Sea g, ,: [0,0c[ — R,
84, p (#) = @ ¥ —b ¢, entonces, para % > 0,
&a,p @) = ab (e?* — %) > 0 => 84 p
es creciente para & > 0 y de aqui &b 0 < &a,v (#), vy de aqui se tiene:

a(l—et*) L b(1—e*™) para x> 0.

Observacion.—Otras desigualdades se pueden obtener, utilizando otras fun-
ciones dentro del marco del anilisis elemental, como superior.

6. Otros resultados.

Teorema 6.1.—Si en un intervalo D« R una funcion ¢ () posee derivada
¢’ (t), entonces ¢ (f) es convexa en D si y sblo si ¢ (f) es creciente en D.

Demostracidn,—Ver [4], pags. 207 a 209,
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~ Observacion.—1) El teorema justifica las hipdtesis impuestas a f en todo
:] punto 4.

2) La convexidad de una funcidn tiene otras caracterizaciones mas débiles,
como por ejemplo:

i) f es convexa si y sélo si el conjunto A (f) de los puntos del plano de
R?, situados por encima del grafo de f, es convexo, [7], pags. 153-158.

Teorema 6.2.—Sea f: [a, b] —> R integrable o continua, creciente y si

0!< e << 1, v si f(c x)< cf ), V(c,2)€[0,1] x [a, b], y si F (») =[f(t)dt
es una primitiva de f, entonces V (c, #)€ [0,1] X [a, b] se tiene: ‘
Flb)—cF () <F(x)—cF@) <F(ca)—cF(a).

Demostracion.—Para todo ¢€ [0,1], sea g,: [a,0]— R, g,(#) =
=Fc(x)—cF(x), #€[a,b], vy le aplicamos la linea de razonamiento del
teorema 4.6.

Definicion 6.3.—Sea E un espacio afin, K« E es un cono convexo, si
siempre que #, 2 € K y A >0, M >0, A, V'€ R entonces Ax + A #' € K.

Proposicion 6.4—f € F*(D, A) <> —f€ &, (D, A).
Demostracion.—Se sigue de las definiciones de &* y &,.
Teorema 6.5—F* (D, A) y &, (D, A) son conos convexos.

Demostracion.—Hagamos la prueba sélo para &F* Sean f, g€ F* y
2>0, 8>0, o, € R. Pongamos h =af-+ 8 g, entonces V¥ (a,#) EA X D,
ax €D, entonces h(ax)=Bf(ax)+Bgax), y de aqui,

has) <aaf®) +Bag)=alef)+BLg&) =ah®)=>heF"
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